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A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


I 


Ç)cim.w) 


Igatbam  €ol\ezt  Itbrars 

The  Hatate  of 

Oeorge  Bastwxrad. 

4  Feb, ,  1887. 


SCIENCE  CENTER  LIBRARY 


rri 


/ 


"  JOURNAL 


DES  CANDIDATS  AUX  ËG0LB5  DU  tiOUVERNEUBNT 
ET  DEâ  ASPIRANTS  AU  BVCCALAUaËAT  ES  SCIENCES 


PUBLIÉ  30im  LA  DIRECTION 
l>R 

M.  J.  BOURG  ET 


TOME  PREMIER. 


PARIS 

LIBRMRIE  CH.  DEL\r,R.\VH 

38,  RUE  DES  ÉCOLES,  Stt 
1817 


*^ciiî0.feO 


^^^^ 


Fî^om 
^e  Estate  of 
€heorfire  E€M9twood» 
4  Feb..  «887. 


>^^ 


^     5» 


AVANT-PROPOS 


On  connaît  toute  l'importance  des  services  rendus  à  ren- 
seignement par  les  nouvelles  Annales  de  Mathématiques  que 
M.  Gerono  a  fondées.  C'est  en  partie  sous  Tinfluence  de  ce 
journal  que  les  cours  de  mathématiques  spéciales  se  sont 
peu  à  peu  transformés  et  perfectionnés. 

En  créant  un  Journal  de  Mathématiques  Élémentaires ,  notre 
but  est  plus  modeste»  mais  il  ne  nous  semble  pas  moins 
important. 

Les  nombreux  professeurs  qui  vivent  loin  de  Paris»  ont 
besoin  de  connaître  les  questions  proposées  dans  les  con- 
cours aux  diverses  écoles,  dans  les  concours  académiques» 
dans  les  sessions  du  baccalauréat  es  sciences  des  diverses 
facultés.  Ils  ont  intérêt  à  se  communiquer  leurs  idées  sur 
diverses  méthodes  d'enseignement,  sur  quelques  points  dif- 
ficiles de  leurs  cours.  Ils  aimeraient  sans  doute  aussi  savoir 
comment  les  choses  se  passent  en  Angleterre,  en  Allemagne, 
en  Italie,  etc.;  quelles  sont  les  questions  proposées  aux 
examens,  quels  sont  les  livres  suivis,  quelles  sont  les  mé- 
thodes pédagogiques. 

Nous  désirons,  dans  notre  publication,  répondre  à  ces 
besoins  et  nous  pensons  que  nos  collègues  de  tous  les 
lycées  accueilleront  notre  projet  avec  sympathie.  Nous  sol- 
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licitons  d'ailleurs  de  leur  part  des  conseils  et  des  commu- 
nications sur  les  objets  de  leurs  études  qui  rentrent  dans 
le  cadre  restreint  de  notre  journal. 

Nous  espérons  aussi  que  les  élèves  laborieux  y  trouveront 
des  stimulants  à  leur  cu/*iosité  et  des  éléments  de  progrès. 
Pour  eux,  nous  nous  attacherons  à  ne  proposer  que  des  pro- 
blèmes choisis  et  analogues  à  ceux  qu'ils  ont  h  résoudre 
dans  les  concours.  La  publication  des  meilleures  solutions 
sera  la  récompense  de  leurs  efforts.  Ils  liront  aussi  avec 
intérêt  et  profit  nos  recueils  des  questions  les  plus  impor- 
tantes faites  dans  les  examens  auxquels  ils  se  préparent. 

En  résumé,  nous  voulons  être  utiles  à  tous  les  membres 
de  renseignement  qui  s'occupent  de  mathématiques,  eu 
leur  fournissant  les  moyens  de  communiquer  entre  eux  par 
un  recueil  périodique  traitant  des  sujets  qui  les  intéressent. 
Nous  avons  la  confiance  que  leurs  encouragements  ne  nous 
feront  pas  défaut. 

J.   BOIRGËT. 


Paris,  !«'  janvier  1877. 
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PRINCIPES  ÉLÉMENTAIRES 

SUR   LES    DÉTERMINANTS  (i) 

•  L'emploi  des  déterminants  simplifie  notablement  un  grand 
nombre  de  théories  en  mathématiques  spéciales  ;  leur  usage 
peut  aussi  être  utilisé  en  mathématiques  élémentaires  ;  nous 
croyons  donc  faire  une  chose  agréable  aux  élèves  et  aux 
professeurs,  en  exposant  ici  d'une  manière  simple  les 
principes  les  plus  importants  qu'il  faut  connaître  pour  se 
rendre  familiers  ces  précieux  instruments  de  calcul. 

Dans  un  autre  article  nous  montrerons  quelques-unes  de 
leurs  applications  intéressantes. 

§  I.  —  Délef*m%nani  du  second  ordre, 
1.  Définition.  —  Soit  le  tableau 

a  b 
a  b' 
des  quatre  quantités  a,  6,  a\  b\ 

Prenons  les  deux  lettres  a,  b  ;  formons  les  deux  permu- 
tations a  b  — 6  a,  en  mettant  le  signe  —  devant  la  seconde  ; 
accentuons  la  dernière  lettre  et  faisons  la  somme  algébri- 
que des  résultats;  nous  obtiendrons  le  binôme 

ab'—ba' 
C'est  ce  binôme  qu'on  nomme  déterminant  des  quatre  élé- 
ments a,  6,  à  b\  On  le  désigne  aussi  par  le  tableau  ci-des- 
sus; donc  par  définition  : 

a  b 
a'  b' 
On  voit  donc  que  le  déterminant  de  quatre  nombres  s*oblient 


=1  a  b'  —  b  a 


[i)  Nous  devons  à  M.  Digiiet,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  l'idée  fon- 
damentale de  celte  méthode  d'exposition. 
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en  faisant  la  différence  des  produits  des  nombres  en  diagonales 
sur  le  tableau  des  quatre  éléments. 

5    7 


Exemple  : 


=  3o —  14  =  i6 


2.  Propriétés.  —  De  la  définition  que  nous  venons 
de  donner  du  déterminant  du  second  ordre,  résulte^t  immé- 
diatement diverses  propriétés  très-utiles  dans  les  applica- 
tions. 

"    "      =  a6'  —  ba' 

donc  :  le  déterminant  ne  change  pas  quand  on  change  les  ligncii 
en  colonnes  et  réciproquement. 

20 


a   b 

a   a 

a'  b' 

' 

b   6' 

am  b 
a  m  b' 


=2  m  (ab'  —  ba)  =z  m 


a   b 
a'  b' 


am  b  m 
a         b' 


donc  :  on  multiplie  un  déterminant  par  m  en  multipliant  /oirv 
*  les  nombres  d'une  ligne  ou  d^vne  colonne  par  m. 
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ab 
a'b 


=  ab' — ba  =  —  (ba — ab')  =  — 


b   a 
V  a 


a  b' 
a    b 


donc  :  un  déterminant  change  de  signe  qu^and  on  intervertit 
deux  lignes  ou  deux  colonnes. 

4° 


a'\-  GL,  b 

a'-f-  *> b' 
de  même  ; 
a+a,  6  +  p 
à  b' 


=  (a  +  a)  b'  —  b  (d-\-a):^ 


=  :(a  +  a)b'-(b-^^)a'  = 


a  b 

a  b' 

a  b 

a  b' 


+ 


+ 


a  b 

t!  b' 

Cf.  ^ 

a'  b' 


donc  :  si  les  termes  d^une  ligne  ou  d'une  colonne  sont  Ls 
sommes  de  deux  nombres ^  le  déterminant  est  la  somme  de  deux 
autres  faciles  à  former. 


a    a 
b    b 


a    b 
a    b 


donc  :  Si  deux  colonnes  ou  deux  lignes  deviennent   idenliqv>esy 
le  déterminant  s'annule. 


6» 

0    b 
0    b' 

= 

0  

0     0 

a'  b- 

donc  :  Le  déterminant  est  nul,  si  les  éléments  d^une  colonne  ou 

d^une  ligne  sont  nuls. 

7» 

a    b+h 
a   b'-{-k 

a 

a 

b 
b' 

+ 

a  k 
a    k 

— 

a    b 
a    b- 

+ 


a 
k 


a 
k 


a 
à 


a 
b' 


et  aussi  : 

a  a  a    a 

a'  +  jt    6'-f  k     ^  I  a    b' 

donc  :  Si  les  éléments  d'une  ligne  ou  iune  colonne  sont  tdeti- 
tiques  an  peut  augmenter  d'une  quantité  arbitraire  les  éléments 
de  la  ligne  parallèle. 


+ 


b    b 
b'  b' 


a 
a 


b 
b' 


8*»       a  +  b    b     _|«ft 
a  -J-  6'   6'  I  a    b' 

donc  :  Un  déterminant  ne  change  pas  quand  on  ajoute  ou  q'vÇon 
soustrait  aux  éléments  iune  colonne  ou,  d^une  ligne^Tes  élé- 
ments correspondants  de  la  ligne  parallèle, 

3.    Transformations   d'un    déterminant.   —   Les 

propriétés  précédentes  permettent  de  simplifier  le  calcul  des 
déterminants  et  de  les  transformer  en  d'autres  équivalents. 

EXEMPLE    1. 

Soit  le  déterminant  numérique 

25     26 

27     28 

nous  pouvons  lui  faire  subir  les  transformations  suivantes  : 

.   .    .    .  8«  Propr. 


7«  Propr. 


25 

26 

25 

I 

27 

28 

27 

I 

Q 

I 

2 

I 

EXEMPLE    â. 

Nous  avons  aussi  successivement 


a     a  +  r 

a 

r 

à    a'  +  r 

a' 

r 

.   ,   .   .  8*  Propr. 
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—  r 

a     I 
a     I 

m 

=  r 

0  —  ai  1 

m^^^        g 

0 

I  1 

.  2*  Propr. 

.  7*  Propr. 

=z  r  (a  —  o'j 

§14.  —  Déterminant  du  troisième  ordre. 

4.  Définition.  —  Soit  le  tableau 

abc 
abc 
.  a   6    c 
des  neuf  éléments  abc  a  6' c'  a"  6" c". 

1®  Écrivons    avec   leurs    signes   les    deux    permutations 
relatives  aux  deux  lettres  a  6,  nous  aurons 

-f-  o6        —  ba 
2^  Introduisons  la  troisième  lettre  c  à  toutes  les  places 
possibles,  en  ayant  soin   de  changer  de  signe  chaque  fois 
que  c  avance  d'un  rang  vers  la  gauche,  nous  aurons  les 
six  résultats  suivants  : 

-\- abc        — acb        -\-cab        (venant  de  a 6). 

—  bac        4"^^^        —  ^^^        (venant  de  ba), 
3®  Accentuons   une  fois  la   seconde   lettre,   deux  fois  la 
troisième;  faisons  la  somme  algébrique  des  résultats,  nous 
aurons 

a  b'  c"  —  a  c  b"  -\-  ca'b"  —  6  a  c"  -{-  bc  a"  —  c  V  a" 
c'est  ce  polynôme  qu'on  nomme  déterminant  des  neuf  élé- 
ments du  tableau  ci-dessus.  On  le   désigne  par  ce  tableau, 
donc,  par  définition, 


=  ab' c"  —  ac  b" ^ca  b'—ba  c" -^  bc  a;'  —  cV a" 


5.  Calcul  d'un  déterminant.  —  Quand  les  élémenls 
d'un  déterminant  sont  numériques,  ou  qu'ils  ne  présentent 
pas  la  disposition  symétrique  précédente,  on  en  fait  le  cal- 
cul plus  simplement  par  la  règle  suivante  due  à  Sarrus, 
ancien  professeur  à  la  faculté  de  Strasbourg. 


a 

h 

c 

a' 

b' 

e' 

a" 

b" 

c" 
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A  la  suite  des  trois  colonnes  du  déterminant  écrivons  de 
nouveau  les  deux  premières,  nous  aurons  le  tableau  suivant 


Les  trois  diagonales  marquées  par  les  flèches  qui  vont  de 
gauche  à  droite  donnent  les  termes  positifs,  les  trois  dia- 
gonales marquées  par  les  flèches  qui  vont  de  droite  à  gauche 
donnent  les  termes  négatifs. 

On  peut  se  dispenser  d'écrire  les  colonnes  supplémentaires 
en  suivant  les  flèches  courbes  des  tableaux  suivants  : 


Termes  positifs.  Termes  négatifs. 

a V c"  -f-  6 ^  f'    +  ^ ^^  b  —  (i c  6"  —  6 a  c"  —  cb  a- 

La  règle  de  Sarrus   est  d*un   emploi  continuel   dans  les 

applications  numériques  ;   c*est    la   plus  commode  pour  le 

développement  direct  d'un  déterminant. 

EXEMPLE. 


I 
4 

7 


2 

5 
8 


3 
6 

9 


=  5.9  + 2.6.7 -|-  3.8.4  —  6.8 —  2.4.9  —  3.5.7 
=  45  +  84  +  96  —  48  —  72 —  io5 

=  225— -225  =0 


6.  Propriétés  du  déterminant  du  3"'"  ordre.  —  La 
définition  donnée  du  déterminant  du  3"**"  ordre  va  nous  per 
mettre  de  généraliser  les  propriétés  que  nous  avons  recon- 
nues au  déterminant  du  second  ordre. 
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/ 


Propriété.  1.  —  Un  déterminant  du  3^^  ot^lre  est  la 
somme  algébrique  de  trois  termes  proportionnels  aux  trois  élé- 
ments d'une  colonne  ou  dUine  ligne;  et  les  multiplicateurs  de 
ces  éléments  sont  les  déterminants  du  second  ordre  qu*on  obtient 
en  effaçant  les  éléments  de  la  ligne  et  de  la  colonne  qui  se  croisent 
sur  Vêlement  considéré. 

En  effet,  on  a  identiquement  : 

ab'c'—ac'b'  +  cab"—  hac'  +  bùa—  cV  a 
=  +  a  (b'  c  —  c  b")  —  a  (b  c"  —  c  b")  +  a(b  c  —c  b' 
=•  —  b  (a  c"  —  c  a")  +  b'  (a  c"  —  c  a  )  —  b"(a  c  —  c  a 
=  4-0  (a  b"  —  b' a)  —  c  (a  b"  —  6  a")  +  c" (ab'  —  b  a 
=  4- a  '(b' c"  —  c  b")  —  b  (a  c"  —  c  à'}  +  c  (a  b"  —  b' a 
=  —d(b  c  —  c  b")  +  b'  (a  c"  —  c  a)  —  c  la  b"  —  b  a 
=  +  ^  Y^  c  —  c  ft'  j  —  b'  (a  0  —  c  à  )  -\-  c"  (a  b'  —  b  à 
la  proposition  est  donc  démontrée. 

Remarcpie.  —  Les  déterminants  du  second  ordre  sont 
appelés  mineurs  relativement  aux  déterminants  du  3"**  ordre 
—  Les  signes  des  coefficients  placés  devant  les  déterminants 
mineurs  sont  donnés  par  le  tableau  suivant,  facile  à  retenir  : 

-\-a  — 6  -\-c 
—  a'-\-b'  —c 
^  a"  —  b"  +  c" 

Les  termes  de  la  diagonale  sont  positifs;  ceux  des  lignes 
et  des  colonnes  sont  alternatifs. 

Propriété  2.  —  Le  déterminant  ne  change  pas  quand  on 
change  les  lignes  en  colonnes  et  réciproquement. 
En  effet,  d'après  la  1"»  propriété, 


aa  a 

b  b'  b" 
c  c'  c" 


=  a 


b'  b" 


a    a 


c  c 


jf 


il  n 

a  a 
bb" 


=  a 

mais  : 
abc 
abc 
abc 


b'  c 
b'  c" 


—  b 


a  c 
0  c 


+  c 


a  b 

Il     M    'f 

a  b 


•    •    •    . §1 


=  a 


b"c 


"   _" 


—  b 


a  c 


Il        n 

a  c 


+  c 


a   h 
a   b 


l*Pr. 


donc  le  théorème  est  démontré. 
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Propriété  3.  —  On  multiplie  un  détefininant  par  m  en 
multipliatU  par  m  tous  les  termes  d'une  ligne  au  d'une  colonne. 

Le  théorème  est  évident  si  Ton  développe  le  déterminant 
suivant  les  termes  de  la  ligne  ou  de  la  colonne  oh  Ton  a 
introduit  le  facteur  m. 

Propriété  4.  —  Le  déterminant  change  de  signe  quand  on 
intervertit  deux  lignes  ou  deux  colonnes. 
En  effet  : 


c  b  a 

C  h  a 

tr  art        n 

C  0  a 


c   a 

•»    'f 
c   a 


+  b' 


c    a 

99  9i 

C   a 


—  6 


c    a 
c    a 


=  b 


a  c 

I'  » 
a  c 


-H°:"i+'"i::i--8- 


a  c"  I  "^       I  «"  c" 


—  6" 


a  c 
a  c 


mais  : 
\  a  b  c 

abc      =  —  b 

abc 
donc  la  proposition  est  démontrée. 

Propriété  5.  —  8t  les  termes  d'une  ligne  ou  d'une  colonne 

sont  chacun  sommes  de  deux  éléments,  le  déterminant  peut  être 

regardé  comme  la  somme  de  deux  autres. 

En  effet  : 

a    -{-  a    b    c 

a    -f"  *    ^    c 
a    -{-  OL    0    c 

—  (o  +«) 

h    c 

b"  c" 


=  (a  +  *) 


=  a 


+  ot 


f  c 

b"  c" 

b'  c' 

c 

abc 
abc 
abc 


*'  c 

b"  c" 

—  a 


+ 


b  c 
b"  c" 
ot  6  c 
abc 
%    b    C 


b'  c" 

b  c 

b'  c 

b  c 

b-  c 


+  («•'  +  «") 


b    c 

b'    c 


\ 


C.  q.  f.  d. 


On   démontrerait    semblablement  la   proposition,  si   les 

éléments  d'une   ligne  étaient  chacun  la   somme  de  deux 

éléments. 

(A  suivre,) 
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QUESTION  DE  GEOMETRIE 


p»r  A.  Ill«rel« 


En  transportant  dans  la  géométrie  de  la  sphère  la  défi- 
nition employée  en  cosmographie  de  la  projection  stéréo- 
graphique  d'une  figure  tracée  sur  la  sphère ,  nous  nous 
proposons  de  démontrer  la  proposition  suivante  : 

Toute  figure  dont  la  projection  sléréographique  est  un  cercle 
est  elle-même  un  cercle  sur  la  sphère. 

Pour  démontrer  ce  théorème ,  nous  rappellerons  :  1°  que 
si  par  le  sommet  d'un  cône  oblique  à  base  circulaire,  el 

par  le  centre  de  la  base  nous  menons 
un  plan  perpendiculaire  au  plan  de 
base,  nous  déterminons  dans  le  cône 
deux  génératrices,  et  dans  le  plan  de 
base  un  diamètre  ab;  si  maintenant 
nous  menons  dans  ce  plan  une  droite 
AB  telle  que  Tangle  ABS  soit  égal  à 
6«S,  le  plan  perpendiculaire  au  plan 
flS6,  mené  par  la  droite  AB,  s'appelle  une  section  antiparal- 
lèle du  cône,  et  le  coupe  suivant  un  cercle  ayant  pour  dia- 
mètre AB. 

Gela  posé,  prenons  comme  plan  de  la  figure  le  cercle  mé- 
ridien passant  par  la  ligne  So;  il  est  facile  de  voir  que, 
le  cône  étant  coupé  par  ce  plan,  perpendiculaire  au  cercle 
de  base,  suivant  les  génératrices  SaA,  SftB,  la  ligne  droite 
AB  est  telle  que  la  section  pei"pendiculaire  au  plan  du  ta- 
bleau, ayant  pour  trace  cette  droite,  est  une  section  anti- 
parallèle du  cône,  coupant  ce  cône  suivant  un  cercle  dont 
le  diamètre  est  AB;  mais  ce  môme  plan  coupe  la  sphère 
suivant  un  cercle  ayant  aussi  pour  diamètre  AB;  donc  les 
deux  cercles  de  section  de  la  sphère  et  du  cône  par  le  môme 
plan  ont  un  diamètre  commun,  et  par  suite  ils  coïncident  ; 
en  d'autres  termes,  le  cône  coupe  la  sphère  suivant  un  cer- 
cle, ce  qui  démontre  le  théorème. 
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NOTE  SUR  LES  POLYGONES  ÉTOILES 

par  M.  tfidy^  élève  de  mathématiques  à  Sainte-Barbe. 

Théorème.  —  La  surface  d'un  polygone  régulier  étoile  est 
égale  à  son  contour  apparent  multiplié  par  la  moitié  de  son 
apothème. 

Soit  AB  le  côté    d'un   polygone  régulier   convexe   de  n 

D^  côtés.  En  joignant  les  points  de  divi- 

sion de  q  en  q,  si  q  est  premier  avec 
;^y.    n,   on   forme   un  polygone  régulier 
étoile.  Du  point  A  partira  un  côté 
B  j^  ^^    \   \\    AA',  du  point  B  partira  un  autre  côté 

;^D*  BB'  ;  dans  chaque  triangle  OAB  la 
même  construction  se  répète  donc, 
le  contour  apparent  du  polygone  étoile 
se  composera  de  n  fois  la  ligne  brisée  AGB,  ou  de  2n  fois 
AC,  nous  l'appellerons  P'  ;  donc  : 

F  =  2  n  .  AG. 

La  surface  du  polygone  étoile  se  compose  évidemment  de 
n  fois  le  quadrilatère  ACBO  ou  de  2  n  fois  le  triangle  ACO, 
donc  : 

8=2/1.  ACO. 

Appelons  apothème  la  ligne  OH,  abaissée  du  centre  sur 
un  côté;  nous  savons  que  : 

ACO  =  i  AC  .  OH. 
donc  : 

S  =  2  n  .  AC  .  i  OH. 
ou  bien  : 

S  =  P'  .  i  OH      c.  q.  f.  d. 

Problème.  —  Calculer  le  contour  apparent  d'un  polygone 
régulier  étoile. 

Du  milieu  D  de  l'arc  AB,  menons  une  parallèle  à  AA'. 
Nous  aurons  : 

arc  DMD'  =  arc  AMA'  —  2  arc  AD 


—  U  — 

ou  bien  en  évaluant  les  arcs  en  n*  parties  aliquotes  de  la 
circonférence  : 

arc  DMD'  =  q  —  i 

donc  l'angle  DOM  a  pour  mesure  ^  ;  donc  il  est  égal  à 

GAB.  Les  deux  triangles  AGI,  ODK  sont  donc  semblables, 
donc  : 

AC  _0D 

AI  ~"0K 
posons  OD  =  R,  AI  =  —  =  ^,  OK  =  A,_, 
OH  =  A  a  ;  nous  aurons  : 

» 

donc  : 

n  Cn  R 

~    Aç-1 
par  suite,  en  nommant  P  le  périmètre  du  polygone  convexe  ; 

De  là  on  conclut,  pour  la  surface  du  polygone  étoile 

S  =RP 


A, 


3  A 


<t-\ 
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SUR  QUELQUES  PERFECTIONNEMENTS 


A  APPORTER  DANS 


t  » 


LmEIfiRBONT  DE  LA  GEOIBTBIE  ELEIBNTAIRB 


par  jr.  B^vrget. 


Dans  les  écoles  anglaises,  les  élèves  apprennent  par  cœur 
le  texte  du  vieil  Euclide.  Cette  méthode  nous  parait  un 
respect  exagéré  de  la  tradition  et  nous  croyons  qu'en  bien 
des  points,  les  géométries  récemment  publiées  sont  préfé- 
rables à  celle  de  Tillustre  auteur  ancien. 

Nos  lecteurs  connaissent  tous  la  géométrie  de  Legendre. 
Sa  rédaction  simple  et  claire  l'a  rendue  en  France  juste- 
ment célèbre.  La  plupart  des  traités  imprimés  depuis  trente 
années  ont  adopté  son  plan  et  ses  démonstrations.  C'est  un 
avantage  incontestable,  car  la  géométrie  élémentaire  est 
comme  un  catéchisme  de  principes  servant  de  bases  à  presque 
toutes  les  branches  des  sciences  mathématiques  ;  Tenchai- 
nement  de  ces  principes  doit  donc  être,  en  quelque  sorte, 
arrêté  définitivement  par  une  entente  commune,  afin  que  tous 
les  savants  s'accordent  et  se  comprennent. 

Cette  entente  n'empêche  pas  les  perfectionnements  de 
détail.  Nous  nous  proposons  d'indiquer  dans  ce  journal 
quelques-uns  de  ceux  que  l'on  peut  introduire,  tout  en 
conservant  le  plan  de  Legendre,  qui  nous  parait  bon. 

Sur  Végalité  des  triangles. 

L'esprit  de  la  géométrie  élémentaire  consiste  à  s'élever 
du  particulier  au  général,  tandis  que  la  géométrie  analytique 
procède  en  sens  inverse.  En  nous  conformant  à  cette  méthode. 
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nous  étudierons  le  triangle  isoscële  avant  le  triangle  quel- 
conque. Les  deux  propositions  suivantes  reposent  directe- 
ment sur  les  axiomes  et  peuvent  être  placées  immédiatement 
après  la  proposition  IV  de  Legendre. 


Théorème.  —  Dans  un  triangle  isoscèle  les  angles  opposés 
a\tx  côtés  égaux  sont  égaux, 

A  côté  du  triangle  isoscële  donné 
ABC,  plaçons  le  même  triangle  retourné 
A'G'B'.  Puis  prenons  ce  second  trian- 
gle et  appliquons-le  sur  le  premier  en 
\  ^       \     faisant  coïncider  A'  sur  son  égal  A. 

/ \       !_ \  ^  Comme,  par  hypothèse  A'  G  =  A'  B' 

»  ^     ^'  *'  =  AC  =  AB,  le  point  G'  tombera  eu 

B,  et  le  point  B'  en  C,  donc  la  ligne  C  B'  coïncidera  avec 
B  C.  Donc  G'=  B;  mais  G'  et  G  sont  les  mômes  angles, 
donc  G  =  B;  c.  q.  f.  d. 


Théorôme .  —  Si  dans  un  triangle  deux  angles  sont  égauxy 
les  côtés  opposés  sont  égaux  et  le  triangle  est   soscèle. 

En  effet,  supposons 

B  =  G 

et  plaçons  à  côté  du  triangle  donné  le  même  triangle  retourné 
A'  G'  B'.  Portons  maintenant  A'  G'  B'  sur  A  B  G  de  manière 
à  faire  coïncider  G'B'sur  B  G.  Le  côté  G'  A'  suivra  la  direc- 
tion B  A,  car  G'  =  G  =  B  par  hypothèse  ;  de  même  B'  A 
suivra  la  direction  G  A;  donc  A' tombera  en  A.  Donc  A'B'  = 
A  G  ;  mais  A'  B'  et  A  B  sont  égaux  ;  donc  A  B  =  A  G  ; 
c.  q.  f.  d. 

Ges  propositions  étant  démontrées,  on  peut  procéder  à 
rétudc  des  cas  d'égalité  des  triangles  quelconque  et  traiter 
comme  il  suit  le  troisième  cas,  sans  aucun  lemme  préli- 
minaire. 
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Théorème.  —  Deux  triangles  sont  égaiiXy  quand  ils  ont  les 
trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

Supposons  : 

AB  =  A'B' 

B  C  =  B'  C 

G  A  =  G'  A' 

Plaçons  en  le  renversant  le   triangle 

A'  B'  G'  au-dessous  de  AB  G,  après  avoir 

fait  coïncider  B'  G'  avec  son  égal  B  G, 

joignons  AD. 

Le  triangle  A  G  D  est  isoscèle  par  hypo- 


*v' 


ihëse,  donc  C  A  D  =  G  D  A.  Pour  la  même  raison  B  A  D  = 
BDA.  Donc  BAD  et  BDG  =  B'  A'G'  sont  égaux,  comme 
sommes  ou  comme  différences  d'angles  égaux. 

Donc  les  deux  triangles  donnés  ont  un  angle  égal  compris 
entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  donc  ils  sont 
égaux,  c.  q.  f.  d. 

La  petite  modification  que  nous  conseillons  peut  être  in- 
troduite dans  le  VIP  livre  et  les  triangles  symétriques  rem- 
placent les  triangles  retournés  dont  nous  nous  sommes  servis. 

{A  suivre.) 

SUR  CET  AXIOME  : 

La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  d'nn  point  à  on  antre. 

Ge  principe  est  dû  à  Archimède;  Legendre  Ta  adopté 
dans  sa  géométrie,  quoiqu'Euclide  ne  s'en  soit  pas   servi. 

Nous  pensons  qu'il  vaut  mieux  revenir  à  Euclide  et  nous 
allons  en  donner  les  raisons. 

1®  Ce  principe  n'est  pas  irréductible  et  on  peut  démon- 
trer rigoureusement,  en  s'appuyant  sur  les  autres  axiomes, 
qu'une  ligne  droite  est  plus  petite  que  toute  ligne  brisée 
aboutissant  aux  mêmes  extrémités;  il  est  donc  inutile 
d'ériger  en  axiome,  dans  le  premier  livre,  ce  théorème  dont 
la  démonstration  n'olTre  pas  plus  de  difficulté  que  celle  du 
théorème  suivant  :  Par  un  point  hors  d'une  droite  on  peut 
abaisser  sur  cette  droite  une  perpendiculaire.  Si  Ton  entrait 
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dans  la  voie  des  propositions  évidentes  à  admettre  au 
début  à  titre  d'axiomes,  on  pourrait  dire  qu'on  admettra 
sans  démonstration  les  principes  suivants  : 

Dans  un  triangle  isoscèle  les  angles  à  la  base  sont  égaux; 

Deux  obliques  également  écartées  du  pied  de  la  perpendicu- 
laire  sont  égales; 

Une  oblique  plus  écartée  qu'une  autre  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire est  plus  longue  que  cette  autre  ; 

Dans  un  cercle^  à  des  arcs  égaux  correspondent  des  cordes 
égales,  etc.; 

La  science  est  contraire  à  cette  manière  de  procéder, 
bonne  pour  des  praticiens  qui  voudraient  connaître  les 
vérités  utiles  aux  arts  du  dessin  et  aux  applications  scien- 
tifiques. Elle  cherche  au  contraire  à  classer  les  vérités  les 
unes  à  la  suite  des  autres  en  montrant  leurs  liaisons  réci- 
proques et  en  réduisant  au  minimum  les  principes  fonda- 
mentaux, dont  elles  dérivent  toutes  par  le  raisonnement. 
Ce  sera  Tétemel  honneur  du  peuple  grec  d'avoir  conçu 
l'existence  de  cette  science  et  de  l'avoir  créée. 

i?  Ce  principe  est  obscur  dans  sa  généralité.  —  On  peut 
bien  comparer  une  ligne- droite  à  une  autre,  ou  à  une  ligne 
brisée  dont  la  longueur  est  facile  à  définir  ;  mais  comment 
comparer  une  ligne  droite  avec  une  ligne  courbe?  — 
Qu'est-ce  que  la  longueur  du  chemin  formé  par  la  ligne 
courbe  ? 

On  pourra  dire  qu'on  imagine  un  fil  plié  suivant  la  ligne 
courbe  AMB,  puis  rectifié  et  que  c'est  là  la  longueur  de 
la  ligne  courbe  AMB,  mais  cette  opération  matérielle  ne 
peut  pas  s'introduire  dans  les  raisonnements  et  il  faudra, 
abstraction  faite  de  la  conception  d'un  fil  flexible,  dire  ce 
que  l'on  entendra  par  longueur  de  AMB,  afin  qu'on  puisse 
comparer  cette  longueur  à  celle  de  la  droite  AB,  et  il 
faut  que  la  définition  soit  telle  que  cette  comparaison  puisse 
se  faire. 

On  voit  donc  que  l'axiome  d'Archimëde  doit  être  rejeté  et 
qu'il  faut,  pour  la  clarté  de  la  géométrie  et  pour  la  rigueur 
de  ses  démonstrations  : 

Démontrer,    comme    Euclide,    que    la    ligne    droite    est 


—  49  — 

plus  courte  que  toute  ligne  brisée  aboutissant  aux  mêmes 
extrémités; 

Donner  plus  tard  une  définition  de  la  longueur  d'une 
ligne  courbe,  permettant  de  comparer  cette  longueur  avec 
celle  d'une  ligne  droite. 

Voici  d'ailleurs  la  série  des  théorèmes  qui  permettent 
d'établir  qu'une  ligne  droite  est  plus  courte  qu'une  ligne 
brisée  ayant  mêmes  extrémités. 


Théorème.  —  Dans  un  triangle,  F  angle  extérieur  est  plus 
grand  que  chacun  des  deux  intMeurs  non  adjacents. 


En  effet,  joignons  le  point 
B  au  milieu  F  de  AC  et  pro- 
longeons F  d'une  quantité 
FE  égale  à  BF.  Le  point  E 
est  dans  l'angle  extérieur 
ACD;  joignons-le  au  point 
G.  Les  deux  triangles  ECF, 
BAF  sont  égaux  ;  donc  ACE= 


G^ 


A,  donc  ACD>A. 
On  démontrerait  de  même  que  BCG  est  supérieur  à  B. 


Théorème.  —  Dans  un  triangle  au  plus  grand  côté  est 
opposé  le  plus  grand  angle. 


Supposons  AB>AC. 

Prenons  AD  =  AC,  joignons  D  et  C. 
Le  triangle  ADC  est  isoscMe,  donc  ACID=: 
ADC;  mais  ADC  >  B,  par  le  th.  précé- 
dent ;  donc  ACD  et  à  fortiori  C  est  supé- 
rieur à  B. 

Remarque.  —  On  démontre  la  réci- 
proque par  la  réduction  à  l'absurde* 


—  âO  — 

Théorème.  —  Datis  un  triangle  un  côté  est  plus  petit  que^ 

^^  la  somme  des  deux  autres. 

.'.'        Soit  BC    le  plus  grand   des  trois 

côtés.  Prolongeons  AB  d'une  longueur 

AD  =  AC.  Le  triangle  DAC  est  isos- 

cèle,  donc  ADC  =  ACD,  donc  ADC 

'  .^_      ^^        ^—^ 

<  BGD.  Donc,  en  vertu  du  théorème 
précédent  : 


B 


ou  bien 


BG<BA-f-AD 

BG<BA+AC 
c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  —  Une  ligne  droite  est  moindre  que  toute 
ligne  brisée  aboutissant  aux  mêmes  extrémités.  —  Démons- 
tration connue. 

On  se  demande  quelle  simplification  résulte  de  l'admission 
de  ce  principe  parmi  les  axiomes,  et  pourquoi  Legendre  n'a 
pas  reproduit  ces  démonstrations  d'Euclide,  quand  il  a  cHcr- 
ché  si  longtemps  la  démonstration  du  postulatum  d'Eu- 
clide, aussi  évident  que  le  principe  d'Archimède? 


QUESTIONS  D'EXAMENS 

Concours  1876 


Éoola  Polytaohnique. 

Admissibilité. 

1.  Expliquer  la  recherche  du  lieu  des  milieux  des  cordes 
parallèles  à  la  droite  qui  joint  Torigine  au  point  dont  les  co- 
ordonnées sont  a:  =  2,  y=i,3=:i  pour  la  surface  représen- 
tée par  réquation. 

a:* +  2  1/*  —  3z^'\'2xy-{-5x-\-zz=zo, 
â.  On  demande  de  trouver  les  limites  entre  lesquelles  doit 
varier  le  coefficient  a  pour  que  l'équation 

3  a;*  —  4  a;3  —  1 2  a?^  -f-  a  =  o 
ait  i^es  quatres  racines  réelles. 


—  a  — 

TRACi  GRAPHIQUE. 

Tore  traversé  par  un  trou  conique.  —  Données  :  La  ligne 
de  terre  est  à  i3  centimètres  au-dessous  de  Tentète  de  la 
feuille  de  papier.  Tore  :  axe  dans  le  milieu  de  la  feuille 
O'w  =55  millim.,  0  w  =  i25"*",  0'  G  =  70"»",  rayon  du 
cercle  méridien  =  5o""*.  Cône  :  cône  de  révolution  dont 
l'axe  est  parallèle  au  plan  vertical  et  rencontre  Taxe  du  tore  ; 
le  sommet  est  en  (S,S)-  OS  =r  27"";  le  point  S'  est  sur  le 
cercle  ;  la  génératrice  S'  a  qui  forme  le  contour  apparent 
est  tangente  au  cercle  méridien  en  S'  ;  la  seconde  génératrice 
de  contour  apparent  S'  b'  est  tangente  à  l'autre  méridien 
en  d'  ;  l'axe  est  la  bissectrice  S'  f  qui  rencontre  l'axe  du 
tore  en  K'.  On  a  figuré  une  sphère  ayant  son  centre  en  f 
et  inscrite  dans  le  cône;  elle  touche  le  contour  apparent 
S'  a  en,  h,  La  projection  horizontale  est  un  cercle  de  rayon 
égal  ayant  son  centre  en  f.  Les  deux  tangentes,  menées  à 
ce  cercle  par  le  point  S  forment  le  contour  apparent  hori- 
zontal du  cône. 

Concours  d'admission. 

COMPOSITION   DE  UATDÉMATIQUES. 

On  considère  une  hyperbole  équilatère  fixe  et  une  infinité 
de  cercles  concentriques  à  cette  courbe.  A  chacun  des  cercles 
on  mène  des  tangentes  qui  soient  en  môme  temps  normales 
à  rhyperbole.  On  prend  le  milieu  de  la  distance  qui  sépare 
le  point  de  contact  avec  la  variable  du  point  d'incidence 
sur  rhyperbole  fixe.  On  demande  le  lieu  géométrique  de  ces 
milieux.  —  Si  l'équation  se  présente  sous  une  forme  irration- 
nelle on  aura  à  la  rendre  rationnelle. 

(Durée  de  Vépreuve,  4  heures.j 

GÉOXéTRIE  DESCRIPTIVE. 

Représenter  par  ses  projections  le  solide  commun  à  un 
cône  et  à  un  hyperboloïde  qui  ont  une  génératrice  com- 
mune. Les  deux  surfaces  recouvrent  des  corps  solides.  — 
Ligne  de  terre  à  25  centimètres  au-dessus  du  bord  inférieur 
de  la  feuille  de  papier.  Hyperboloïde  de  révolution  :  axe  ver- 
tical au  milieu  de  la  feuille  :  centre  en  (0,  0')  :  O'a  =  70"^", 
Oa  =  120™".  Rayon  OD  du  cercle  trace  horizontale  de  la 
surface  =  i  lo™"".  Rayon  OB  du  cercle  de  gorge  =  45"™.  La 
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génératrice  ABS,  A'O'S'  parallèle  au  plan  vertical,  sera  la 
génératrice  commune. 

Cône  oblique  à  base  circulaire. —  Sa  base  est  dans  le  plan 
horizontal  ;  le  sommet  est  en  (S,S')  sur  la  génératrice  com- 
mune :  aS  =  180™".  Le  centre  de  la  base  est  en  C,  CA  = 
loo"*",  es  ==  1 20°°".  Le  cercle  de  base  doit  passer  au  point  A  ; 
son  rayon  est  donc  loo"™. 

On  ne  considérera,  pour  la  représentation  du  solide  com- 
mun que  la  nappe  du  cône  située  entre  le  sommet  et  le  plan 
horizontal,  mais  on  prolongera  un  peu  la  courbe  d'intersection 
des  deux  côtés  pour  bien  montrer  sa  forme;  ces  prolongements 
seront  faits  en  pointillé. 

N.B.  —  Cette  composition,  annulée  pour  les  candidats  de  Paris, 
a  été  remplacée  par  la  suivante  : 

On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un  triangle 
rectangle  ABC  :  A  =  90®;  AB  =  o"»,o8,  AC  =  o"*,o6.  Le 
cercle  horizontal  ayant  A  pour  centre  et  AG  pour  rayon 
engendre  un  tore,  en  tournant  autour  de  la  parallèle  menée 
par  le  point  B  à  la  droite  AC. 

On  demande  de  construire  Tintersection  de  ce  tore  avec  la 
sphère  qui,  ayant  un  rayon  égal  à  o°*,09  touche  le  plan  hori- 
zontal de  projection  au  point  I,  milieu  de  BC. 

On  placera  la  ligne  de  terre  LT  à  égale  distance  des  petits 
côtés  de  la  feuille  de  dessin,  et  Ton  disposera  le  triangle  ABC 
de  manière  que  AB  et  LT  soient  parallèles  et  à  la  même 
distance  du  point  C. 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  représentera  la  sphère  supposée 
pleine  et  existant  seule,  en  supprimant  la  portion  de  ce  corps 
comprise  dans  le  tore.  (Durée  de  l'épreuve,  4  heures.) 

École  normale  supérieure. 

COMPOSITION  DE  MATHÉIU^IQUES. 

On  considère  toutes  les  paraboles  tangentes  à  deux  droites 
rectangulaires  OX,  OY,  et  telles  que  la  droite  PQ  qui  joint 
leurs  points  de  contact  P  et  Q  avec  les  deux  droites  passe 
par  un  point  fixe  donné  A  :  1®  On  demande  le  lieu  du  point 
d'intersection  de  la  normale  en  P  à  Tune  de  ces  courbes  avec 
le  diamètre  de  la  même  courbe  passant  en  Q  ;  2°  On  demande 
de  déterminer  le  nombre  des  paraboles  réelles  qui  passent 
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par  un  point  quelconque  du  plan  ;   3^*  On  demande  Téqua- 

tion   du  lieu  des  points  de  rencontre  de  deux  paraboles 

satisfaisant  aux  conditions  proposées  et  dont  les  axes  font 

un  angle  donné.  —  On  construira  ce  lieu  dans  le  cas  oii 

l'angle  donné  est  un  angle  de  45^  et  oh  le  point  donné  A 

est  sur  la  droite  OX. 

[Durée  de  F  épreuve,  €  heures.) 

Ëcole  centrale. 

/'•  Session,  —  Juillet  4S76. 

COMPOSITION  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

On  donne  deux  points  0  et  A,  et  on  considère  toutes  les 
paraboles  qui  ont  le  point  0  pour  sommet  et  qui  passent  au 
point  A.  A  chacune  de  ces  paraboles,  on  mène  la  tangente 
et  la  normale  au  sommet  0,  et  la  normale  et  la  tangente  au 
point  A.  —  On  demande  :  i®  Le  lieu  du  point  de  concours 
des  tangentes  au  sommet  0  et  au  point  A  ;  2^  Le  lieu  du 
point  de  concours  de  la  normale  au  sommet  0  et  de  la  tan- 
gente en  A  ;  3^  Le  lieu  du  point  de  concours  de  la  tangente 
au  sommet  0  et  de  la  normale  en  A  ;  4^  Le  lieu  du  point  de 
concours  des  normales  au  sommet  0  et  au  point  A. 

GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection,  un  cercle 
qui  est  tangent  à  la  ligne  de  terre,  et  dont  le  rayon  est 
de  o",o6.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cône  droit  dont  la  hau- 
teur est  égale  à  o",i4.  —  Soient,  A  le  point  du  cercle  qui 
est  le  plus  éloigné  de  la  ligne  de  terre,  et  B  le  milieu  de 
Tune  des  arêtes  du  cône  qui  sont  parallèles  au  plan  vertical 
de  projection.  La  droite  AB  est  parallèle  aux  génératrices 
d'un  cylindre  dont  la  trace  horizontale  est  le  cercle  décrit 
du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  o"»,o4.  On 
demande  : 

1**  De  trouver  Tintersection  du  cône  et  du  cylindre  ainsi 
définis  ; 

2**  De  représenter  le  cône  supposé  plein  et  existant  seul, 
en  supprimant  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  cylindre. 

On  tracera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour 
déterminer  un  point  de  Tintersection  et  la  tangente  en  ce 
point. 


—  M  — 

Placer  la  ligne  de  terre  à  égale  distance  des   petits  côtés 
du  cadre. 
Titre  :  Cône  et  cylindre. 

«•  Session.  —  Octol>re  4876. 

GÉOMÉTBIE  ANALYTIQUE. 

On  donne  dans  un  plan  un  angle  ROR',  un  point  A  sur  la 
bissectrice  OX  de  cet  angle,  et  deux  points  B  et  B'  placés 
symétriquement  par  rapport  à  OX.  On  mène,  par  le  point  A, 
une  droite  quelconque  qui  rencontre  OR  en  G  et  OR'  en  G'. 
On  mène  les  droites  BC,  B'G'  ;  ces  droites  se  coupent  en  un 
point  M.  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  la 
droite  GAG'  tourne  autour  du  point  A. 

On  discutera  le  lieu  en  laissant  fixes  OR,  OR'  et  le  point 
A,  et  en  déplaçant  le  point  B,  et  par  suite  le  point  B'.  On 
indiquera  dans  quelles  régions  du  plan  doit  être  placé  le 
point  B,  pour  que  le  lieu  soit  une  ellipse,  une  hyperbole  ou 
l'une  de  leurs  variétés. 

GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

On  donne  un  triangle  rectangle  ABG,  situé  dans  le  plan 
vertical  de  projection;  Thypolénuse  BG  est  verticale.  Le 
sommet  B  a  pour  cote  0,08,  et  le  sommet  G  a  pour  cote  0,20; 
Tangle  B  est  égal  à  3o°.  Du  point  A  comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à  0^,04;  on  décrit  un  cercle  dans  le  plan  du  tri- 
angle. —  On  demande  : 

•  1**  De  trouver  l'interseclion  du  cône  engendré  par  le  trian- 
gle tournant  autour  de  AB,  et  du  tore  engendré  par  le  cercle 
tournant  autour  de  BG  ; 

2**  De  représenter  le  cône  supposé  plein  et  existant  seul, 
en  supprimant  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  tore. 

On  tracera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées 
pour  obtenir  un  point  quelconque  de  l'intersection  du  cône 
et  du  tore,  et  la  tangente  en  ce  point.  —  On  placera  la  ligne 
de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  o"*,i5  du 
petit  côté  inférieur.  —  Titre  :  Gône  et  tore. 


École  Forestière. 

Les  deux  bases  d'un  trapèze  sont  respectivement  égales  à 
247",9438  et  à  358'",6394;  les  deux  autres  côtés  ont  des 
longueurs  de  i4i"*,2879  et  i87'",4456. 
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Calculer  1®  les  distances  du  point  de  rencontre  des  diago- 
nales à  chacune  des  bases,  avec  sept  figures;  2^  les  angles 
du  trapèze  à  un  centième  de  seconde  près. 

(3  heures.) 

Douze  coupes  de  bois  ex2)IoitabIes  successivement  d'année 
en  année,  vaudront  2000  francs  au  moment  de  leur  exploi- 
tation. 

On  demande  combien  devrait  payer  quelqu'un  qui  les 
achèterait  toutes  à  la  fois  dès  maintenant,  en  supposant  que 
le  prix  total  sera  payé  dans  4  ans  en  un  seul  terme  et  que 
le  taux  de  l'intérêt  soit  de  5  %. 

Un  mobile  a  parcouru   en  7  h.    12'  27    et  — ^ —  et  d'un 

mouvement  uniforme,  le  côté  d'un  carré  dont  la  surface  est 

de  i3  toises  14  pieds  27  lignes. 

On  demande  quelle  est  sa  vitesse  par  heure  à  0,01  de 

ligne  près. 

[S  heures.) 

Ëcol«  spéciale  militaire. 

COMPOSITION   MATHÉMATIQUE  (S  heures). 

1^  Question. — Calcul  logarithmique.  Dans  le  triangle  ABC 
dont  Fangle  A  est  droit,  le  côté  AB  vaut  34828",43  ; 
l'angle  B  vaut  48**  35'  27".  On  demande  de  calculer  :  i*»  le 
côte  AC;  2®  la  quantité  dont  il  faudrait  augmenter  l'angle  B, 
le  côlé  AB  restant  le  môme,  pour  que  le  côté  AG  s'accrût 
de  20  mètres. 

2^  Question.  —  Résoudre  l'équation 

— +— î =  -î-  +  -!- 

X  —  a  X  —  6  a  b 

3*  Question.  —  Deux  droites  AB  et  A'  B'  sont  perpendi- 
culaires à  un  môme  plan  M  aux  points  donnés  A  et  A'.  On 
sait  que  la  longueur  de  AB  est  double  de  celle  de  A'  B', 
Par  le  pied  A  de  AB,  on  tire  dans  le  plan  M  une  droite  AG 
faisant  avec  Ak'  un  angle  donné.  Gela  posé,  on  demande 
de  trouver  sur  la  droite  AG  un  point  d'où  l'on  verrait  les 
longueurs  AB  et  A'B'  sous  des  angles  égaux.  —  Discussion 
sommaire  de  la  question. 
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Epure  [2  h,  30). 

Une  pyramide  triangulaire  SABG  repose  par  sa  base  ABC 
sur  le  plan  horizontal  de  projection.  Le  triangle  ABC  est 
équilatéral  ;  son  sommet  A,  le  plus  rapproché  de  la  ligne  de 
terre,  est  à  une  distance  de  25  millimètres  de  cette  ligne,  et 
le  côté  AB  fait  avec  ladite  ligne  de  terre  un  angle  de  45®  ; 
le  côté  du  triangle  équilatéral  a  une  longueur  de  90  milli- 
mètres, et  les  trois  arêtes  SA,  SB,  SG  de  la  pyramide,  dont 
S  est  le  sommet,  oût  les  longueurs  suivantes,  savoir  :  SA  = 
1 00  millimètres  ;  SB  =  86  millimètres,  SG  =  92  millimètres. 
—  Cela  posé,  on  demande  : 

I®  De  construite  les  projections  de  la  pyramide  ; 

2®  De  circonscrire  une  sphère  à  cette  pyramide  ; 

3®  De  mener,  parallèlement  à  la  face  SAC  de  la  pyramide, 
un  plan  tangent  à  la  sphère. 

École  Navale. 
4,  Calcul  numériqtie  de  Trigonométrie  rectivigne. 
Dans  un  triangle  ABC,  on  donne 

B  =  28^  48'  53",6 
c  =  i2942«»»,65 
a  =  8747'",657. 
Calculer  les  angles  A  et  C,  le  côté  6  et  la  surface  S. 

(  Durée  de  Vépreuve^  4  heure  30.) 

i.  Problème  d* Arithmétique  avec  calcul  et  raisonnement. 

On  donne  la  surface  d'un  cercle. 

w  R«  =  o™î,888888 

22 
On  prend  x= — 

7 

Les  trois  premiers  chiffres  de  la  surface  seuls  sont  exacts, 

et  dans  Texpression  de  R*,  on  ne  conserve  que  trois  déci- 
males. Démontrer  qu'on  peut  obtenir  R  à  moins  de  0,001, 
et  vérifier  cette  valeur  en  complétant,  d'abord  par  trois  zéros, 
puis  par  trois  9  les  chiffres  nécessaires  pour  extraire  la 
racine  carrée.  (  Durée  de  l'épreuve^  i  heures.) 

3,  Question  de  Géométrie  descriptive. 
On  donne  un  plan  P  a  P,  dont  la   trace  horizontale  a  P 
fait  un  angle  de  3o  degrés  avec  la  ligne  de  terre;  le  plan 
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est  incliné  de  53  degrés  sur  le  plan  vertical.  On  donne  un 
point  A  dans  ce  plan,  distant  de  o»,02  du  plan  horizontal, 
et  de  o",o3  du  plan  vertical.  Ce  point  est  le  centre  de  la 
base  d'un  cône  droit,  située  dans  la  partie  supérieure  du 
plan,  et  dont  le  rayon  est  de  o",o3.  La  hauteur  du  cône 

est  égale  à  o"*,i2.  —  Trouver  les  projections  du  cône. 

(Durée  de  répnmve,  4  heure  30,) 

CONCOURS  ACADÉMIQUE  D'AIX 

Étant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  et  une  droite  AX 

partant  de  l'un  d'eux.  On  considère  sur  cette  droite  tous  les 

groupes  de  points  m,  m    tels  que  A  m.  Am'=  a^  sur  les 

droites  Bf»,  B  m    on  construit  les  deux  points  n  et  n'  tels 

que 

Bm.  B»  =  Bm.  Bn'  =  6* 

et  l'on  demande  : 

1*  De  prouver  que  toutes  les  lignes  nn  passent  par  un 
point  fixe  C,  que  l'on  propose  de  déterminer  ; 

2**  Comment  varie  avec  la  position  de  m  le  produit  C  n.  C  n'  ; 

3**  Comment  se  déplace  le  point  C,  quand  la  droite  AX 
tourne  autour  de  A  ; 

4®  Ce  que  seront  Tune  par  rapport  à  l'autre  les  figures 
décrites  par  n  et  n',  si  m  décrit  une  sphère  donnée; 

S^  Que  deviendraient  les  résultats  si  la  longueur  a  était 
égale  à  AB. 

MÉLANGES 


HISTOIRE  DES  MATHÉMATIQUES 

par  le  doctenr  lleuri  littter  de  SEUrleh. 

IXTRODUCïIOiN* 

L'histoire  de  chaque  science  est  le  miroir  de  sa  vie  la  plus 
intime  depuis  son  origine. 


(*)  Noie  de  la  rédaction.  —  Nous  devons  la  bonne  fortune  de  cette  tra- 
duction intéressante  à  M.  Melon,  professeur  de  mathématiques  à  Paris.  Il 
a  cherché  à  se  rapprocher  autant  que  possible  du  texte  et  c'est  ce  qui 
explique  le  style  un  peu  germanique  de  cette  introduction,  qui  fait  d'ailleurs 
connaître  le  but  de  l'auteur.  Dans  chacun  de  nos  numéros,  nous  publierons 
un  fragment  de  cette  histoire  qui  intéressera  certainement  tous  nos  lecteurs. 
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Je  dis  à  dessein  :  de  sa  vie  la  plus  intime  ;  car  Thistoire 
ne  doit  pas  ôtre  une  sèche  énumération  des  faits,  ni  une 
suite  chronologique  des  événements,  ni  Tensemble  des  bio- 
graphies des  hommes  qui  se  sont  distingués  dans  la  science, 
ni  un  catalogue  de  leurs  œuvres.  Non  ;  elle  doit,  dans  un 
développement  ordonné,  organique,  présenter  un  plan  général 
de  rédifice  de  la  science,  en  partant  de  la  base  et  eu  s'élevant 
jusqu'aux  derniers  degrés  de  son  couronnement.  Elle  ne  doit 
pas,  il  est  vrai,  négliger,  en  les  unissant  convenablement  à 
Tensemble,  d'introduire  en  leur  temps  et  en  leur  lieu,  les 
divers  ouvriers  qui  ont  travaillé  à  cette  œuvre,  et  d'assigner 
à  chacun  d'eux  la  place  qui  lui  appartient  soit  comme  fon- 
dateur soit  comme  auxiliaire  de  la  science.  Alors  seulement 
rhistoire  se  trouve  à  la  hauteur  des  obligations  qu'on  lui 
impose  et  qu'on  doit  lui  imposer  ;  alors  au  lieu  de  raconter 
seulement,  Thisloirc  enseigne,  pour  ainsi  dire,  la  science  ; 
alors,  en  un  mot,  elle  est  la  biographie  de  la  science  elle- 
même. 

La  plus  difficile  à  aborder,  mais  aussi  la  plus  sublime 
sphère  de  l'activité  de  l'esprit  humain  est  sans  contredit  l'his- 
toire de  son  développement  môme  :  «  S'il  exiate  une  science 
»  de  prévoir  les  progrès  de  Fespèce  humaine,  de  les  diriger^  de 
»  les  accélérer,  Vhistoire  de  ceux  qu'elle  a  faits  en  doit  être 
»  la  base  première  »  ,  dit  Gondorcet  dans  son  ouvrage  de 
génie  (1).  Des  eflbrts  puissants  ont  déjà  été  tentés  dans  cette 
voie,  et  de  très-grands  esprits  se  sont  appliqués  à  cette  ques- 
tion élevée.  Pourtant  à  toutes  les  époques  elle  n'a  été  traitée 

qu'imparfaitement;  et  certes  elle  deviendra  tous  les  jours 
plus  étendue,  et  il  sera  plus  difficile,  impossible  même  de 
l'embrasser  dans  sou  ensemble  ;  car  où  est  aujourd'hui  l'hom- 
me qui  saurait  se  rendre  maître  des  immenses  matériaux  de 
toutes  les  sciences  ? 

C'est  pourquoi,  si  l'on  veut  cependant  entreprendre  cette 
tâche  et  l'accomplir  dans  une  certaine  mesure,  il  faut  néces- 
sairement n'embrasser  dans  chaque  étude  historique  qu'un 
môme  ordre  de  productions  humaines  ;  c'estrà-dire  qu'après 


(1)  Esquisse  duo  tableau  historique  des  progrès  de  l esprit  humain. 
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avoir  séparé,  classé  les  diverses  sciences,  on  doit  traiter 
leur  histoire  isolément.  On  obtient  ainsi  une  image  en  frag- 
ments, il  est  vrai,  mais  du  moins  complète  et  fidèle,  du  déve- 
loppement de  Tesprit  humain. 

Nous  ne  voulons  pas  nous  engager  dans  de  plus  longues 
discussions  sur  Futilité  de  Thistoire  des  sciences.  Énonçons 
seulement  cette  vérité  :  De  même  qu'on  ne  peut  contester 
la  haute  influence  exercée  sur  le  développement  de  Tesprit 
humain  par  l'histoire  de  l'humanité,  de  ses  actions,  de  ses 
mœurs,  de  ses  institutions,  de  même  on  doit  reconiiaitre 
que  l'histoire  de  chaque  science  jouit,  dans  sa  sphère  plus 
limitée,  d'un  semblable  pouvoir  et  de  grands  avantages.  L'his- 
toiie  aide,  à  un  très-haut  degré,  à  la  conception  de  la  science 
elle-même.  Elle  apprend  à  reconnaître  ce  qui  a  été  fait  jus- 
qu'ici, à  comprendre  ce  qui  se  fait  actuellement,  et  elle 
facilite  la  découverte  de  ce  qui  reste  à  faire. 

Et  précisément  les   Mathématiques   sont,    de   toutes  les 
sciences,  celles  qui  se  prêtent  le  mieux  à  une  exposition 
historique.  Eu  effet,  si  elles  aussi  ont   eu  des  commence- 
ments obscurs  chez  les  divers  peuples  de  l'antiquité,  et  s'il 
est  difficile  d'assigner  des  limites  précises  à  leur  origine  et 
à  leurs  progrès,  du  moins  leur  cours  se  laisse,  peu  après, 
décrire   avec  une  vérité   et  une   certitude   qu'on  ne   peut 
atteindre  dans  aucune  autre  science.  Cette  circonstance  tient 
à  l'essence  môme  dos  Mathématiques.  Elles  constituent  la 
science  de  la  vérité  rigoureuse,  de  la  loi  irréfragable  dans 
le  fond  et  dans  la  forme.  Leur  marche  sûre   et  ferme  est 
toujours  dirigée  en  avant,  jamais  en  arrière.  Je  rapporte  ici 
les  paroles  de  Montucla  (1)  à  ce  sujet  ;  elles  sont  formelles 
et  signalent  bien  clairement  ce  qui  frappe  le  plus  dans  le 
développement  historique  des  Mathématiques  :  —  a  On  les  a 
n  vues^  il  est  vraiy  souvent  marcher  avec  lenteur;  elles  ont  été 
9  qaelqwfois  et  même  des  siècles  entiers,  stationnaires  ;  je  veux 
9  dire  comme  arrêtées  dans  leur  marche^  et  ne  faisant  aucun 
r>  progrès  sensible;  mais  on  les  a  vues  moins  que   toute  aulre^ 
»  rétrograde,  c'est^àrdire  prenant  l'efTeur  pour  la  vérité,  car 


(1)  Histoire  des  inathématiques. 
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»  dans  la  marche  de  P esprit  humain  ^  une  erreur  est  un  pas  en 
»  arrière,  » 

Mais  il  est  digne  de  remarque  que  précisément  Thistoire 
de  cette  science  a  été,  à  toutes  les  époques ,  la  plus  négligée. 
Ce  qui  a  été  fait  de  ce  côté,  ayant  le  milieu  du  XYIIP  siècle, 
ne  répond  nullement  à  nos  désirs,  à  nos  exigences.  D'abord 
les  traités  historiques  de  mathématiques  de  cette  époque  ne 
s'appliquent  pour  la  plupart  qu'à  des  branches  isolées  des 
Mathématiques,  le  plus  souvent  à  l'astronomie  ;  quelquefois 
môme  ils  ne  sortent  pas  d'une  époque  déterminée  et  res- 
treinte. Ensuite  ces  ouvrages  ne  sont  guère,  en  moyenne, 
qu'une  simple  énumération  chronologique  de  savants  et  une 
liste  de  leurs  œuvres.  Sont  à  mentionner  à  cet  égard  : 

Vossius,  de  Sdentiis  mathematicis^  1650. 

Deschalles,  de  Matheseos  progressu  et  illustribus  mathema- 
ticis,  4690. 

Wallis,  Tractatus  algebrœ  historicus  et  praticus,  4684. 

Gassini,  de  V Origine  et  du  progrès  de  V astronomie^  4693. 

Le  meill'our  ouvrage  de  cette  période,  et  qui  parut  d'ailleurs 
un  peu  plus  tard,  est  dû  à  Weidler:  Historia  astronomice,  4744. 

Il  contient  au  commencement  une  peinture  assez  vivante 
de  l'astronomie  des  peuples  anciens,  et  il  est  écrit  avec  une 
grande  érudition.  Vers  la  fin,  il  n'est  guère  meilleur  que 
tous  les  autres.  Il  est  vrai  que  plusieurs  considérations  doi- 
vent nous  rendre  indulgents  ;  l'art  d'écrire  l'histoire  (l'his- 
toriographie) était,  en  général,à  peine  à  sa  naissance  ;  dans 
les  autres  domaines  l'histoire  ne  procédait  guère  qu'à  un 
point  de  vue  chronologique  ;  enfin  les  données  ou  docu- 
ments sur  l'antiquité  ou  même  sur  le  moyen  âge  n'étaient 
que  bien  rarement  à  la  disposition  des  savants  d'alors. 

\A  $uivre,) 


QUESTIONS  PROPOSEES. 

1.  —  Déterminer  un  triangle  dont  les  côtés  soient  des  mul- 
tiples du  rayon  du  cercle  inscrit. — Démontrer  que,  le  rayon 
étant  pris  pour  unité,  le  cube  du  nombre  qui  représente  la 
surface  est  égal  à  la  somme  des  cubes  des  trois  côtés. 
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2.  —  Un  triangle  rectangle  ABC  est  équivalent  au  rectan- 
gle des  deux  segments  Ba,  Ga  faits  sur  Thypoténuse  par  le 
point  de  contact  du  cercle  inscrit. 

3-  —  Trouver  le  minimum  de  —,  pour  m  >  n,   sachant 

que  X  —  y  =  a. 

4.  —  Étant  donné  un  tronc  de  prisme  droit,  on  demande  de 
mener  par  Tune  des  arêtes  un  plan  qui  le  partage  en  deux 
parties  proportionnelles  à  des  nombres  donnés. 

[Éc.  Porest,  48$9.) 

5.  —  AB  est  un  diamètre  d'un  cercle,  P  un  point  du  cer- 
cle, Pli  la  perpendiculaire  abaissée  sur  AB.  —  Sur  AM  et 
BM  comme  diamètres,  on  décrit  deux  cercles  rencontrant 
AP  et  BP  respectivement  en  Q  et  en  R.  Démontrer  que 
QR  touche  les  deux  cercles. 

6.  —  Si  Ton  considère  les  triangles  formés  par  Tun  des 
côtés  d'un  polygone  et  les  prolongements  des  côtés  adjacents, 
les  angles  de  ces  triangles  formés  par  les  prolongements 
des  côtés  ont  une  somme  égale  à  autant  de  fois  deux  an- 
gles droits  que  le  polygone  a  de  côtés  moins  quatre. 

7.  —  On  donne  un  secteur  circulaire  dont  Tangle  au  centre 
est  2  a,  et  Ton  demande  d'inscrire  dans  ce  secteur,  en 
plaçant  deux  sommets  sur  Tare,  un  rectangle  dont  la  sur- 
face soit  maxima.  (S'-Cyr,  4869,) 

8.  —  Si  Ton  ajoute  termes  à  termes  deux  progressions 
géométriques,  qui  n'ont  pas  même  raison,  les  résultats  ne 
forment  pas  une  progression,  mais  chaque  terme  pourra  se 
déduire  des  deux  précédents,  en  les  multipliant  par  des 
nombres  constants  et  ajoutant  les  résultats. 

9.  —  Deux  cercles  dont  les  rayons  sont  r  et  r  sont  tangents 
extérieurement.  On  leur  mène  une  tangente  commune  exté- 
rieure, puis  on  détermine  un  cercle  qui  touche  cette  droite 
et  les  deux  cercles  donnés.  Démontrer  que  le  rayon  x  de  ce 
cercle  est  donné  par  la  relation 

J L    i    _£- 

10.  —  Soit  un  triangle  ABC,  inscrit  dans  un  cercle  ;  par  un 


—  3^2  — 

point  K  quelconque,  pris  sur  le  cercle,  on  élevé  des  perpen- 
diculaires aux  droites  KA,  KB,  KG,  lesquelles  coupent  BC, 
CA,  AB,  respectivement  en  D,  E,  F.  Démontrer  que  les  points 
D,  E,  F,  sont  sur  une  droite  passant  par  le  centre  du  cercle. 

11.  —  Résoudre  Téquation 

X'  —  X'  =  3  (  i  +  a?"'). 

12.  —  Résoudre  le  système 

a^  X        b^  y  c^  3 

y*  z^~^  z^x^  ^  ce*  y*  "^  ^ 

13.  —  Etant  donné  un  point  P  sur  la  bissectrice  OX  d'un 
angle  AOB,  par  le  point  P  on  mène  une  droite  CPD  ren- 
contrant en  C  le  côté  OA,  et  en  D,  le  côté  OB.  On  abaisse 
les  perpendiculaires  CF,  DE  sur  la  bissectrice,  puis,  prenant 
le  milieu  I  de  OP,  on  décrit  sur  lE  comme  diamètre  une 
circonférence  qui  coupe  en  M  la  perpendiculaire  CF.  Trou- 
ver le  lieu  géométrique  du  point  M  lorsque  CD  tourne  au- 
tour du  point  P. 

14.  —  Soit  ABC  un  triangle;  ABDE,  AGFG,  BGHK  sont 
les  carrés  construits  sur  les  côtés;  on  connaît  les  longueurs 
des  droites  EG,  FH,  KD,  et  Ton  demande  de  construire  le 
triang'le  ABG. 

16.  —  o*  b^  c*  est  minimum,  et(ir4-ï)  (y+  i)(a+i)est 
constant.  Trouver  une  relation  entre  x,  y  et  z. 

16.  —  Un  angle  droit  inscrit  dans  un  cercle  détermine  trois 
arcs,  à  chacun  desquels  on  mène  une  tangente,  sous  la  con- 
dition que  le  point  de  contact  soit  le  milieu  des  segments 
interceptés,  sur  sa  direction,  entre  les  côtés  de  Tangle  ou 
leurs  prolongements  :  les  trois  tangentes  déterminent  par  leur 
rencontre  un  triangle  équilatéral. 

N.  B.  —  Nous  ne  proposons  dans  le  journal  que  des  problèmes  dont 
nous  avons  la  solution  et  que  nous  savons  être  au  niveau  des  classes  de 
mathématiques  élémentaires.  Les  solutions  données  par  les  élèves  seront 
seules  imprimées  ou  mentionnées.  Nous  prions  les  auteurs  de  soigner  par- 
ticulièrement leur  rédaction. 

Rédacleur-Géran  l, 
J.  BOURGET. 
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PRINCIPES  ÉLÉMENTAIRES 


SUR   LES   DETERMINANTS 


a 

b    a 

t         1 

II 

b-   a 

—  —b 

a   a 

'1    II 

+  à' 

a    a 

b" 

a 

1 

a 

1 

'* 

b-  a" 

a   a 

a    a 

a 

a 

a 

Propriété  6.  —  Un  déterminant  est  7iul  si  deux  colonnes 
ou  deux  lignes  sont  identiques. 

En  effet  : 


=  o 


c.  q.  f.  d. 

La  démonstratiou  serait  semblable  si  deux  lignes  étaient 
identiques. 

Propriété  7.  —  Un  déterminant  est  nul  si  les  éléments 
d'une  colonne  ou  d*une  ligne  sont  nuls. 

La  proposition  est  évidente,  si  l'on  ordonne  le  détermi- 
nant par  rapport  aux  éléments  de  cette  colonne  ou  de  cette 
ligne. 

Propriété  8.  —  Si  un  déterminant  renferme  une  ligne  ou 
une  colonne  à  éléments  identiques,  on  peut  ajouter  wie  quantité 
arbitraire  aux  éléments  (tune  ligne  parallèle,  sans  changer  U 
délerminarU^ 

En  effet  : 


abc 
d   V   c 

a"  b"  c 


a  +  A 

;    6 

c 

a  -{-  k   b'  c 

o"+  k   b"  c 

k    b    e 

abc 

+ 

k    V   c 

a'   b'  c 

h 

•    b"  c 

a 

i    b    c 

c.  q.  f.  d. 


La  démonstration  serait  semblable  si  les  éléments  d'une 
ligne  étaient  identiques. 

Propriété  9.  —  Un  déterminant  ne  change  pas  quand  on 
ajoute  aux  éléments  iune  colonne  ou  dCune  ligne,  les  éléments 
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d'une  ligne  parallèle  multipliés  respectivement  par  une  même 
quantité. 
En  effet  : 


a 

+  m  c    b 

c 

a    -f-  m  c     b    c 

a    '\'  m  C     b    c 

abc 

c    b    c 

a    b 

c 

abc 

-\-  m 

c    b    c 

— 

a    b' 

c 

abc 

abc 

a    b 

c 

c.q.f.  d. 


Propriété  10.  —  Un  déterminant  est   nul,  s*il   renferme 
deux  lignes  ou  deux  colonnes  à  éléments  identiques. 

En  effet  : 


=  o  .    .   .    .6®  Propr. 


7^  Application.  —  Les  propriétés  précédentes  ont  de 
nombreuses  applications  dans  le  calcul  et  les  transformations 
des  déterminants. 

EXEMPLE  1. 


9*  Propr. 


a 

b    c 

I 

6 

I 

a 

y  c 

ac 

I 

b' 

I 

a 

b"  c 

I 

b" 

I 

234 

234 

5     6    7 

3     3     3 

=  0  . 

8    9  10 

3     3     3 

EXEMPLE    â. 

X    y    I 

X         y       I 

X    y    I 

x—x    y' — y  0 

-^ 

x"  y"  I 

x"—x   y''— y  0 

EXEMPLE  3. 

I    a    a^ 

0  0—6  a^—b'^ 

I     6    b^ 

= 

0  b — c    b^ — c^ 

= 

I     c     c^ 

I  c        c 

i 

X  —X  y  —y 
x" — X   y" —  y 


a—b  a^— 6^ 
h—c  b'^—d^ 


(a-b)  (b-c) 


=  (a-b)  (b-c)  (c-a) 


I  a-|-6 
I  6+c 

Remarque.  —  On  voit  que  toutes  les  propriétés  du 
déterminant  du  3®  ordre  sont  des  corollaires  de  sa  décompo^ 
sition  en  déterminants  mineurs  du  second  ordre* 
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§  III.  —  DélermitMnt  du  quatrième  ordre. 

8.  Définition.  —  Ecrivons  avec  leurs  signes  les  diver- 
ses permutations  des  trois  lettres  a,  b,  c,  dont  nous  avons  tire 
le  déterminant  du  3^^  ordre,  nous  aurons 

-^-abc    — acb    -\-cab    — bac    -\-bca    — cba 

Introduisons  la  lettre  cl  à  toutes  les  places  possibles  dans 
chacune  de  ces  permutations,  en  ayant  soin  de  changer  de 
signe  chaque  fois  que  d  avance  d'un  rang  vers  la  gauche, 
nous  aurons  les  24  résultats  suivants  : 

-^abcd    — acbd    -f-^^^^^    — bacd 

—  abdc    -{-acdb    — cadb    -\-badc 
-^-adbc    — adcb    -^-cdab    — bdac 

—  dabc    +dac6    —  dcab    -{-dbac 
Chacune  des  colonnes  correspond  à  Tune  des  permutations 

ci-dessus. 

Mettons  maintenant  un  accent  à  la  seconde  lettre,  deux 
a  la  troisième,  trois  à  la  quatrième  ;  faisons  la  somme  algé- 
brique des  résultais,  nous  aurons  le  déterminant  des  10  quan- 


+  6cad 

—  bcda 
-\-bdca 

—  d  bca 


—  cbad 
+  cbda 

—  cdba 
-\-dcb  a 


m 


tités  a,  6,  c,  d,    a,  b',  c,  d',    a\  b'\  c",  rf",    a  , 
qu'on  désigne  encore  par  la  notation 

a     b    c    d 


jn 


^m 


liif 


abc 
a"   b"  c"  d' 

a'"  h'"  c"  d 


m 


Nous  avons  donc  par  définition  : 

a    b    c    d 


b'   c 


a 


a"  b    C 


n 


a  V  e"  d 

+  6  c'  a"  d 

d   c 

c  d    a 

-j-  a  d'  b"  c" 

b  d  c    a 

'^—  d  a   b"  c" 

bca 


d' 
d" 
a'  b"'  c"  d" 

—  a  c  6"  d'"    +  c  a'  b"  d" 

—  cV  a"  d'" 

-\-  a  c  d"  6'"    —  c  a'  d"  b'" 
+  c  6'  d"  à" 

—  ad  c"  b"    +  c  d  a"  b'" 

—  c  d  b    a 

-\-  d  d  c"  b'"    —  de  a"  b" 
+  d  c'  b'  d" 


*  j"  j"» 


—  6  o'  c"  d 
-\-h  (i  d" c" 

—  6  d'  a"  c" 
+  d  6'  a  c 


m 


i 
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On  voit  que  le  développement  cVun  déterminant  du  qua- 
trième ordre  est  une  opération  laborieuse,  mais  les  propriétés 
dont  il  jouit  permettent  de  simplifier  cette  opération;  il 
importe  donc  de  les  connaître. 

9.  Propriétés  du  déterminant  du  quatrième 
ordre. —  Nous  avons  vu  que  les  propriétés  du  déterminant 
du  troisième  ordre  sont  des  conséquences  de  sa  décomposition 
en  mineurs  du  second  ordre.  Nous  allons  montrer  que  celui 
du  quatrième  ordre  est  aussi  décomposable  en  mineurs  du 
troisième  ordre,  suivant  la  môme  règle.  Il  en  résultera 
que  toutes  les  propriétés  vraies  pour  le  déterminant  du 
troisième  ordre  s'étendent  à  celui  du  quatrième. 

Or  1°  Il  est  évident,  d'après   la  loi   de   formation   donnée 

ci-dessus,  que 

a    h    c     d 

a    h'    c     d' 

a    b"  c"   d" 

a    0    c    a 
abc 
abc 
a 


d 


a 

a 

I 
a 


b  c 
b'  c 
b"  c' 


b    c 


abc 

+d' 

n"  h"  c' 
a"'b"'c'" 

—  d 

abc 

a"  b"  c'" 
o*  h"  c" 


2"  Supposons  que  l'on  veuille  ordonner  suivant  les  termes 
de  la  ligne  a,  b,  c,  d.  Nous  développerons  les  trois  premiers 
mineurs  suivant  les  termes  a,  b,  c  des  premières  lignes  et 
nous  aurons,  en  désignant  pour  abréger  les  déterminants  par 
leur  diagonale  mise  entre  parenthèses, 

(a  6'  c"  d'")  =  d'"  [a  (b'  c")  —  b  {a  c")  +  c  {a  b")] 
—  d"  [a  (6'  c'")  —  b  {a  c'")  +  c  («'  b'")] 
+  d'  [a  {b"  c")  —  b  (a"  c"^  -{- c  (o"  b')] 

—  d  (a  b"  c") 

=  a  [d"  (b'  c")  —  d"  {b'  c'")  +  <r  (6"  c"')] 

—  b  [d"  (o'  c")  —  d"  {a  c"')  +  d'  (a"  c'")] 
+  c  [d"  (o'  b")  —  d"  {a  b'")  +  d'  (o"  6"')J 

—  d  {a  b'  c'") 

=  a  (b'  c"  d'")  —  b  {a  c"  d")  +  c  (o'  b"  d'") 

—  d  (a'  b'  c"') 

D'où  l'on  voit  que  le  déterminant  du  quatrième  ordre  se 
décompose  en  mineurs  du  troisième  ordre,  suivant  la  môme 
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règle  qui   sert   à  décomposer  le  déterminant  du  troisième 
en  mineurs  du  second. 

Donc  le  déterminant  du  quatrième  ordre,  et  par  suite  le 
déterminant  d'un  ordre  quelconque,  jouit  de  toutes  les  pro- 
priétés du  déterminant  du  troisième. 

(A  suivre.) 

NOTIONS  ÉLÉMENTAIRES 

SUR  LES 

MÉTHODES  DE   DÉMONSTRATION  M  IHATHÉHATIQVES 

ET  PARTICULIÈREMENT  EN  GÉOMÉTRIE. 

Il  est  bon  que  les  élèves  aient  des  idées  générales  précises 
sur  les  méthodes  de  démonstration  ;  ils  suivent  plus  faci- 
lement les  détails  d'un  théorème  et  ils  peuvent  abréger  le 
travail  relatif  aux  propositions  contraires,  réciproques,  etc.. 
Nous  pensons  donc  que  les  principes  philosophiques  qui 
suivent  ne  seront  pas  sans  utilité.  (1) 

I.  —  On  distingue  ordinairement  deux  parties  dans  l'énoncé 
à*\ine  proposition  ;VvLnG  nommée  hypothèse  est  une  supposition 
faite  sur  un  certain  sujet  considéré  comme  principal,  l'autre 
nommée  conclv^sion  est  la  conséquence  de  cette  supposition. 

La  contraire  d'une  proposition  est  celle  dans  laquelle 
Vhypothèse  et  la  conclusion  sont  contraires  à  l'hypothèse  et  à 
la  conclusion  de  la  première  proposition. 

La  réciproque  d'une  proposition  est  une  autre  proposition 
dans  laquelle  le  sujet  restant  le  môme  que  dans  la  première, 
on  prend  pour  hypothèse  la  conclusion  de  la  première  et 
pour  conclusion  l'hypothèse  de  la  première.  Par  opposition, 
la  proposition  qui  a  une  réciproque  s'appelle  proposition 
directe. 

Exemples.  —  Si  dans  un  cercle  deux  arcs  sont  égaux,  les 
cordes  qui  leur  correspondent  sont  égales.  Dans  cette  proposition 
le  cercle  est  le  sujet;  l'égalité  des  arcs  est  Vhypothèse^  l'éga* 
lité  des  cordes  est  la  conclusion. 

La  proposition  contraire  est  celle-ci  :  Dans  un  cercle  (sujet), 

(1)  Ces  généralités  sont  tirées  de  la  Géométrie  de  Vincent^ 
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si  deux  arcs  sont  inégaux  (hypothèse  contraire),  les  arcs  corres- 
pondants sont  inégaux  (conclusion  contraire). 

La  proposition  réciproque  est  celle-ci  :  Dans  un  cercle 
(sujet)  si  deux  arcs  so7it  égaux  (hypothèse),  les  cordes  corres- 
pondantes  sont  égales  (conclusion). 

IL  —  Toutes  les  réciproques  ne  sont  pas  vraies;  par 
exemple  :  Si  deux  cercles  ont  deux  points  communs,  la  distance 
des  centres  est  moindre  que  la  somme  des  rayons,  La  réciproque 
de  cette  proposition  serait  celle-ci  :  Si  pour  deux  cercles  la 
distance  des  centres  est  moindre  que  la  somme  des  rayans,  ils 
ont  deux  points  communs,  —  Elle  est  fausse. 

IIL  —  Il  est  possible  que-,  dans  une  proposition  Thypothèse 
se  compose  de  plusieurs  hypothèses  partielles.  Une  réci- 
proque de  la  proposition  donnée  sera  une  autre  proposition  qui 
aura  pour  conclusion  Tune  de  ces  hypothèses  partielles  et 
dont  rhypothose  sera  composée  des  hypothèses  partielles 
restantes  et  de  la  conclusion  de  la  première  proposition.  On 
conçoit  donc  qu'une  proposition  ail  plusieurs  réciproques. 

Il  en  sera  de  môme  si  la  proposition  a  plusieurs  conclu- 
sions partielles,  formant  la  conclusion  générale. 

Exemple  :  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan  et  que 
Von  conduise  un  second  plan  par  cette  droite,  il  sera  perpendi- 
culaire au  premier. 

Cette  proposition  a  deux  hypothèses  et  une  conclusion. 
Voici  les  deux  réciproques  : 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan  et  que  par  un 
point  de  cette  droite  on  mène  un  second  plan  perpendiculaire 
au  premier,  il  contiendra  entièrement  la  droite. 

Si  un  plan  est  perpendiculaire  à  un  autre  et  que  dans  ce 
plan  on  mène  une  perpendiculaire  à  l* intersection,  elle  sera 
perpendiculaire  à  Vautre. 

IV.  —  On  peut  souvent  reconnaître  l'exactitude  des  réci- 
proques au  moyen  des  principes  suivants  : 

1^^  Principe.  —  Si  une  proposition  et  sa  contraire  sont  vraies 
en  même  temps,  la  réciproque  est  nécessairement  vraie. 

Ainsi  on  sait  que  tout  point  pris  sur  la  bissectrice  d^un  angle 
est  à  égale  distance  des  côtés,  et  en  môme  temps  que  tout 
point  pris  en  dehors  de  la  bissectrice  ett  à  inégale  distance  des 
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côtés.  On  en  conclut  immédiatement  que  tout  point  à  égale 
distance  des  côtés  est  sur  la  bissectrice.  —  C'est  la  réciproque 
de  la  première  proposition. 

2*  Principe.  —  Si  une  proposition  et  sa  réciproque  sont  vraies^ 
la  contraire  est  vraie  aussi. 

On  sait,  par  exemple,  que  tout  point  pris  sur  la  perpendi- 
culaire élevée  au  milieu  d*une  droite  est  à  égale  distance  des 
extrémitéSy  et  que,  réciproquement,  tout  point 'à  égale  distance 
des  extrémités  d'une  droite  est  sur  la  perpendiculaire  élevée  au 
milieu. 

Il  en  résulte  que  tout  point  en  dehors  de  la  perpendiculaire 
est  à  inégale  distance  des  extrémités. 

3''  Principe.  —  Quand  on  a  fait  sur  un  sujet  donné  toutes^  les 
hypothèses  possibles,  si  ces  hypothèses  ont  conduit  à  des  consé- 
quences essentiellement  distinctes,  et  telles  que  chacune  exclue 
les  autres,  les  réciproques  des  propositions  établies  sont  vraies. 

Le  raisonnement  employé  pour  les  démontrer  est  celui  de 
la  Réduction  à  l'absurde.  On  tombe  en  elFct  sur  une  absurdité 
en  supposant  la  réciproque  fausse. 

Exemple  :  Soient  deux  cercles  âur  un  plan.  On  peut  faire 
sur  ce  sujet  complexe  cinq  hypothèses,  qui  donnent  lieu  à 
cinq  propositons  ; 

1°  S*tb  sont  extérieurs,  la  distance  des  centres  est  supérieure 
à  la  somme  des  rayons    :   D  >  R  +  r 

2^  S'tte  sont  tangents  extérieurement,  la  distance  des  centres 
est  égale  à  la  somme  des  rayons  :   D  =  R  -f-  ^ 

5°  S'ils  se  coupent,  la  distance  des  cetitres  est  à  la  fois,  infé- 
rieure à  la  somme  et  supérieure  à  la  différence  des  rayons  : 
D<R  +  R6^D>R— r 

4°  S'ils  sont  tangents  intérieurement,  la  distance  des  centres  est 
égale  à  la  différence  des  rayons    :  D  =  R  —  r 

5**  S'ils  sont  intérieurs,  la  distance  des  centres  est  moijidre  que 
la  différence  des  rayons  :    D  <  R  —  r 

Les  cinq  conclusions  étant  distinctes,  les  réciproques 
sont  vraies;  ainsi,  en  particulier  ;  Si /a  distance  des  centres 
est  égale  à  la  différence  des  rayons,  les  cercles  sont  tangents 
intérieurs;  en  effet,  s'ils  n'étaient  pas  tangents  intérieurement 
la  distance  des  centres  aurait  une  autre  relation  avec  les  deux 
rayons,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
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4®  Paincipe.  —  Lorsque  dans  une  figure  il  existe  quelque 
ligne  {droite  ou  cercle)  satisfaisant  à  plus  de  conditions  quil 
nén  faut  pour  la  déterminer  complètement,  toute  ligne  de  même 
nature  que  la  première  (droite  ou  c^rcle)  sera  identique  avec 
celle-ci,  si  parmi  ces  conditions  elle  en  remplit  un  nombre  suf- 
fisant pour  la  déterminer. 

Ainsi  la  médiane  d'un  triangle  isoscèlc  est  Lissée trice  de 
Tangle  au  sommet  et  perpendiculaire  sur  la  base.  Or  deux 
conditions  détermineront  cette  droite,  donc  on  peut  formuler 
immédiatement  les  réciproques  que  voici  : 

Si  du  sommet  d'un  triangle  isoscèle  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire sur  la  hase,  elle  la  divise  en  deux  parties  égales^  ainsi 
que  Vangle  au  sommet. 

Si  Von  mène  la  bissectrice  de  Vangle  au  sommet,  elle  sera  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  la  base. 

Si  par  le  milieu  de  la  base,  on  élève  une  perpendiculaire, 
elle  passei^a  par  le  sommet  et  divisera  Vangle  du  sommet  en  deuœ 
parties  égales, 

V.  —  Pour  résoudre  une  question  on  peut  suivre  deux 
marches,  Vanalyse  et  la  synthèse, 

Vanalyie  est  la  méthode  par  laquelle  on  ramène  une  ques- 
tion A  à  résoudre,  à  une  autre  B,  celle-ci  à  une  autre  G,  etc. 
jusqu'à  ce  que  Ton  tombe  sur  une  question  D,  par  exemple, 
que  Ton  sait  résoudre. 

La  synthèse  est  la  méthode  inverse.  Par  la  question  connue 
D  on  arrive  à  résoudre  la  question  C,  de  celle-ci  on  passe 
à  la  question  B,  enfin  Ton  résout  la  question  proposée  A, 

L'analyse  est  évidemment  la  méthode  d'invention.  La 
synthèse  est  souvent  commode  dans  l'enseignement,  elle 
évite  à  l'élève  le  passage  par  les  tâtonnements  qui  ont  pré- 
cédé une  solution.  C'est  la  méthode  suivie  dans  l'exposition 
de  la  plupart  des  sciences.  J.  B. 


PROBLÈME  DU  MYOSOTIS 

par  H.  Oellttc,  professeur  au  lycée  de  Marseille. 

On  construit   un  contour  polygonal  convexe  dont  les  côtés 
successifs  forment  une  progression  géométrique  décroissante   et 
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font  entre  eux  un 
angle  constant;  dé-' 
mantrer  que  Cextré- 
mUé  de  ce  contour 
tend  vers  un  point 
Umite  et  trouver  la 
distance  de  ce  point 
au  point  de  départ. 
1«  Soit  ABCD... 
le  contour;  soit  A3 
=  o  le  premier  cô- 
té, soit  m  la  raison  A  P     û         "'" — fe 

de  la  progression,  de  sorte  que  BG  ^=-  ma,  CD  ==  m^a,  DE 
—  m'^o,..;  et  soit  a  l'angle  constant  que  fait  chaque  côté  avec 
le  prolongement  du  précédent. 

Supposons  d'abord  a  commensurable  avec  ic,  et  pour 
fixer  les  idées  supposons —  =  -5-  de  sorte  que  3  a  =  w. 

Le  côté  BG  fait  avec  AB  un  angle  a,  le  côté  GD  fait  avec 
AB  un  angle  2a,  le  côté  DE  fait  un  angle  3a.  Gomme  3a 
=  r,  le  côté  DE  est  parallèle  à  AB,  et  c'est  évidemment 
le  premier  côté  du  contour  qui  le  soit. 

Je  dis  que  le  troisième  sommet  à  partir  de  D  sera  sur  la 
ligne  AD.  En  effet ,  les  deux  polygones  ABGD,  DEFGr  sont 
semblables  comme  ayant  tous  leurs  angles  égaux  deux  à 
deux,  à  l'exception  de  •  deux,  et  les  côtés  homologues  qui 
comprennent  ces  angles  proportionnels,  le  rapport  de  simili- 
tude étant  m^.  Donc  l'angle  BAD=EDG.  Gomme  DE  est  paral- 
lèle à  AB  on  a  : 

EDA  =  BAD  =  EDG 
ce  qui  exige  que  les  deux  lignes  DG  et  DA  se  confondent,  et 
le  point  G  se  trouve  bien  sur  DA. 

On  démontrera  de  même  que  le  sommet  suivant  H  se 
trouve  sur  la  ligne  BE,  et  le  sommet  suivant  K  sur  GF;  puis 
le  sommet  suivant  L  reviendra  sur  AD,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  tous  les  côtés  du  contour  sont  distribués  sur  trois 
droites. 

JOURNAL  DB  MATH.  1877.  4* 
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Je  dis  que  ces  droites  se  coupent  en  un  même  point.  Soit 
O  le  point  d'intersection  de  AD  avec  BE.  Les  deux  trian- 
gles AOB,  DOE  sont  semblables  comme  équianglcs  :   donc 

-7-=r-  =  — r-rr-  =  wi'.  De  même  si  je  désigne  par  0'  le  point 
013  AU  . 

O'E  EF 

d'intersection  de  BEavec  GFB,  j'aurai     j^  t.    =  ^'ôïT  ^  "'^" 

Ainsi  les  points  0  et  0'  partagent  BE  dans  le  môme  rapport, 
et  par  suite  ils  se  confondent. 

Les  deux  polygones  ABGD,  BGDE  sont  évidemment  sem- 
blables :  donc  l'angle  QBE  =  BAD  =  X.  Mais  l'angle  exté- 
rieur RBE  ou  a  +  X  =  BAO  +  AOB  ou  X  +  AOB.  Donc 
l'angle  AOB  égale  a.  On  démontrerait  de  môme  que  BOG=  a 
et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  tous  les  sommets  du  contour  se  trouvent  distribues 
sur  trois  lignes  qui  concourent  en  un  même  point  0  et  font 
entre  elles  des  angles  égaux  à  a. 

Les  deux  triangles  AOB,  BOG  sont  semblables  comme  équi- 
anglcs; donc 

J30^         BC 
AO    "-"    AB    —  ^^ 
d'oîi  BO  =  m  .  AO;  do  même  GO  =  m  .  BO 

On  voit  donc  que  les  distances  dos  sommets  du  contour 
au  point  0  forment  une  progression  géométrique  décroissante, 
et  par  conséquent  ont  pour  limite  zéro;  donc  l'extrémité  du 
contour  considéré  a  pour  limite  le  point  0. 

CL  p 

Si  l'on  avait  —  =  —  ,  p  et  q  étant  premiers  entre  eux, 

tous  les  sommets  du  contour  seraient  distribués  sur  q 
droites  concourantes,  et  formant  entre  elles  des  angles  égaux 
a  a. 

Si  l'angle  a  était  incommensurable  avec  iu,  on  ne  trouve- 
rait plus  dans  le  contour  des  côtés  parallèles;  néanmoins 
l'extrémité  du  contour  continuerait  à  avoir  pour  limite  le 
point  0,  d'où  les  côtés  successifs  AB,  BG  sont  vus  sous  l'anglo 
donné  a. 

S'il  s'agit  de  construire  géométriquement  ce  point  0,  on 
décrit  sur  AB  et  sur  BG  deux  segments  capables  de  l'angle  «, 
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et  leur  intersection  donne  le  point  0,  et,  par  suite,  la  lon- 
gueur demandée  OA. 

Si  on  considère  tous  les  contours  qui  ont  même  base  AB, 
même  angle  a,  mais  des  valeurs  différentes  de  m,  le  lieu 
du  point  O  sera  le  segment  capable  de  l'angle  a  décrit  sur 

BG 
AB  :  lorsque  le  rapport     .  ^    =  m   varie   de   zéro  à  i ,  le 

point  0  parcourt  la  moitié  de  ce  segment  à  partir  de  B. 

Considérons  tous  les  contours  qui  ont  même  base  AB,  même 
rapport   de  similitude  m,  et  des  valeurs   de  a  différentes. 

Gomme  on  a  -ttt~  =^  *^»  1^  li©^  du  point  0  sera  une  circon- 
férence avant  son  centre  sur  AB. 

II.  —  Cherchons  maintenant  la  valeur  de  AO  =  z.  Dans 
le  triangle  ABO  on  a  AB  =»a,  AO  =  5,  BO  =  mz,  donc 

a^  =  z^  -f-  m^s^  —  2mz^  cos  a 


d'oîi  5^  = 


a^ 


I  +  m-  —  2tn  cos  a 

On  peut  déterminer  la  position  du  point  0  par  son  abs- 
cisse AP  =  £C  et  son  ordonnée  OP  =  y. 
Dans  le  triangle  rectangle  AOP,  on  a 

x  =  z  cos  X .  1/  =  js  sin  X. 
Or  le  triangle  AOB  nous  donne  : 

SinX mz 

Sin  a         a 

-,  ^     ...        msina 

d  ou  sin  X  =:  z 

a 

mV  =  a*  +  ^'  —  2a;5  cos  X 
a'i  +  s^  —  m-iz'- 


d'où  cosX  = 


2az 


a-  -\-  z-  —  m-  Z'  î  —  m  cos  a 

donc  :  x  = =  Q   — ,   '  "  ■ 

2(1  1  -j-m-  — 2m  cos  a 

m  sin  a     ,  m  sin  a 

y=—-—   z.'-=ra 


a  i  '\-  m- —    2m  cos  a 

m.  —  Puisque  AO  est  la  résultante  du  contour  ABGDE.., 
sa  projection  sur  un  axe  quelconque  sera  égale  à  la  somme 
algébrique  des  projections  des  côtés  du  contour.  On  a  donc  : 
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X  =^  a  -{^  am  cos  a  +  û*w^  cos  2a  -|"  ^^'  ^^^  3*  4~'*- 
1^  =  am  sin  a  -j-  «*»*  ^i^  2a  +  am^  sin  3a.... 

Gomme^nous  avons  déjà  trouvé  les  valeurs  de  x  et  de  y, 
on  obtient  les  formules  suivantes  : 

,      _        ^     ,  I  —  m  cos  a 

I  +  »i  cos  a  +  m*cos  2a  +  m*  cos  3a  +  =  — ; — 3 

'  '  '  '        j  +  ^  —  2m  cos  a 

m  sin  a 


m  sin  a  +  m'-  sin  2a  +  m' sin  3a  +...  =    ,    1   ^2 —  ««.  ^^.. 

'  '  '  I  -[- m* —  2m  cos  a 

Ces  formules  s'obtiennent  ordinairement  par  l'emploi  des 
quantités  imaginaires. 

IV.  —  Si  on  prend  pour  pôle  le  point  0  et  pour  axe  po- 
laire une  parallèle  à  AB,  les  sommets  du  contour  se  trou- 
vent évidemment  sur  une  spirale  de  la  forme 

p  =  Ae 

Il  faut  déterminer  les  constantes  de  manière  que  pour  nue 
valeur  connue  de  6  que  je  désignerai  par  b^  on  ait  : 

p  =  OA,  et  pour  6  =  60  +  ^>  P  =  ^B«  Ainsi  : 


V I  -(-  wi"  —  2m  cos  a 


vin 


=  Ae' 


=  Ae^  ^^«  +  *^ 


Vi  4"  w*'  —  -^*  cos  a 

d'oii     w  = 7 ^=  e 

los:  m 
et  par  suite  :  [l  = 


Pour  A  on  a  :  A  = 


a 


V'i  +  m*  —  2W  cos  a 

Il  faut  remarquer  que  m  étant  plus  petit  que  i,  log.m  et 
par  suite  (a  sont  négatifs. 

Enfin  pour  que  Taxe  polaire  soit  parallèle  à  AB,  il  fau- 
dra donner  à  0^  la  valeur  x  +  ^»  et  nous  avons  déjà  trouvé 

m  sin  a  m  sin  a 


Sin  X  = 


tt 


V I  +  wi^  —  21»  cos  a 
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ç.     ^  _  <»*  +  ('  —  »»*)  g^ I  —  m  cos  g 

2^*  V  I  -|-  m-  —  2/i»  cos  a 


d'oh  tang  X  = 


m  sin  a 


..--P 


I  —  m  cos  ûL 

et  il  faudra  prendre  pour  X  le  plus  petit  angle  déterminé  par 
'-es  formules.  Marseille  le  1-  décembre  187tf 

PROBLÈB  ne  GÉOlfinUE 

Cimstruire  un  triangle  ABC,  dont 
^  côtés  passent  9  respectivement  ^ 
far  trois  points  donnés  M»  P,  N,  et 
toient  divisés  t  en  ces  points  ^  dans 
de^  rapports  donnés. 

AN  =  AC  ût  ;  BP  =  BC  X  «, 

BM  =  BAx-r.  />' 

a,  6y  Y,  sont  donnés.  jf 

Supposons  le  problème  résolu. 
Par  le  point  N,  je  mène  ND  parallèle  à  BG,  et  je  prolonge 
1>  droite  NP  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  ÂB  prolongé,  en 
nn  certain  point  M'. 
On  a  : 

MT         BP         BCxg 6_ 

Mîï    "■  DN   "~  BC  X  «  "~     « 
Donc,  le  point  M'  est  connu  ;  en  le  joignant  au  point  M. 
on  aura  la  direction  du  cdté  BÂ. 
On  aura  de  même  les  directions  des  deux  autres  cdtés. 

ND  _  AN 

BG  "~  AG 
ND 

BC-=* 
ND  =  BC  .«        BP  =  BC.6  G. 


DÉTERMINATION 

U  SINSIBlLlTfi  DUNE  BALANCE  ORDINAIRE 

|Mir  m.  iiiorel. 

Bans  les  cours  de  mécanique  élémentaire,  on  établit  la 
^l^rie  de  la  sensibilité  d'une  balance  en  partant  du  théo- 
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rème  du  moment  des  forces  parallèles  par  rapport  à  un  plan. 
Ce  théorème  n'étant  pas  explicitement  énoncé  dans  le  pro- 
gramme, je  me  propose,  dans  cette  note,  de  traiter  la  même 
question  en  m'appuyant  seulement  sur  la  composition  des 
forces  parallèles.  —  Je  supposerai  que  la  balance  remplit 
les  conditions  nécessaires  pour  sa  justesse,  c'est— à— dire  que 
les  bras  de  levier  sont  égaux,  et  que  le  centre  de  gravité 
est  au-dessous  du  centre  de  suspension,  sur  une  ligne 
abaissée  de  ce  centre  perpendiculairement  à  la  ligne  qui 
joint  les  points  d'attache  des  deux  plateaux. 

Considérons  d'abord  le  cas  ou  les  trois  points  de  suspen- 
sion, du  fléau  et  des  plateaux,  sont  en  ligne  droite.  Dans  ce 
cas,  si  nous  supposons  les  plateaux  chargés  de  poids  égaux, 
la  résultante  de  ces  deux  poids  passera  par  le  centre  de 
suspension  et   sera   détruite   par  la  fixité   de  ce  point.  Si 
maintenant  nous  supposons  un  poids  P  dans  l'un  des  pla- 
teaux, un  poids  P  +  p  dans  l'autre,  les  deux  poids  P  auront 
une  résultante  détruite  par  la  fixité  du  centre  de  suspension 
et  il  restera  les  deux  forces  parallèles  p,  appliquées  à  l'ex- 
trémité du  fléau,  et  %  appliquée  au  centre  de  gravité  du 
fléau;  ces  deux  forces  auront  une  résultante  appliquée  sur 
la  ligne  qui  joint  les  deux  points  d'application  G  et  B,  en 
un  point  H,  tel  que  l'on  ait, 

GH_  £ 
HB"   iç 

Si  nous  joignons  le  point  0  au  point  H,  l'action  de  la 
force  appliquée  en  H  fera  tourner  la  ligne  OH,  et  par  consé- 
quent le  fléau,  autour  du  point  0,  jusqu'à  ce  que  la  ligne 
OH  soit  verticale.  L'angle  de  rotation  GOH  pourra  servir  à 
déterminer,  pour  une  balance  donnée,  la  sensibilité  corres- 
pondant à  un  excès  de  poids  donné. 

Jela  posé,  je  vais  établir  les  principes  suivants  : 

I.  La  semibilité  d'une  balance  augmente^  lorsque  le  bras  de 
levier  augmente. 
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Soient  H  et  H^  les  positions  particulières  du  point  d'appli- 
cation de  la  résultante  lorsque  le  levier  a  une  longueur  OB  ou 
une  longueur  OBj.  On  a,  d'après  ce  qui  précède  ; 

GH  __   p       GH<  _    /) 

HB         X      H^Bi         X 

GH         GHi 
Donc  -=g  =  — -1,  et  la  ligne  HH,  est  parallèle  à  OB. 

Cela  posé,  si  nous  la  prolongeons  jusqu'au  point  I  où  elle 
rencontre  OG,  on  a 

IH  _  m, 

pB~ÔB^ 
et  comme  0B|  est  plus  grand  que  OB,  il  en  résulte  que  IHj 
est  plus  grand  que  IH.  On  en  conclut  facilement  que  l'angle 
GOH4  est  plus  grand  que  GOH. 

II.  La  sensibilité  se  trouve  augmentée,  lorsque  le  centre  de 
gravité  se  rapproche  du  point  0. 

Supposons  (fig.  précéd.)  que  le  point  G  vienne  en  Gj,  alors 
H  viendra  en  Hj,  et  comme  précédemment  nous  prouverions 
que  HHj  est  parallèle  à  OG;  on  aura  donc  en  prolongeant 
cette  ligne  jusqu'au  point  K  où  elle  rencontre  OB  : 

KH2  _  KH 
OGi  ~  OG 

Et  comme  OGj  est  inférieur  à  OG,  KH^  est  inférieur  à 
KH;  on  en  conclut  facilement  que  l'angle  KOH^  est  plus 
petit  que  KOH^  et  par  suite  que  l'angle  GOHj  est  plus  grand 
que  GOH. 

III.  La  sensibilité  d'une  balance  augmente  qu^nd  le  poids  du 
f^u  diminue. 

Car,  dans  ce  cas,  si  H  et  Hf  sont  les  deux  positions  du 
point  H|,  on  a  ; 

GH_     p 

GB  ""p+ïT 
GH|  p 


GB       p+rc' 

Si  «^  est  inférieur  à  x,  -7-^  est  supérieur  à  — r^;  donc  GHj 

«8t  supérieur  à  GH.  L'angle  GOHj  est  alors  plus  grand  que 
GOH. 
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Déterminons  maintenant  la  valeur  de  l'angle  a  correspon- 
dant à  des  valeurs  déterminées  :  OG=rf,  0B  =  /,  un  poidf 
X  pour  le  fléau,  et  un  excédant  de  poids  p. 

La  ligne  IH,  parallèle  à  OB,  nous  donne  : 

HI 
tang  «  =  -^ 

Or,  les  triangles  semblables  GHI,  0GB,  nous  donnent  • 
HI_    p       01       BH         ic  «/  'j 

ÔB-H^5ôG=BG=ff:^:'l°»«IîI  =:^^0I=~: 
par  suite  ^^ 

tang  <ï  =  -^ 

Dans  ce  qui  précède,  j'ai  supposé  que  les  points  de  sus- 
pension étaient  en  ligue  droite.  Dans  le  cas  oîi  cela  n'aura 
pas  heu,  la  sensibilité  ne  sera  plus  indépendante  de  la  charge 
de  chaque  plateau.  En  effet  la  ligne  AB  rencontre  en  M  ia 
ligne  OG,  et  c'est  au  point  M  qu'est  appliquée  la  résultante 
des  deux  forces  P  placées  dans  chaque  plateau. 


par  la  relation  P  X  0G=2  PxOM,  et  que  l'on  apDli.uera 
au  point  G.  Si  j'appelle  p  l'angle  OAB,  jîurai  OmS^J  sTn 
et  1  on  aura  à  composer  la  force  p  appliquée  en  B  avec  la 
force  P'  -j.  V,  ou  avec  la  force  ^  P  ^  «'"  P  +  x  rf 

d 

nnnrl"!/""'' *"*°'"'*  P'^"^"^""'"""''  ^'«"g'«  ^^  Sensibilité  a; 
pour  cela  menons  encore  une  parallèle  HI  à  la  ligne  OB  qui 

représente  le  bras  de  levier;  l'angle  HIG  est  égal  à  1  -p. 
Le  triangle  OIH  donne  ^ 

51  _  S'Pg sin  a 

^^      «n [.|_ a  - pj  ~  clisVTw 
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Or,  les  triangles  semblables  GHI,  GOB  donnent 

HI_GH         01  _HB 
OB  ~  GB         OG  ""  GB 
Donc  : 
HI_j)B     GH__^  p pi 

01  ~  OG  '  MB  ""    a   '  2Vi^\nf^  -^izd ~  2p/sinp  +  icd 

d 

On  a  d'autre  part  — —  = 


01        cos  (a  +  (i) 

On  tirera  de  ces  deux  égalités 

pi  cos  Û 
tang  ar— 


On  voit  alors  que  la  sensibilité  diminue  lorsque  la  charge 
augmente.  Si  nous  avions  supposé  les  points  de  suspension 
(les  plateaux  au-dessus  du  point  d'oscillation,  on  reconnaî- 
trait que  la  force  transportée  au  centre  de  gravité  doit 
changer  de  signe,  et  par  suite  la  sensibilité  augmenterait 
avec  la  charge  au  moins  dans  de  certaines  limites;  «rangle 
p  est  du  reste  trës-petit.  —  Si  on  le  suppose  nul,  on  retombe 
sur  la  formule  traitée  dans  le  premier  cas. 


CONCOURS  GENERAL  DE  1876 

Glasse  de  Mathématiques  Élémentaires. 

On  donne  une  circonférence,  une  droite  fixe  LL'  qui  ren- 
contre la  circonférence,  et  deux  points  fixes  A  et  A'  sur  la 
circonférence.  On  joint  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
aux  points  A  et  A'.  Les  droites  MA,  MA  rencontrent  LL 
en  deux  points  variables  P  et  P'.  —  Démontrer  qu'il  existe 
sur  LL'  deux  points  fixes  I  et  l' tels  que  le  produit  IP  X  l'P' 
demeure  constant  lorsque  M  se  meut  sur  la  circonférence. 
Déterminer  la  position  des  points  I  et  T. 


Glasse  de  Seconde. 

Construire  un  triangle  connaissant  les  longueurs  de  deux 
côtés  et  celle  de  la  bissectrice  de  Tangle  compris  entre  ces 
côtés. 
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On  mène  les  diagonales  d'un  trapèze   ABGD,  lesquelles     -^ 
se  coupent  en  0.  On  donne  les  aires  p^  et  g^  des  triangles 
AOB,  GOD.  Trouver  Texpression  de  Taire  des  deux  autres     .  i 
triangles  AOC,  BOD,  et  celle  de  l'aire  du  trapèze. 

Classe  de  Troisième. 

Construire  un  triangle  ABC  connaissant  la  base  AB, 
Tangle  au  sommet  et  un  point  P  de  la  bissectrice  de  l'angle 
formé  au  point  C  par  le  côte  AC  et  le  prolongement  du  côté 
BG. 


ACADÉMIE  DE  RENNES  1876. 

On  donne  l'angle  droit  asAi/,  et  une  circonférence  G  dont 
le  centre  est  sur  Aa;,  et  le  rayon  est  R.  La  droite  Ay  est 
extérieure  à  cette  circonférence.  On  demande  ; 

i^  De  calculer  les  rayons  des  quatre  circonférences  0|,  Oj, 
O3,  O4  tangentes  en  même  temps  aux  deux  droites  Aa:,  At/ 
et  à  la. circonférence  C. 

2®  De  calculer  la   surface  du  trapèze  O1O2O3O4. 

3®  De  calculer  la  tangente  de  l'angle  O4GO2.  Discuter. 

4®  De  trouver  la  condition  pour  que  les  circonférences  O^ 
et  O2  se  touchent. 


CONCOURS  ACADÉMIQUE  DE  GLERMONT 
Mathématiques  Élémentaires  1875. 

1.  En  désignant  par  0  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le 
triangle  ABC,  démontrer  la  relation 

AB  X  OC*  +  BG  X  0A2  +  AC  X  OB*  =  AB  x  BG  X  AG. 

2.  On  donne  plusieurs  points,  A,  A',  A",  en  ligne  droite; 
quel  est  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  la  somme 

MA2-|-MA"^  +  MA'"^+... 
est  constante?  Cas  du  minimum. 


CONCOURS  ACADÉMIQUE  DE  NANCY 
Mathématiques  Élémentaires  1876. 

1.  On  fait  tourner  un  triangle  successivement  autour  de 
ses  trois  côtés  a,  6,  c,  et  il  en  résulte  trois  volumes  eng^en- 


—  51  — 

drés  V,  V^,  V^;  on  donne  ces  trois  volumes,  et  on  demande 
<le  déterminer  les  trois  côtés. 

'2,  On  donne  un  tétraèdre  au  moyen  des  trois  arêtes  qui 
aboutissent  au  môme  point,  et  des  trois  angles  plans  formés 
par  ces  trois  arôtes.  Sur  une  de  ces  arôtes,  on  donne  un 
point  A,  et  il  s'agit  de  mener  par  ce  point  un  plan  parallèle 
à  l'arête  opposée,  et  qui  partage  le  tétraèdre  en  deux  parties 
équivalentes.  Il  faudra  trouver  comment  deux  autres  arêtes 
sont  coupées  par  ce  plan. 


EXERCICES 

Baeealaarést  es  fieienee^i. 

SESSION   DE  JUILLET   1876.   —  FACULTÉ  DE  PARIS. 

1.  On  considère  deux  sphères  concentriques  de  rayon  R 
et  R';  trouver  le  volume  compHs  entre  les  deux  sphères  et 
deux  plans  parallèles  menés  aux  distances  a  et  a  -|-  6  de 
leur  centre  commun. 

Rép.  :  V  =  7c  6  (R  -f  R')  (R  —  R). 

2.  Les  traces  d'un  plan  P  font  avec  la  ligne  de  terre  des 
angles  a  et  f;  exprimer  la  tangente  de  l'angle  que  fait  le 
plan  P  avec  la  ligne  de  terre,  au  moyen  des  tangentes  des 
deux  angles  a  et  p. 

Rép.  :  Tang  œ  =         tan^^  «  X  tang   p 

V  tang'^  a  -f-  tang^  p 

3.  Un  cône  de  hauteur  h  est  inscrit  dans  une  sphère  de 
rayon  R.  A  quelle  distance  x  du  sommet  du  cône  faut-il 
mener  un  plan  parallèle  au  plan  de  la  base  pour  que  l'aire 
de  la  section  faite  dans  ce  cône  soit  le  tiers  de  l'aire  de  la 
section  faite  dans  la  sphère  par  le  même  plan. 

—       ^^H 
Rép.  :  X  —    31^  _  H 

4.  Résoudre  cos  ce  +  V  3  sin  a?  =  i . 

Rép.  :  ce  =  K-rc  et  05  =  K-ïc  -| — — 

3.  Étant  donné  un  triangle  ABC  rectangle  en  A,  trouver 
sur  l'hypoténuse  un  point  Q  tel  que  la  somme  des  carrés  des 
perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés  AB  et 
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AG  soit  égale  à  un  carré  donné.  Étudier  la  variation  de  cette 
somme  quand  le  point  Q  se  déplace  sur  Thypoténuse. 
Rép.  :  X  étant  la  perpendiculaire  abaissée  sur  AB,  on  a  : 

__  be-  ±b  \1  m-  jb'  +  c  )  —  b^  c' 

b''  -f  r 

6.  On  donne  une  circonférence  de  rayon  r,  on  mène  un 
diamètre  AB  et  une  corde  CD  perpendiculaire  à  ce  diamètre, 
à  une  distance  du  centre  égale  à  rf,  moindre  que  r.  Déter- 
miner les  rayons  des  circonférences  tangentes  aux  deux 
droites  rectangulaires  et  à  la  circonférence  donnée. 

iCirc.  tang.  intérieurement  Cire.  tang.  extérieurement 
Xi=^\/  2r(r — d) — (r — d)  x^=z^  2r(r — (i)  +  (r — d) 
0^2= V  2r(r+û()— (r+d)      aît=V  2r(/-+rf)-|-(r — d) 

7.  On  donne  un  cercle  et  deux  tangentes  rectangulaires 
de  ce  cercle  Ox  et  Oy.  On  mène  une  tangente  AB  telle  que 
le  triangle  AOB  ait  une  aire  donnée.  On  demande  de  calcu- 
ler OA  et  OB.  Le  rayon  sera  pris  pour  unité. 


mr  +  2 


Rép.  :  X  = ■ —  ^  -  V  '"^  —    ï^"*"  +  4 

4  4 

8.  Étant  donné  un  triangle  rectangle  en  A,  on  propose  de 
mener  au  côté  AB  une  parallèle  PQ  telle  que  si  l'on  abaisse 
du  point  Q  où  elle  rencontre  l'hypoténuse,  une  perpendi- 
culaire QR  sur  le  côté  AB,  le  volume  du  cône  engendré  par 
le  triangle  BQR  et  le  cylindre  engendré  par  le  rectangle 
APQR,  quand  la  figure  tourne  autour  de  AB  soient  dans  un 
rapport  donné  m. 

Rép  :    RB  =   — ^ 

1  +  5m 

9.  Calculer  lés  angles  B  et  C  d'un  triangle  ABC  connais- 
sant l'angle  A,  les  deux  segments  m,  n  déterminée  sur  le 
côté  BC  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  A  sur 
ce  côté. 

Rép:    B  +  C=i8o»  — A;     sin  (B  —  C)  =  ^  ~  ^ 

n  -j-  m 

10.  On  donne  le  rayon  R  d'une  sphère  et  un  diamètre  AB 
de  cette  sphère.  Déterminer  sur  ce  diamètre  la  distance  AI 
de  façon  que,  en  menant  par  le  point  I  le  plan  CID  per- 
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pendiculaire  à  AB,  le  volume  de  la  tranche  ACID  soit  équi- 
valent à  celui  du  cylindre  ayant  pour  base  CD,  et  pour 
hauteur  BI. 

Rép  :    AI=  |-  f  i5  —  ^33) 

ACADÉMIE  d'aIX.   —  EXAMENS  DE  BASTIA. 

Dans  un  cône  dé  grandeur  et  de  formes  inconnues,  on 
donne  :  le  volume  V;  le  rapport  K  de  la  surface  totale  à 
1  aire  de  la  section  SÂA'  que  détermine  dans  ce  cône  un  plan 
])assant  par  son  axe  SO.  On  demande  le  demi-angle  au  som- 
met, le  rayon,  la  hauteur  et  l'apothème.  Peut-on  prendre 
pour  le  rapport  K  un  nombre  quelconque? 


ACADÉMIE  DE  GLERMONT.. 

Juillet  4875.  —  Mener  un  plan  parallèle  aux  bases  d'un 
tronc  de  cône,  de  manière  qu'il  partage  la  surface  latérale 
de  ce  tronc  en  deux  parties  équivalentes. 

Novembre  4875.  —  1*  Démontrer  que  dans  un  triangle,  on 
a  la  relation  • 

.     B— C        6— c         A 

sin  =  cos  - 

2  a  2 

2**  Construire  un  triangle  rectangle  tel  que  le  volume 
engendre  en  le  faisant  tourner  autour  de  l'hypoténuse  soit 
égal  au  huitième  du  volume  engendré  par  la  demi-cir- 
conférence circonscrite. 

Avril  4876.  —  Résoudre  l'équation 


V  1  +  a? 


^Tr7^  +  Va.  +  >/i+a;  =  4 


QUESTIONS 

FAITES  DANS  L'EXAMEN  ORAL  DU  CONCOURS  DE  SAINT-CYR 

Questions  théoriques. 

1.—  Lorsqu'un  nombre  d  ne  divise  aucun  des  3  nombres  a,  6,  c,  pourra- 
t-il  diviser  la  somme  a  '\-  b  -i-cf 
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2.  —  Trouver  le  reste  de  la  division  dun  nombre  par  2,  par  4  et  par  8. 
Pour   le   nombre  247635  ne  suflirait-il  pas  de  chercher    le   reste    de   la     \\ 
division  de  35  par  8? 

3.  —  Un  produit  de  la  forme  (n^—  i)  n'  [n^  -f  i)  est  toujours  divisible 
par  60. 


4.— Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  fraction  irréductible  -r 


r^ 


l!Tj 


m 


irr^ 


divisée  i)ar  une  autre  aussi  irréductible  donne  un  quotient  entier. 

5.  —  Le  produit  de  deux  nombres  consécutifs  dont  le  plus  grand  est  un 
carré  parfait  est  toujours  divisible  par  12.  l 

6.  —  Si  on  prend  toutes  les  puissances  d'un  nombre  et  si  on  les  divise  par 
un  nombre  premier  avec  lui,  les  restes  se  reproduiront  périodiquement. 

7.  —  Comment  trouver  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  11,  par  12? 

8.  —  Si  dans  une  division  on  remplace  le  dividende  par  le  diviseur,  que 
deviendront  le  quotient  et  le  reste?  —  Qu'arrivera-t-il  si  on  augmente  le 
diviseur  d'une  unité? 

9.  —  Soit  la  suite  des  nombres  et  leurs  cubes  : 

012345 

0  I  8  27  64  125 
si  on   divise   les  cubes   par   9,  montrer   que   les    restes   se  reproduisent 
de  3  en  3. 

10.  —  Trouver  deux  nombres  entiers  consécutifs  dont  les  cubes  diflerent 
de  n.  Dans  quel  cas  le  problème  sera-t-il  possible? 

11.  —  Trouver  deux  nombres  entiers  consécutifs  dont  les  carrés  diffèrent 
de  357. 

12.— On  demande  si  étant  donnée  la  fraction  ^ — — —  et  si  on  y  remplace  n 

successivement  par  des  valeurs  entières  quelconques,  toutes  les  fractions 
ainsi  obtenues  sont  irréductibles? 

13.  —  Étant  donnés  3  nombres  A,  B,  C,  on  divise  A  et  B  par  C  et  on  obtient 

A  =  C  Q   +  R 

B  r=  C  Q'    f-  R' 
peut-on  remplacer   dans  la   recherche   du  plus  grand  commun  diviseur 
A,  B,  C  par  R,  R'  et  C?  ' 

14.  —  Quel  est  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  11.  Quel  est 

le  reste  de  la  division  d'un  nombre  élevé  au  carré  par  1 1  ? 

SI  on  élevait  un  nombre  à  des  puissances  de  plus  en  plus  élevées,  finirait- 
on  par  obtenir  pour  reste  o  dans  la  division  de  ces  différentes  puissances 
par  1 1  ? 

15.  —  Quel  est  le  plus  petit  nombre  entier  par  lequel  il  faut  multiplier 
32125  pour  que  le  produii  soit  un  nombre  entier? 

16.  —  Théorie  de  la  division  en  prenant  pour  exemple  234532  :  289. 
Doubler  le  diviseur  et  trouver  le  quotient  et  le  reste  sans  faire  l'opéra- 
tion. —  Démontrer  la  conséquence  de  ce  fait  en  se  servant  des  lettres. 

17.  —  Trouver  une  règle  qui  permette  d'obtenir  le  reste  de  la  division 
d'un  nombre  par  iS* 
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18.  —  Nombre  des  diviseurs  du  nombre  2    .3.5.-    . 

19.  —  Convertir  la  fraction   —  en   une  somme  de  fractions  ayant  pour 

dénominateurs  les  puissances  de  12. 
Trouvera-t-on  une  suite  finie  de  termes? 

20.  —  Convertir  la  fraction  ^  en  décimales;  la  conversion  se  fera-t-elle 
exactement? 

21.  —  Un  nombre  est  divisible  par  un  nombre  premier,  mais  non  par  son 
carré;  démontrer  que  le  nombre  n'est  pas  un  carré  parfait. 


Racines  carrées  approchées. 

1.  —  Extraire  la  racine  carrée  de  0,06942  à  — i—  près. 


1000 


10 


I 

2.  —  Calculer   "-=  à près. 

y'  7  1000 

3.  —  Extraire  Jb  in  un   millième  près. 

4.  —  Calculer  \/r  à  0,001. 

5.  —  Un   cercle  a  pour  rayon  un  mètre.  Calculer  à  un  millimètre  près 
le  côté  du  carré  équivalent. 

6.  —  La    base  d'un   rectanglp  est  o'",48,  la  hauteur  q",24i  ;  calculer  à 
un  millimètre  près  le  côté  du  carié  équivalent. 

7.  —  Calculer  a?  =     y  -  _}_  VJ.     à  0,01  sans  faire  de  raisonnement. 

7  7 

8.  — •  Calculer  à  0,01  près  x  =  y  2  -|-  y    0,9    • 
9«  —  Extraire  y 0,03207  à  0,001  près. 

10.  —  Un  cylindre  a  pour  capacité  i  litre;  la  hauteur  est  double  du  dia- 
mètre de  la  base;  calculer  les  dimensions  de  ce  cylindre'. 

11.  —  Un  terrain  a  pour  aire  2  hectares,  8  ares,  35  centiares;  calculera 
un  décimètre  près  le  carré  du  côté  équivalent. 

12.  —  Extraire  la  racine  carrée  de  0,004  à  0,001  près. 

13.  -—  La  superficie  d'un  terrain  est  de  2  hectares,  3  ares  et  8  centiares. 
Calculer  à  un  décimètre  près  le  côté  du  carré  équivalent. 

14.  —  On  sait  que  la  surface  d'un  carré  est  égale  à  8  décimètres  carrés,  21 
centimètres  carrés,  44  millimètres  carrés;  calculer  le  côté  du  carré  à  un 
millimètre  près. 

15.  —  La    base  d'un  rectangle  est  de  34  mètres,  sa   hauteur  12",7,  cal 
caler  le  côté  du  carré  équivalent  à  un  centimètre  près. 

16.  —  La  capacité  d'un  cylindre  est  de  i  hectolitre,  la  hauteur  est  de 
I  mètre»  calculer  le  rayon  de  la  base  en  prenant  k  =  3,14;  dire  sur  com- 
bien de  chiffres, on  pourra  compter. 
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17.  —  Existe-tril  un  nombre  fractionnaire  dont  le  carré  soit  égal  à  6  ? 

18.  —  Calculer  y  2  à  0,01  près,  en  extrayant  deux  racines   carrées  suc- 
cessives. 

19.  —  Calculer  à  —  près  la  valeur  de  x  fournie  par  l'expression 

lOO 

X  =  100  —  3  y2. 


20.  —  Calculer  x  =  i/s  —  y/  23  à  0,01  près. 


21.  —  Chercher  la  longueur  de  la   diagonale  d'un   cube  dont  l'arête 
est  égale  à  100  mètres.  Évaluer  cette  diagonale  à  i  décimètre  près. 


82.  —  Calculer  x  =  1/2  +  y  2  à  0,01  près. 

* 

MÉLANGES 


HISTOIRE  DES  MATHÉMATIQUES.  (Suite,) 

Par  le  docteur  Heitri  Mlltor  de  Zttrich,  traduite  par  M.  G.-A.  Melon. 

LNTRODOCTION 

On  peut  donc,  avec  raison,  signaler  un  grand  progrès 
lorsque,  peu  après  le  milieu  du  xviii®  siècle,  on  voit  sortir  de 
la  presse  un  ouvrage  qui  satisfait,  de  la  façon  la  plus  heu- 
reuse, à  nos  exigences,  par  la  manière  dont  il  traite  la 
science  en  Tétat  où  elle  était  alors,  et  par  son  intelligence 
deThistoriographie.  Il  s'agit  des  deux  volumes  deMontucla  : 
MontucU;  Histoire  des  Mathématiques^  4758,  augmentée  de  deux 
volumes  par  de  La  LandCy  480^. 

Dans  ce  livre,  Montucla,  en  beau  style,  nous  offre  une 
exposition  vivante  assez  complète  et  bien  enchaînée  de  l'his- 
toire de  toutes  les  sciences  mathématiques  réunies.  Dans  ce 
nombre,  outre  les  mathématiques  pures,  on  comptait  alors 
l'astronomie,  la  mécanique,  l'optique  et  l'acoustique  La 
grande  supériorité  de  cet  ouvrage  sur  ceux  que  nous  avons 
cités  plus  haut,  consiste  justement  en  ce  que  Montucla  nous 
initie  à  l'existence  intime  d'un  peuple,  d'une  école,  d'un 
homme.  Par  lui,  nous  concevons  l'état  de  l'astronomie  chez 
les  peuples  de  l'Orient,  nous  apprenons  à  apprécier  les 
méthodes  géométriques  en  faveur  dans  l'École  d'Alexan- 
drie,   nous    nous    familiarisons     avec     l'arithmétique     de 
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Diophante.  Abstraction  faite  des  erreurs  et  des  imperfections 
inévitables  dans  une  œuvre  si  riche  et  si  considérable,  ce 
livre  donne,  dans  une  belle  mesure,  ce  que  l'on  pouvait 
exiger  d'une  histoire  de  Mathématiques  entreprise  à  cette 
époque.  Il  a  le  mérite  d'avoir  été  le  premier,  et  jusqu'à  nos 
jours  il  n'a  pas  été  surpassé.  En  1802,  Bossut  publia  sur 
l'histoire  des  Mathématiques  un  aperçu  plus  court.  Bien 
que  cet  ouvrage  glisse  quelquefois  à  la  surface ,  il  doit 
pourtant  entrer  en  ligne  de  compte  dans  une  exposition 
enchaînée  des  développements  historiques.  Vers  la  fin  du 
siècle  précédent  et  au  commencement  de  celui-ci,  Bailly  et 
Delambre  firent  paraître  sur  l'histoire  des  Mathématiques 
deux  ouvrages  remarquables*  où  se  trouve  une  exposition 
détaillée  des  développements  successifs  de  cette  science 
dans  l'antiquité,  le  moyen  ège  et  l'époque  moderne.  En 
outre,  l'ouvrage  de  Delambre  contient  les  renseignements  les 
plus  explicites  sur  l'astronomie  des  Chinois  et  des  Indous 
dont  la  connaissance  était  depuis  si  longtemps  enveloppée 
de  l'obscurité  la  plus  impénétrable  pour  nos  historiens. 
Là  se  borne  l'œuvre  des  historiens  en  France. 

Outre  les  vieux  écrits  déjà  cités  de  Vossius  et  de  Wei- 
dler,  on  peut  encore  mentionner  les  ouvrages  allemands 
suivants  : 

Heibronner,  J.-C,  Historia  matheseos  universœ,  etc.,  4741. 
Ch.  Wolf,  de  Prœcipuis  scriptis  mathematicis^  4765, 
Kaestner,  Histoire  des  mathématique  (en allemand),  4793. 

Mais  ils  sont  loin  de  valoir  les  ouvrages  dont  nous 
venons  de  parler.  L'histoire  de  Kaestner  ne  traite  de  l'anti- 
quité que  fort  brièvement  et  ne  fait  guère  que  citer,  d'après 
leurs  matières  et  sans  aucun  lien,  les  ouvrages  des  divers 
mathématiciens. 

Au  XIX®  siècle,  il  n'a  guère  été  produit  davantage  sur  ce 
sujet,  chez  aucune  nation;  et  il  semble  qu'à  notre  époque 
l'histoire  des  Mathématiques  tende  à  disparaître  du  domaine 
des  sciences.  Je  veux  naturellement  parler  d'un  traité  his- 
torique universel.  Nous  trouvons  toujours ,  il  est  vrai, 
dans  les  dix  dernières  années,  des  expositions  critiques 
réparées    sur    des   branches  ou   des    époques   isolées.    Je 
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signalerai  les  plus  importantes.  D'oii  vient  donc  que  dans 
rétat  actuel  des  investigations  historiques  et  de  Thistoire 
de  nos  progrès,  les  sciences  positives  (1)  et  parmi  -^Ues 
les  Mathématiques  principalement  soient  les  plus  négli- 
gées ?  Je  rignore.  Pourtant  s'il  me  faut  donner  une  raison, 
je  crois  la  trouver  surtout  dans  cette  circonstance  que  mal- 
heureusement encore  de  nos  jours,  on  cultive  hien  rarement 
ensemble  les  humanités  et  les  sciences  positives.  Un  histo- 
rien en  même  temps  philosophe  a  rarement  trouvé  de  Tat- 
trait  à  l'étude  des  sciences  mathématiques  ;  et  un  mathéma- 
ticien n'éprouve  que  rarement  un  goût  prononcé  pour  This- 
toire  et  la  philosophie.  Et  pourtant  combien  se  rapprochent 
et  tendent  à  se  confondre  les  sommets  des  sciences  positives 
et  des  sciences  humanitaires  !  Ces  sciences  s'unissent  si 
étroitement  que  chacune  d'elles  ne  peut,  sans  ^la  direction 
donnée  par  l'autre,  suivre  son  droit  chemin. 

En  publiant  les  fouilles  suivantes,  je  n'ai  pas  la  prétention 
de  remplir  toutes  les  obligations  que  l'on  doit  imposer  à  une 
histoire  parfaite  des  Mathématiques,  et  auxquelles  j'ai  fait 
allusion  au  commencement  de  cette  introduction  :  je  sens 
mes  forces  insuffisantes.  Mais  je  veux  du  moins,  attirer  de 
nouveau  l'attention  sur  la  grande  utilité  d'un  traité  histo- 
rique des  Mathématiques;  et  en  rappelant  quelles  sont  les 
difficultés  à  surmonter  pour  atteindre  le  but  proposé,  je  les 
regarde  comme  au-dessus  de  mes  efforts  :  cependant,  un  sujet 
qui  réunit,  dans  la  plus  belle  harmonie,  deux  sciences  qui  ont 
apporté  la  vérité  la  plus  rigoureuse  à  leur  base  et  à  leur  déve- 
loppement, ne  peut  tout  à  fait  égarer  et  induire  en  erreur. 

Enfin,  parmi  les  plus  récents  écrits  qui  traitent,  d'une 
manière  distinguée,  l'histoire  d'une  seule  époque  ou  d'une 
seule  branche  des  Mathématiques,  j'ai  encore  à  citer  : 

Chasles,  Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  développement 
des  méthodes  en  géom^irie,  i837. 

Nesselmann,  V  Algèbre  des  Grecs  y  4842,  (En  allemand.) 

Libri,  Histoire  des  mathématiques  en  Italie^  4855, 

(1)  V Histoire  des  sciences  d'Induction,  de;  l'Anglais  Whewell,  Iraduil  (en 
allemand)  par  Littrow,  1840,  est  le  seul  ouvrage  complet  qui  me  soit  connu 
a  ce  sujet;  et  encore  n'y  considère-t-on  que  brièvement  les  mathématiques 
pures. 
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Quetelet,  Histoire  des  sciences  mathématiques  et  physiques  chez 
les  Belges,  4866. 

Gantor,  Euclide  et  son  siècle^  4867,  (En  allemand.) 

Brcischneider,  la  Géométne  et  les  Géomètres  avant  Euclide^ 
1870,  (En  allemand.) 

Avant  tout,  la  reconnaissance  m'oblige  à  signaler  ici  les 
services  que  m'a  rendus,  par  ses  riches  notes  littéraires,  un 
ouvrage  récemment  publié  par  M.  le  professeur  R.  Wolf, 
cl  dont  le  titre  est  :  Umulbuch  der  Mathemalikj  etc. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 

QUESTION  2. 

^  olation  par  M.  Thokassin,  élève  de  i'Ér^oIe  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 

Un   triannle  rectangle  ABC  est   équivalent  au  rectangle  des 

deux  segments  Ba,  Ca  faits 
sur  t hypoténuse  par  le  point 
de  contact  du  cercle  inscrit. 

Soit  S  la  surface  du  trian- 
gle et  r  le  rayon   du  cercle 
inscrit.  Les  tangentes  à  un 
b'  ~cc~  ^c  cercle    issues    d'un    même 

point  sont  égales,  par  conséquent  : 

CD  =  Ca,  BE  =  Ba 

Nous  avons  donc  : 

AB  =  Ba  +  r,  AG  =  Ca  +  r 

donc  : 
2S  =  AB  .  AG  =  Ba  .  Ca  +  Ba  .  r  +  Ca  .  r  +  r^ 

Mais  le  carré  ADOE  a   pour  surface  r-,   le    quadrilatère 

BaOE  a  pour  surface  Ba  .  ?-,  le  quadrilatère  GaOD  a  pour 

surface  Ca  .  r  ;  donc  : 

2S  =  Ba  .   Ca  +  S 

d  )nc  enlin; 

S  =  Ba  .  Ca 

c.  q.  f.  d. 
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QUESTION  6. 

Solution  par  iH.  Thomassin,  élève  de  1  école  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 

Si  Von  considère  les  triangles  formés  par  Vun  des  calés  d'un 
polygone  et  les  prolongemenUi  des  côtés  adjacents,  tes  angles  de 
ces  triangles  formés  par  les  prolongements  des  côtés ,  ont  une 
somme  égale  à  autant  de  fois  deux  angles  droits  quil  y  a  de 
côtés  moins  quatre. 

Soit  ABGDE...  un  polygone  convexe  de  n  côtés,  soient 
P,  Q,  R...  les  angles  formés  par  le  prolongement  des  côtés 
non  consécutifs.  P  est  l'angle  opposé  au  côté  AB,  Q  est 
Tangle  opposé  au  côté  BG...  (Le  lecteur  est  prié  de  faire 
la  figure.) 

Dans  le  triangle  PAB,  en  nommant  A  et  B  les  angles 
intérieurs  du  polygone  donné,  ona:P  =  A  +  B  —  2. 

Ce  principe,  facile  à  démontrer,  étant  admis,  nous  aurons 

successivement  ; 

P  =  A  +  B  —  2 

Q  =  B  +  G  —  2 

R  =  G  +  D  —  2 

donc  :  P  +  Q  +  R  +...    =  2(A  +  B  +  G...)  —  2n 

=  4(n  —  2)  —  2n 

=   211—8 

=  2(n  —  4) 
0.  q.  f.  d. 

QUESTION  9. 
Solution  par  M.  Huc^  élève  du  Lycée  de  Saint-Omer. 

Deux  cercles  dont  les  rayons  sont  r  et  r'  sont  tangents  exté- 
rieurement. On  leur 
mène  une  tangente 
commune  extérieure, 
puis  on  détermine 
un  cercle  qui  touche 
cette  droite  et  les 
deux  cercles  don- 
nés. Démontrer  que 
le  rayon  "x.  de  ce 
cercle  est  donné  par 
la  relation* 
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yj  X  V  r         V  '"' 

Menons  par  0''  une  parallèle  à  la  tangente  commune  CD 
ol  par  D  une  parallèle  à  la  ligne  des  centres  00'. 
Le  triangle  0'0"M  donne  : 

ïnP  =  (7-'  +  xf  —  (r  —  x'y^  =  ^r'x 


d'où 

De  même  : 

donc  ; 

Mais  on  a  aussi 

donc  : 
Donc  enfin  : 

Ou  bien  : 


0"M  =  2  V  '  '^^ 

0"N  =  2  vjif  

CD    =  2  V  ''  •^'  +  2^7-0; 

CÏÏÏ  =  (r  +  r')-2  —  (r  —  r'f  =  ^rr 
CD    =  2  \J17 

y   /t'  =r  y   r'x  +  V  ^^ 


^  o; 


V  r 


+ 


V  r' 


c.  q.  f.  d. 


QUESTION  13. 
!toliitlon  par  M.  Joibe,  élève  du  Lycée  de  Saint-Omer. 

Etant  donné  un  point  P  sur  la  bissectrice  OX  iVun  angle  AOB 

par  le  point  P,  on  mène  une  droite 
CPD  rencontrant  OA  en  C  et  OB  en 
D.  On  abaisse  les  perpendiculaii*es 
CF,  DE,  5wr  la  bissectricCy  puis^ 
\  prenant  le  milieu  I  de  OV,  on  décrit 

sur  lE  comme  diamètre  une  circon- 
^' 5ç  [érence  qui  coupe  en  M  la  perpendi- 
culaire CF.  Trouver  le  lieu  géomé- 
trique du  point  M  lorsque  CD  tourne 
autour  du  point  P. 

Le  faisceau  (C,  GEDM)  est  har- 
monique, car  la  droite  DG  paral- 
\»     lèle  au  rayon  CM  est  partagée  par 
les  deux  autres  en   deux   segments   égaux.  OX    coupe   les 
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quatre  rayons  du  faisceau,  et  I  est  le  milieu  do  OP,  doue 

on  a  :  

ÎT*  =  FI  X  El 

Mais  FI  X  El  =  IM-,  donc  DI  est  constant,  et,  par  suite 
le  lieu  est  une  circonférence  dont  le  rayon  est  IP. 

Si  on  fait  tourner  la  sécante  CD  autour  du  point  P,  on 
voit  que  lorsque  G  aura  dépassé  G'  la  circonférence  décrite 
sur  lE'  comme  diamètre  ne  coupera  plus  G'F'.  Le  lieu  n'est 
donc  pas  la  circonférence  toute  entière,  c'est  seulement  la 
demi-circonférence  M'PM. 

On  peut  aussi  démontrer  le  théorème  par  la  trigonométrie. 


QUESTIONS  PROPOSEES 

17.  —  A  est  Taire  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  une 
circonférence,  et  B  Taire  du  polygone  semblable  circonscrit; 
B  —  A  est  équivalent  à  Taire  du  polygone  régulier  sembla- 
ble inscrit  dans  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  le  côté 
de  B,  ou  bien  encore  du  polygone  régulier  circonscrit  à  la 
circonférence  qui  a  pour  diamètre  le  côté  de  A. 

18.  —  Deux  cercles  étant  dans  un  môme  j)lan,  et  les  tan- 
gentes communes  intérieures  se  coupant  à  angle  droit,  Taire 
du  triangle  formé  par  ces  tangentes  et  une  tangente  com- 
mune extérieure  est  équivalente  au  rectangle  des  rayons. 

19.  —  Un  point  fixe  0  est  donné  dans  un  angle  plan  A. 
Par  0,  on  mène  une  transversale  rencontrant  les  côtés  de 
Tangle  en  B  et  en  G.  s  et  s  sont  les  aires  des  triangles  OAB, 

OAG;  démontrer   que  la  somme  —  +  — r   est  constante 

s  s 

quelle  que  soit  la  manière  dont  on  mène  les  transversales. 

20.  —  Gonstruire  le  pentagone  ABGDE,  connaissant  les 
côtés  EA,  AB,  BG,  les  diagonales  AD,  BD,  Tangle  D  et  le 
rapports  des  côtés  DG,  DE. 

21.  —  Démontrer  que  si  Ton  prolonge  dans  le  même  sens 
les  côtés  d'un  hexagone  régulier,  de  longueurs  égales  à  ces 
côlés,  et  si  Ton  joint  les  extrémités  de  ces  prolongements. 
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on  forme  un  autre  hexagone  régulier  dont  la  surface  est 
triple  de  celle  du  premier. 

22.  —  On  donne  deux  points  fixes  A  et  B.  Déterminer  le 
lieu  géométrique  d'un  point  variable  G  tel  qae  la  surface 
du  triangle  AGB  soit  équivalente  à  celle  du  triangle  équi- 
latéral  AGD  construit  sur  AG  comme  base. 

23.  —  Un  triangle  isoscèlc  ABG,  mobile,  a  deux  côtés  AB 
elAG  égauxà  une  longueur  donnée.  Le  sommet  A  décrit  une 
circonférence  donnée  0  et  les  deux  sommets  B  et  G  se  meu- 
vent sur  une  autre  circonférence  également  donnée  0;  Trou- 
ver le  lieu  géométrique  du  symétrique  du  point  A  par 
rapport  à  BG. 

24.  —  Un  cercle  étant  circonscrit  à  un  triangle  xiBG,  par 
un  point  D  du  plan,  on  mène  les  ligues  DB,  DG  coupant  le 
cercle  en  P  et  Q.  Les  droites  qui  passent  par' les  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  de  P  et  Q  sur  les  côtés  du  tri- 
angle se  coupent  en  S  sous  un  angle  égal  à  la  différence 
des  angles  A  et  D. 

(The  Educational  Times.) 

25.  —  Mener  une  ligne  droite  parallèle  à  une  direction 
donnée  et  coupant  un  demi-cercle  de  telle  manière  que  le 
trapèze  formé  par  la  corde,  le  diamètre  et  les  ordonnées 
des  extrémités  de  la  corde,  soit  maximun. 

(The  Educational  Times,) 

26.  —  Construire  un  triangle  connaissant  la  somme 
a  -\-  b  de  deux  côtés,  la  médiane  correspondant  au  côté  b, 
et  la  hauteur  correspondant  au  côté  a. 


CORRESPONDANCE 

Nous  recevons  de  notre  savant  ami  J.  Houël,  professeur 
à  la  Faculté  de  Bordeaux,  une  lettre  d'encouragements, 
qui  contient  en  môme  temps  d'excellentes  remarques.  Nous 
les  communiquons  à  nos  lecteurs. 

La  proposition  XX  du  premier  livre  d'Euclide  (un  côté  dun  triangle 

est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres)  est  susceptible  de  plusieurs 
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autres  démonstrations,  dont  une  très-élégante,  qui  se  trouve  dans  le  Com- 
mentaire de  Proclus,  et  qui  est  attribuée  à  Héron. 

Soit  ABC  un  triangle,  AD  la  bissectrice  de  l'angle  A  ;  par  la  proposition 
XVI  d'Euclide,  l'angle  ADC  >  BAD,  et  par  suite  >  DAC  ;  donc  le  côlé 
AC  est  plus  grand  que  le  segment  DC  (prop.  XIX).  Par  la  même  raison, 
BB  >  BD;  donc 

AB  +  AC  >  BD  +  DC  c.  q.  f.  d. 

Il  est  avantageux  de  choisir,  parmi  les  différentes  démonstrations  d'un 

même  théorème,  celles  qui  sont  indépendantes  de  l'axiome  des  parallèles  et 
de  la  propriété  des  lignes  droites  de  ne  pouvoir  se  couper  deux  à  deux  en 
plus  d'un  point.  Car  ces  démonstrations  peuvent,  plus  tard,  s'appliquer  sans 
y  changer  un  mot,  à  la  géométrie  de  la  sphère.  Exemple  :  l'égalité  de  deux 
angles  trièdres  qui  ont  leurs  faces  respectivement  égales. 

Il  en  est  autrement  pour  les  démonstrations  qui,  comme  celle  de  la  propo- 
sition XVI  d'Euclide,  supposent  essentiellement  que  les  côtés  d'un  angle  ne 
se  rencontrent  qu'au  sommet.  Cette  démonstration  n'est  applicable  au  triangle 
sphérique  qu'avec  des  restrictions  qui  en  détruisent  en  général  l'utilité. 
Aussi  est-on  obligé,  pour  démontrer  qu'un  côté  dun  triangle  sphérique 
estmoindre  que  la  somme  des  deux  autres,  de  suivre  une  autre  marche,  en 
s'appuyant  sur  ce  qui  a  été  démontré  pour  les  triangles  rectil ignés. 

Les  auteurs  de  Traités  de  Géométrie  devraient  s'appliquer,  plus  qu'ils 

ne  le  font  généralement,  à  faire  bien  voir  les  différents  aspects  sous  lesquels 
une  même  proposition  peut  être  présentée.  En  mêni-î  temps  qu  ils  éviteraient 
ainsi  beaucoup  de  doubles  emplois,  ils  feraient  mieux  pénétrer  l'élève  dans 
le  fond  du  sujet,  en  lui  montrant  des  analogies  et  des  identités  qui,  sans 
cela,  lui  demeurent  longtemps  cachées.  Ainsi  les  propriétés  du  triangle 
isoscèle,  par  des  modifications  dans  la  manière  de  les  énoncer,  deviennent 
immédiatement  des  propriétés  fondamentales  du  cercle,  sans  qu'il  soit 
besoin  de  recommencer  la  démonstration. 

Archimède  a  énoncé  le  premier  (parmi  les  auteurs  dont  les  écrits  nous 

sont  parvenus)  les  relations  d'inégalité  existant  entre  les  longueurs  d'une 
droite  et  d'une  courbe  terminées  aux  mêmes  extrémités,  et  entre  les  aires  d'un 
plan  et  d'une  surface  courbe  terminés  au  même  contour.  Il  n'a  pas  pré 
sente  ces  énoncés  comme  des  principes, mais  comme  deshypolhèscs  (inco6é«tç), 
et  il  me  semble  que,  sauf  le  manque  d'une  conception  nette  de  l'idée  de 
limite,  ces  énoncés  reviennent  pour  le  fond  aux  délinitions  modernes  de 
la  longueur  d'une  ligne  courbe  et  de  l'aire  d'une  surface  courbe.  C'est 
comme  si  l'on  définissait,  par  exemple,  la  longueur  de  la  circonférence: 
une  longueur  plus  grande  que  celle  de  tous  les  périmètres  inscrits  et  plus 
petite  que  celle  de  tous  les  périmètres  circonscrits.  Ainsi  les  idées  d' Archi- 
mède me  semblent  très-voisines  des  idées  modernes,  tandis  que  celles  des 
partisans  de  la  prétendue  déQnition  de  la  ligue  droite  en  sont  séparées  par 
un  abime. 

Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 
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APPLICATION 

DE  LA 


THEORIE  DES  DETERMINANTS 

a  la  résolution  et  a  la  discussion 
d'un  système  de  deux  Équations  du  premier  degré  a  deux  inconnues 


Théorème  ±.  —  Si  le  déterminant 

a  b 


A  = 


ab' 


=  ab'  —  ba' 


des  coefficients  des  inconnues  est  différent  de  zéi^o^  le  système  des 

équations 

.,x  l  ax  +  6y  +  c  =  o 

^^  (  a'x  +  fe'y  +  c'  =  o 
a  une  solution  unique  et  finie. 

En  effet,  si  A  est  différent  de  zéro,  b  et  V  ne  sont  pas 
nuls  tous  deux  ;  6',  par  exemple,  est  différent  de  zéro  et 
Ton  peut  tirer  y  de  là  seconde  par  la  formule 

(â)      y  = ^— 

Substituons  dans  la  première,  nous  obtiendrons  Téquation  : 

{aV  —  6a')  X  -\'  cV  —  bc  =  o 
ou 


(3) 


a  b 
a'  b' 


X  + 


c  6 
c  b' 


=  o 


qui  forme  avec  l'équation  (3)  un  système  équivalent  au  pro- 
posé, (en  vertu  d'un  principe  dont  la  démonstration  est  fa- 
cile); 

De  l'équation  (3)  nous  tirons  : 

c  6 


X  =z  — 


c  V 


a  b 
a'  6' 


valeur  déterminée  et  finie.  L'équation  (2)  nous  fait  ensuite 
trouver  y  sans  impossibilité  ni  indétermination.  Le  système 
a  donc  une  solution  unique  et  déterminée. 

Remarcpie.  —  Gomme  A  est  différent  de  zéro,  l'un  des 
coefficients  a,  a'  au  moins  est  différent   de  zéro  ;   on  peut 

JOURNAL  DE  MATF.  1877.  5 
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donc  employer,  pour  le  calcul  de  y,  un  procédé  semblable 
à  celui  que  nous  venons  de  développer  pour  ce  et  Ton  obtient: 

a  c 


y  =  — 


a'C 


a  b 
a  h' 


Ces  deux  formules  indiquent  une  loi  facile  à  retenir  que 
Ton  trouve  dans  tous  les  ouvrages  d'algèbre  :  le  numérateur 
se  forme  du  dénominateur  en  remplaçanl  par  c  le  coefficient  de 
Vinconnue  que  Fon  cherche. 

Applicatiôii.  —  Résoudre  : 

3a;  +  Sj/  =  86 
yx  —  2y  =  23 
on  a  immédiatement  : 
86      5 

—  172  —  ii5     

—    6  —  35 


a:  =  + 


23  — 2 


y  =  + 


=  + 


287  _ 


4' 


=  7 


69  —  602       

—  4»  "~ 


533 
4' 


=  i3 


s=r  06'  —  ba' 


Théorème  2.  —  Si  le  déterminant  d^s  coefficients  des 
inconnues 

est  nul,  les  équations 

ax  -{-  by  -{-  c  =i  o 

àx  4-  6'y  +  c'  =  G 
sont  en  général  incompatibles;  par  exception  e/te^  rentrent  Tune 
dans  Vautre.  —  En  d'autres  tei^mes^  il  y  a  en  général  impos- 
sibilité^ par  exception  indétermination, 

l"*  Supposons  A  =  o,  mais  admettons  que  les  quatre  coeffi- 
cients a,  b,  a',  b'  ne  soient  pas  tous  nuls,  et  soit  b'  ^  o. 
Considérons  le  déterminant  : 

ax  +  by  -\'  c      b 

àx  +  fc'y  +  ^'     à' 
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c'est  le  déterminant  A  où  Ton  a  conservé  la  colonne  renfer- 
mant le  coefficient  6'  différent  de  zéro  et  oii  Ton  a  reip- 
placé  les  termes  de  Fautre  colonne  par  les  premiers 
membres  des  équations. 

Ce  déterminant,  développé  en  sommes,  d'après  la  propriété 
8  (voir  page  H),  devient,  quels  que  soient  a?  et  y  : 

c  b 


c'b' 


=  cV  —  ftc' 


D'un  autre  côté,  soit  Xi  y^  une  solution  de  l'équation 
ax  •{-  Vy  +  c  =^0^  qui  en  a  une  infinité,  parce  que  b'  n'est 
pas  nul.  Pour  cette  solution,  le  même  déterminant  devient: 
aa?i  +  fcj/i  +  c      6 


6' 


=  {a^x  +  by^  +  c)  b' 


donc 


(ofiCi  +  6yi  +  c)  6'  =  cb'  —  bc  = 


c  6 
c'  b' 


le  second  membre  n'est  pas  nul  en  général^  V  n'est  pas  nul, 

donc  axy  -f*  i^i  -h  ^  ^^^  différent  de  zéro,  Donc  :  en  général 

aucune  des  solutions  de  la  seconde  ne  satisfait  à  la  première; 

les  équations  données  sont  incompatibles. 

Mais  si  par  exception 

c  b 


cb'  —  6c'  = 


c'b' 


=  o 


toute  solution  de  la  seconde  ccj  yy  satisfait  à  la  première; 
les  équations  se  réduisent  à  une  à  la  seconde;  il  y  a  indéter- 
mination. 

c  b  I 

se  forme  de  A  en    conservant  la 


Le  déterminant 


c'  b' 


colonne  où  se  trouve  le  coefficient  b'  différent  de  zéro  et 
en  remplaçant  les  nombres  de  l'autre  colonne  par  c,  c. 

^  Supposons   maintenant  A  =  o   et   eu   même  temps 
0  =  6  =  a  =  6'  =  o. 
Les  équations  deviennent 

o  .  X  '\-  o  .  y  =  c 

o  .  X  -\-  o  .  y  =1  c 

11  y  a  impossibilité  si  c  et  c'  ne  sont  pas  nuls  tous  deux. 

Il  y  a  indétermination  si  c  =  c  =  o.  Cette  indétermination 

a  cela  de  particulier  que  ae  et  y  sont  arbitraires  et  indi'pen- 
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dants  Tun  de  Tautre,  tandis  que  dans  le  cas  précédent  œ 
et  1/ dépendaient  l'un  de  l'autre;  Tune  seule  des  inconnues 
pouvait  être  choisie  arbitrairement. 

Remarcpie  I.  —  Les  réciproques  des  propositions  pré- 
cédentes sont  vraies.  Les  voici  ; 

l**  Si  le  système  des  deux  équations  a  une  solution  uni- 
que et  finie,  le  déterminant 

a  b 


^  =  '  ^,  ^.,     =  aV  —  ba 
a  0 

est  différent  de  zéro. 

2®  Si  le  système  de  deux  équations  n*a  pas  de  solutions 
ou  en  a  une  infinité,  le  déterminant  A  est  nul. 
Ces  réciproques  se  démontrent  par  la  réduction  à  Vabsurde. 

Remarque  II.  —  Nous  ne  séparons  pas  la  résolution 
de  la  discussion,  parce  qu'on  ne  comprend  bien  les  restric- 
tions qui  se  rapportent  au  calcul  de  la  résolution^  qu'en  les 
mettant  en  évidence  au  moment  même  oîi  l'on  en  a  besoin 
pour  continuer  les  calculs. 

La  discussion  abstraite  que  nous  avons  faite  se  complète 
dans  les  applications,  par  l'examen  des  cas  particuliers 
remarquables  et  l'interprétation  des  solutions  négatives,  s'il 
y  a  lieu.  Les  coefficients  abc  a'b'd  sont  des  fonctions  de^ 
données  qui  peuvent  prendre,  en  général,  des  valeurs  posi- 
tives, nulles  ou  négatives.  J.  B. 
[A  suivre.) 


QUELQUES  REFLEXIONS  SUR  LES  CALCULS 

nmnôriqaes  imposés  aux  élèves  dans  divers  oonoours. 


Nous  nous  sommes  demandé  depuis  longtemps  pourquoi 
les  Ministères  de  la  Guerre,  de  la  Marine,  et  des  Finances 
exigent  des  candidats  à  l'École  Polytechnique,  à  l'École 
de  Saint-Cyr,  à  l'École  Navale,  à  l'École  Forestière,  l'usage 
des  tables  de  logarithmes  à  sept  décimales  dont  le  manie- 
ment est  pénible  et  difficile.  Nous  croyons  que  l'ignorance 


—  69  — 

des  conditions  dans  lesquelles  se  font  les  calculs  pratiques 
et  surtout  peut-être  la  routine  sont  les  causes  principales 
de  cette  singularilé. 

Depuis  plus  de  trente  années  les  candidats  résolvent  un 
triangle  dont  les  données  sont  semblables  à  celles-ci  : 

a  =  543842»,432  1   a  =  956825™,43 

b  =  675456",323      ou  bien  |  b  =  6j2^'j^2'^,5^ 
c  =  786945",342  f  G  =  28^35  42"56     ' 

Il  n'y  a  aucune  raison,  ce  semble,  de  modifier  Té- 
nonce  de  ces  problèmes,  très-propres  à  exercer  les  élèves 
au  maniement  des  tables  à  sept  décimales.  Voilà  pourquoi 
ces  problèmes  reviennent  chaque  année,  et  continueront, 
malgré  nos  réflexions,  à  faire  longtemps  encore  partie  des 
épreuves  d'entrée  à  la  première  École  de  France. 

On  ne  peut  cependant  pas  lire  Ténoncé  de  pareilles 
questions  sans  sourire. 

Les  physiciens  les  plus  habiles  n'atteignent  qu'excep- 
tionnellement la  5®  figure  dans  leur  déterminations  numé- 
riques. Dans  l'arpentage,  la  mécanique  appliquée,  les  arts 
usuels,  on  connaît  les  grandeurs  mesurées  avec  trois  figures 
rarement  avec  quatre,  jamais  avec  cinq  (1).  En  donnant 
aux  élèves  des  longueurs  exprimées  avec  huit  ou  neuf 
figures,  on  leur  impose  des  calculs  irrationnels  et  de  plus 
on  leur  fausse  l'esprit. 

L'angle  d'une  seconde  est  celui  sous  lequel  on  verrait 
un  mètre  à  la  distance  de  200  kilom.  Cet  angle  n'existe 
donc  que  dans  les  recherches  délicates  d'astronomie.  Quant 
aux  dixièmes,  aux  centièmes  de  seconde,  ils  n'existent  que 
dans  notre  imagination.  Parler  de  pareilles  fractions  aux 
élèves,  c'est  évidemment  les  induire  en  erreur  relativement 
aux  applications  des  sciences. 

Il  y  a  plus  :  nos  écoles  sont  destinées  à  former  des  in- 
génieurs ou  des  ofliciers  qui,  non-seulement  n'auront  ja- 
mais à  faire  des  calculs  de  précision,  mais  qui  seront 
obligés  de   se   contenter  d'une    très-faible   approximation 

(1)  Nous  laissons  de  côté  les  calculs  de  finance,  dont  les  données  peuvent 
avoir  un  nombre  considérable  de  figures  exactes. 
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dans  les  données  de  leurs  opérations.  Que  dire  des  données 
ci-dessus  pour  les  candidats  à  ces  écoles? 

C'est  un  principe  de  bon  sens  que  les  résultats  éCun  calcul 
ne  sont  pas  pltbs  approchés  que  les  données.  Donc  si  les  don- 
nées des  calculs  pratiques  n'ont  généralement  que  trois 
figures,  rarement  quatre,  très-exceptionnellement  cinq, 
qu'avons-nous  besoin  de  cette  énorme  machine  qu'on  nomme 
table  à  sept  décimales,  lourde  à  porter,  embarrassante,  longue 
à  feuilleter?  Pour  tuer  une  souris,  faut-il  donc  la  massue 
d'Hercule? 

Pour  opérer  rationnellement  suivant  le  fprécepte  de  Jé- 
rôme de  La  Lande  (1),  il  faudrait  bannir  de  nos  classes  les 
tables  à  sept  décimales  et  se  servir  des  tables  à  cinq  déci- 
males. Le  plus  souvent  même  une  table  à  quatre  décimales, 
qui  tient  sur  une  feuille  de  carton,  peut  suffire  aux  appli- 
cations. La  plus  commode,  la  plus  facile  à  manier  est  sans 
contredit  la  table  graphique  nommé  règle  à  calculs.  Un 
praticien  n'a  jamais  besoin  d'en  consulter  une  plus  compli- 
quée. 

L'illustre  M.  Leverrier,  qui  a  une  longue  expérience  des 
calculs  numériques  rationnels,  avait  déjà  fait  des  critiques 
semblables  aux  nôtres,  dans  les  délibérations  de  la  commis- 
sion chargée  en  1852  du  remaniement  de  nos  programmes 
d'enseignement.  Le  résultat  fut  la  proscription  des  tables 
de  Gallet.  Mais  les  programmes  ont  été  de  nouveau  rema- 
niés, les  vieux  usages  ont  repris  le  dessus  et  l'on  a  remis 
entre  les  mains  des  élèves  les  tables  à  sept  décimales. 

Nous  espérons  néanmoins  que  nos  réflexions  nouvelles 
auront  quelque  portée  et  que  les  professeurs  chargés  de 
choisir  les  compositions  finiront  par  comprendre  que  les 
exercices  pratiques  proposés  aux  candidats,  doivent  avoir 
quelque  rapport  avec  ceux  qu'on  rencontre  dans  la  pratique. 

En  attendant  la  sage  réforme  que  nous  demandons,  cou- 


(1)  De  La  Lande  dit  dans  la  préface  de  ses  petites  tables  à  cinq  décimales: 
c  J'ai  calculé  quelques  centaines  d'éclipsés  et  je  n'ai  presque  jamais  em- 
ployé d'autres  tables  que  celles  que  je  publie,  parce  que  mon  expérience 
m'a  fait  voir  que  l'on  a  presque  jamais  dans  l'observation  une  précision 
qui  exige  d'autres  tables.  » 
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tinuons  à  apprendre  aux  élèves,  les  moyens  de  corriger 
scrupuleusement  leurs  nombres  et  leurs  logarithmes  par 
une  interpolation  consciencieuse  poussée  jusqu'à  la  septième 
figure  au  moins,  et  de  calculer  les  angles  des  triangles 
jusqu'aux  centièmes  de  seconde,  conformément  aux  pro- 
grammes et  aux  indications  des  données. 

J.  B. 


DISPOSITION  DES  CALCULS  LOGARITHMIQUES. 


L'expérience  nous  a  appris  que  pour  éviter  les  fautes  de 
calcul  dans  les  opérations  numériques,  il  faut  disposer  les 
chiifres  avec  beaucoup  d'ordre  et  avoir  toujours  le  même 
ordre  pour  les  opérations  semblables.  Voici  le  type  suivant 
lequel  nous  opérons,  et  nous  conseillons  aux  élèves  de  l'a- 
dopter, après  avoir  répété  nos  calculs  afin  de  les  mieux 
comprendre. 

Nous  nous  sommes  servis  des  tables  de  Schron,  plus 
commodes  que  celles  de  Callet  et  de  Dupuis. 

On  voit  que  notre  procédé  consistera  éloigner  sur  la  droite 
les  calculs  auxiliaires  d'interpolation,  en  indiquant  par  des 
points  les  nombres  auxquels  ils  se  rapportent.  Nous  suppri- 
mons toutes  les  autres  indications,  qui  nous  paraissent 
inutiles. 

Nous  recommandons  aux  élèves  l'usage  du  point  qui  sé- 
pare en  deux  la  mantisse  d'un  logarithme.  Il  sert  à  éviter 
de  nombreuses  erreurs,  parce  qu'il  facilite  la  lecture  du 
logarithme  et  qu'il  permet  de  faire  correspondre  plus  faci- 
lement les  chiffres  de  jnème  ordre,  quand  on  a  des  log.  à 
ajouter. 

Dans  le  calcul  des  lignes  trigonométriques  nous  mettons 
entre  parenthèse  la  diflférence  tabulaire  (779)  afin  de  fixer 
l'attention  sur  la  table  d'interpolation  à  prendre  pour  les 
corrections. 
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Calcul  db  log  a.    (a  est  donné.) 
a  s=i  57847,642 

log  a   ra  4,762.2856 2808 

colog  a  =  5,237.7144  45^0 

3,00 
i5o 
Calcul  de  a.    [log  a  est  donné,) 

log  a  =  3,847.5795 

o  ==  7040,1113 5795 

5788 

7 

8 
6,2 

18 
Calcul  de  log  tang  a.    (a  est  donné,) 

a  =  27»  38'  45'',6 

log  Ig  a  =7,719.1739 1452  (5i2) 

colog  tg  a  =  0,280.8261  256,o 

3o,72 
Calcul  de  log  cos  a.    {&  est  donné,) 
a  =  57*  28  42'',7 

log  cos  0  =  7,730.4719 4478  (33o) 

colog  cos  a  =  0,269.5281  2 3 1,0 

9,90 
Calcul  de  a.    {log  sin  a  est  donné.) 

log  sin  a  =  ",458.5742 

a  =  i6-  42'  2o*,97 5742 

5674  (702) 
680 
63 1,8 

482 
Calcul  de  a.    [log  cotg  a  est  donné.) 

log  cotg  a  =  0,532.4847 

o  =  16  21'  i3,i6 4847 

509J  (779) 

246 
233,7 

123 

77.9 
45 1 

(A  suivre) 
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CUBES  ÉGAUX 

à  la  somme  de  trois  on  quatre  oubes  entiers, 

1.  Trouver  quatre  nombres  entiers  consécutifs,  tels  que  le 
cube  du  plus  grand  soit  égal  à  la  somme  des  cubes  des  trois 
autres. 

Représentons  par  x  le  plus  petit  de  ces  quatre  nombres 
entiers  consécutifs;  les  trois  suivants  seront  :  X'\'  ijX  -{-  2, 
ce  4"  3.  Nous  devons  avoir 

ce?  +  {x  +    i)3   +  (x  +  2)3  ~  (.X  +   3)3, 

OÙ,  en  développant, 

x3  4.  a?3  +  Sec»  +  3x  +  I  +  x^  +  6x^  +  12a;  +  8  = 

Faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre 

et  réduisant,  nous  en  tirons  Tégalité 

2fic3  —  12a;  —  18  =  0, 

et,  en  divisant  par  2, 

x^  —  6x  —  9  =  0. 

Cette  équation  peut  s'écrire 

ce*  —  gx  -}-  3x  —  9  1=  o, 

ou 

X  {x^  —  9)  +  3(a?  —  3)  =  o. 

Puisque  a;*  —  g  =  (x  +3)  {x  —  3),  nous  pouvons  la 

mettre  sous  la  forme 

a;(a;  +  3)  (a;  —  3)  +  3(aî  — «  3)  =  o. 

et,  en  mettant  le  facteur  x  —  3  en  évidence, 

{x^  +  3a;  +  3)  (a;  —  3)  =  o. 

On  peut  satisfaire  à  cette  équation,  soit  en  posant 

x^  -}-  3x  -{-  3  =  o, 

soit  en  faisant 

X  —  3=0, 

ce  qui  nous  donne  a;  =  3. 

Les  quatre  nombres  cherchés  sont  donc 

3,  4,  5  et  6. 

En  effet,  on  a 

3s  4-  43  ^  53  =:  27  +  64  +  125  =  216  =  6^ 

JOURNAL  DB  MATH.  1877.  6* 
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L'équation  cc^  -|-  Sa?  +  3  =  o  fournit  par  x  les  valeurs 


imaginaires  x  =  —  —  (3  zfc  V  —  ^)>  î^i  ^^  sauraient  con- 
venir  à  la  question. 

2.  Il  existe  même  des  cubes  entiers,  qui  peuvent  se  sé- 
parer en  quatre  cubes  entiers. 

Pour  le  faire  voir,  nous  n'avons  qu'à  avoir  recours  à 
l'identité 

(a  +  6  -f-  c)3  =  (6  +  c  —  a)3  +  (c  +  a  —  6)5  + 

(a  +  6  —  c)5  +  24060, 
qu'il  est  aisé  de  vérifier. 

Si  nous  y  donnons  à  a,  6  et  c  des  valeurs  entières  telles 
que  le  produit  Zahc  soit  un  cube,  le  second  membre  sera 
une  somme  de  quatre  cubes  entiers. 

Dans  certains  cas,  l'un  de  ces  quatre  cubes  pourrait  être 
négatif  :  cela  arriverait  chaque  fois  que  l'un  des  trois  nom- 
bres a,  6,  c,  serait  plus  grand  que  la  somme  des  deux 
autres. 

3.  Exemples.  —  Posons  o=3,  6  =  4,  c-=r6;  nous  trou- 
vons que 

a-|-64-c=  i3,  6  +  c  —  fl  =  7,  c  +  «  —  6=5, 
a  +  6  —  c  =  I,  24060  =  12^; 
de  sorte  qu'on  a 

133=    12»  +  73-1-   53   +    l3. 

Pour  a  =  18,  6  =  20,  c  =  25,  on  obtient 
633  z=  6o3  +  273  +  233  ^-  133. 
Il  vient  donc 

,       633  =  6o3    +   273  +   233  +    123   ^   73   ^    53   ^    i3, 

ou 

251047  :=  216000  -|-  19683  +  I2167  +  '728  -4-  ^43  + 

125  4"  ï" 


ETUDES  DE  MAXIMA  ET  MINIMA 

par  H.  Coches. 

Fermât  dans  une  de  ses  lettres  à  Pascal  et  à  Roberval, 
23  août  1636,  fait  connaître  que  parmi  ses  découvertes,  ce 
qu'il  estime  le  plus  «  est  une  méthode  pour  déterminer  toutes 
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»  sortes  de  problèmes  plans  et  solides,  par  le  moyen  de 
A  laquelle  je  trouve  Tinvention  :  maximœ  et  minimœ^  in  onv' 
»  nibus  omnino  problematHrus,  et  ce  par  une  équation  aussi 
»  aisée  que  celles  de  Tanalyse  ordinaire.  » 

Il  y  a  encore,  dit-il,  a  infinies  questions  que  je  n'aurais 
»  jamais  pu  résoudre  sans  cela,  comme  les  deux  suivantes  : 

j>  1^  Dans  une  sphère  donnée  inscrire  le  cône  de  la  plus 
»  grande  surface,  y  compris  la  base. 

»  9^  Dans  une  sphère  donnée  inscrire  le  cylindre  de  la  plus 
»  grande  surface,  les  deux  bases  comprises.  » 

«  Ma  méthode,  ajoute-lril,  ne  sert  pas  seulement  à  ces 
))  questions,  mais  à  beaucoup  d'autres  pour  les  nombres  et 
»  pour  les  quantités.  » 

Les  géomètres  contemporains  de  Fermât  ne  saisirent  point 
l'esprit  de  cette  nouvelle  méthode;  ils  ne  la  regardèrent  que 
comme  un  artifice  particulier  applicable  seulement  à  quelques 
cas,  et  sujet  à  beaucoup  de  difficultés.  On  peut  voir  dans  le 
troisième  volume  de  la  correspondance  de  Descartes  (Ams- 
terdam, i714),  ses  lettres  au  père  Mersenne  et  à  Midorge  et 
sa  longue  dispute  avec  Fermât  sur  ce  sujet. 

La  méthode  de  Fermât  repose  sur  le  principe  suivant  qui 
est  considéré  par  lui  comme  fondawiental  {Opéra  varia,  Tou- 
louse 1679). 

«  Si  une  quantité  cherchée  dépend  d'une  variable  ce,  et  si 
»  une  valeur  Xi  de  cette  variable  répond  à  une  valeur  maxi- 
»  mum  ou  minimum  de  la  quantité  cherchée,  x^-^e  répondra 
»  à  la  môme  valeur  de  cette  quantité,  pourvu  qu'on  suppose 
»  l'accroissement  indéterminé  e,  infiniment  petit.  » 

!«'  Exemple.  Appliquons  ce  principe  à  la  recherche  du  mini- 
mum de  la  fonction    acc-j-  — - — 

x-\-7n 

Donnons  à  a;  un  accroissement  s  infiniment  petit,  la  fonction 
devient  : 

a  (x  +  e)  +  7 ; — 7—. — 

^      '     ^        (as  +  e)  +  w* 

D'après  le  principe  posé  par  Fermât  ces  deux  fonctions 

devant  être  égales,  on  aura  pour  déterminer  la  valeur  de 

X  répondant  au  minimum  l'équation 
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a{x  +  e)  +  7 ; — r— ; =  ax  + 


{  X'\-  e)  -\-  m  X  -{-  m 

d'où,  en  développant  et  suprimant  les  quantités  communes  : 

aex^  +  2fnaex  +  a&^x  +  mae*  +  wi'ae  =  6e 
divisant  par  £  les  deux  membres,  il  vient  en  faisant  e  =  o. 


d'oU  a;  = 


-  am  +  V  «6  ^  _  ^  _^  ^6 


a  'a 

La  valeur  de  x  qui  rend  minimum  la   fonction  proposée 
est: 

X  =  —  m  +  V  - 

a 

et  la  plus  petite  valeur  de  la  fonction  est  : 

M  =      —  {am  +  2  v/'oS  ). 

2®  Exemple.  Cherchons  comme  seconde  application  la  valeur 
de  X  qui  rend  maximum  la  fonction 

a  h 

X  4"  w       X  -{-  n' 
Donnons  à  ce  un  accroissement  infiniment  petit  e,  Téquation 
jdu  problème  sera 

a 6  .  o  b 

(X  +  e)  +  m       (a?  +  e)  +  n       x  +  m      x  -\-  n 
ou 

[(ce  +  e)  +  m      X  +  m\~      L(2  +  s)  +  n~x  +  wj 

—  a  e  —  6e 

ou 


(ce  +  m)  (cc+  e  -f  »»)  (^  +  ^  +  «)  (ce  -p  n) 

changeant    les  signes,  divisant  par  e   et    faisant' ensuite 

e  =  o,  il  vient 

a  b 


d'où 


{x  +  m)^""(ce  +  ny 

x-^-n v/6 

x  +  m      y/ô 

m  V  6  —  n^  a 
et  œ=i = =r- 

Va  —  ^6 
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Portant  cette  valeur  de  x  dans  la  fonction  proposée,  on 
trouvera  pour  la  valeur  maximum  de  cette  fraction. 

m  —  n 

3^  E&£ifPLE.  Trouver  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectan^ 
gle  un  point  E  tel  quen  abaissant  de  ce  point  des  perpendicur- 
laires  ED,  EF  sur  les  côtés,  le  rectangle  EDCF  formé  par  ces 
perpendiculaires  et  les  côtés  de  l'angle  droit  du  triangle,  ait  une 
surface  maximum. 

Soient  CD  =  ce,  ED  =  t/  la  base 
et  la  hauteur  du  rectangle,  sa 
surface  sera  S  =  xy  quantité  qui 
doit  devenir  maximum. 

Considérons  un  point  E'  infini- 
ment voisin  de  E  ;  si  m  devient 
ce  +  6,  t/  deviendra  J/  +  '')>  ^  ®M 
étant  des  quantités  infiniment 
petites. 

La  surface  de  ce  rectangle,  infiniment  voisin  du  maximum 
sera 

(^  +  e)  (î/  +  fÙ> 
et  l'équation  du  problème  sera 

xy  —  {x  :^  e)  (t/  +  t)).  (1) 

y  devant  varier  avec  x,  exprimons  cette  dépendance  par 

une  relation  tirée  de  la  similitude  des  triangles  EDA,  BCÀ. 

Nous  aurons 


d'où 


de  même 


d'oîi 


y 

6 

a  —  X 

a 

b  , 

î/=7(a- 

-X), 

y  -\--n 

b 

a  —  (x  +  s) 

a 

y  +  13  =  — l^a  —  (x  +  e).j 

Portant  ces  valeurs  de  j/  et  de  ?/  +  'î  ^^^^  Téquation  (1), 
il  vient  toutes  réductions  faites 
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2XS.  -f-  e*  =  ae 
divisant  les  djBUX  membres  par  e  et  faisant  ensuite  e  =  o, 
on  a  2x  =  a 

d  ou  X  =  — 


et  par  suite  y  =  — 

Il   faut   donc  pour  avoir  le  rectangle  maximum  que  les 
perpendiculaires  soient  abaissées  du  milieu  de  Thypoténuse. 

4"  Exemple.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cylindre  de  surface 

totale  maximum. 

Soient     AB  =  x 

BD  =  y 

le  diambtrb  de  base  et  la  hau- 
teur du  cylindre.  Soit  de  plus 
ç  Tangle  que  fait  AB  avec  le 
diamètre  AD. 

La  surface  totale   du  cylin-r 
dre  est 


21Ç 


(f-)*+ 


xxy 


ou 


'^  [—-  +  «'»] 


et  Texpression  à  rendre  maximum  sera 

Or  X  =  AD  cos  9 

y  ==  AD  sin  9 
et  Texpression  à  étudier  devient 

AD*  (cos*  9+2  sin  9  cos  9; 
ou  simplement  cos*  9  +  siii  29. 

Pour  un   cylindre   infiniment  voisin  9  devient  9  -|-  6  (0 
étant  infiniment  petit), 
et  Ton  a 

cos*  (9  +  ^)  +  sin  2  (9  +  0). 
On  a  d'après  le  principe  de  Fermât 

cos*  9  +  sin  29=  cos*  (9  +  ô)  +  sin  2  (9  +  6) 
équation  qui  doit  nous  faire  connaître  Tangle  9. 
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Cette  équation  nous  donne 
(i)  sin2y  —  sin  2  (9  +  8)  =  cos*  (9  -|-  ^)  —  cos*  9 
=  [cos  (9  +  ^)  +  cos  9]  [cos  (9  +  ^)  —  cos  9] 
or  sin  2 9 —  sin  2  (9  +  8)=:  2  cos [9  +  (9  +  0)]  sin  [9  —  (  9  +  6)] 

cos  (ç  +  6)  -  cos  9  =  2  sin  d±±^  sin  ÎZ±±!) 

2  2 

cos  (f  +  6)  +  cos  f  =  2  cos  ttkB  cos  ^.Iliî±^ 

2  2 

donc  l'expression  (1)  peut  s'écrire,  après  suppression  des 
facteurs  communs 

2  cos  (9  4-  (9  +  6))  =  sin  (9  +  (9  -f  8)). 

Faisons  maintenant  6  =  o,  on  a 

2  cos  29  =  sin  29, 
d*où  tg  29  =  2, 

et  par  suite  i    ,    i    /— 

Le  signe  —  ne  peut-^ètre  pris  devant  le  radical,  car  tg  9 
ne  saurait  être  négatif;  il  s'ensuit  que 


tg,  =  l[V5-i]. 


Expression  qui  est  la  même  que  celle  du  côté  du  déca- 
gone régulier  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  i. 

Par  suite  le  cylindre  de  surface  totale  maximum  est  tel 
que  sa  hauteur  est  au  diametie  de  sa  base  comme  le  côlc 
du  décagone  régulier  est  au  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Remarque,  —  On  se  rend  facilement  compte  de  la  règle  de  Fermât  en 
représentant  la  fonction  par  l'ordonnée  d'une  courbe.  De  part  et  d'autre  de 
l'ordonnée  maxi ma  ou  mlnima  deux  ordonnées  égales  correspondent  à  deux 
valeurs  de  x  différentes,  or.  âP  +  e.  Si  les  deux  valeurs  de  x  qui  donnent 
deux  ordonnées  égales  sont  elles-mêmes  égales,  c'est-à-dire,  si  e  =  o,  la 
valeur  de  x  correspond  alors  au  maximum  ou  au  minimun.  J.  B. 

[A  suivre). 


NOTE  SUR  UN  PROBLÈME  DE  PAPPUS 

L'un  des  problèmes  qui  ont  joui  pendant  longtemps  d'une 
certaine  célébrité  est  le  problème  de  la  duplication  du  cube. 
On  sait  que  la  question  qu'il  fallait  résoudre  était  de  trouver 
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l'arête  d'un  cube  dont  le  volume  fût  le  double  du  volume 
d'un  cube  donné.  Cette  question  est  aussi  connue  sous  le  nom 
de  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles  ;  elle  re- 
vient en  effet  à  trouver  deux  lignes  dont  les  longueurs  soient 
les  moyennes  géométriques  insérées  entre  deux  longueurs 
données. 

Parmi  les  nombreuses  solutions  proposées  par  les  anciens, 
nous  indiquerons  ici  une  solution  due  à  Pappus,  géomètre 
d'Alexandrie,  qui  vivait  vers  le  iv®  siècle  de  l'ère  chrétienne  ; 
elle  est  fondée  sur  un  théorème  que  nous  allons  démontrer, 
et  a  donné  lieu  à  la  construction  d'une  courbe  bien  connue, 
la  cissoïde  de  Dioclès. 
Le  théorème  est  le  suivant  :  Étant  donné  un  demi-cercle  0, 

le  diamètre  AB  et  le  dia- 
E  mètre  perpendiculaire  OC, 

on  mène  une  sécante  BDE 
passant'par  le  point  B,  ren- 
contrant OC  en  D,  et  le 
cercle  en  E,  puis  on  prend 
sur  DB  la  longueur  DF 
A  =  DE,  et  on  joint  le  point 
F  au  point  A  ;  cette  ligne  rencontre  en  H  le  rayon  OC  ;  on 
demande  de  prouver  que  OA  étant  le  premier  terme  et  OH 
le  quatrième  terme  d'une  progression  géométrique,  OD  est  le 
second  terme. 

Il  faut  donc  prouver  que  l'on  a      OH OD^ 

■ÔD""ÔA^ 
Or,  on  a,  dans  les  triangles  semblables  ODB,  EKB, 

OD^  _  EK^  _  KA 

"^  BK^  ""  KB 
OD       FL, 


OB'i 
D'un  autre  côté,  on  a 


=  .^—   par  les  triangles  sem- 


OB       BL 
blables  ODB,  FLB,  et  aussi,  par  les  triangles  semblables, 

FLA.    HOA:        ^  =  ^ 

Multipliaut  membre  à  membre  il  vient 

OD_AL 

OH""BL 


—  81  — 

Mais  d'après  l'hypothèse,  puisque  ED  =  DF^  il  ou  résulte 
OK  =  OL,  et  par  suite  AL  ==  BK,  *BL  =  AK  ;  doue,  eu 
reuversaut  les  rapports,  ou  a 

0H_  KA_OD^ 

OD""  EB""OA* 
Il  résulte  de  là  que  si  Tou  couualt  OH  et  OA,  il  faudra 
trouver  OD,  et  pour  cela  il  faudra  trouver  BP,  ou  détermi- 
ner le  point  F  sur  AH.  C'est  précisément  ce  à  quoi  on  arrive 
au  moyen  de  la  cissoïde  de  Dioclès  ;  on  construit  en  effet 
cette  courbe  de  la  manière  suivante  :  On  mène  par  le  point 
B  une  ligne  BË  rencontrant  en  E  la  circonférence  et  en  un 
point  E'  la  tangente  menée  par  le  point  A  à  la  circonfé- 
rence, puis  on  prend  à  partir  du  point  B  une  longueur  B  F 
égale  à  EE'  ;  le  point  F  est  un  point  de  la  cissoïde.  Il  est  fa- 
cile de  voir  que  si  l'on  construit  cette  courbe  par  points,  son 
intersection  avec  AH  donnera  le  point  qui  est  nécessaire 
pour  le  problème  qui  nous  occupe  ;  car  on  a  BD  iz  DE',  et 
puisque  DE  =  DF,  on  en  déduit  BF  =  EE'. 


CONCOURS  ACADÉMIQUE  DE  DOUAI. 

Dans  un  quadrilatère  BCDE,  on  connaît  trois  côtés  et 
l'angle  formé  par  les  deux  côtés  CD  et  BE  prolongés.  Cal- 
culer le  4«  côté  DE. 

.Donner  les  conditions  que  doit  remplir  ce  quadrilatère 
pour  que  tous  les  rectangles  qu'on  lui  circonscrira  soient 
semblables. 


ACADÉMIE  DE  POITIERS. 
Concours  de  1875. 

i.  Démontrer  que  tout  point  de  la  circonférence  dont  le 
centre  est  l'un  des  foyers  et  le  rayon  égal  au  grand  axe 
d'une  ellipse  peut  être  pris  pour  l'un  des  sommets  d'un  tri- 
angle à  la  fois  inscrit  à  la  circonférence  et  circonscrit  à 
l'ellipse. 

2.  Par  un  point  A  pris  dans  le  plan  d'un  cercle  mener  une 
droite  telle  que  la  portion  AM  de  cette  droite  comprise  entre 
A  et  la  circonférence  ait  un  rapport  donné  avec  la  distance 
de  la  droite  AM  au  centre  du  cercle. 
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Gonoonrs  de  1876. 

1.  Déterminer  un  triangle  connaissant  Tun  des  angles 
ainsi  que  la  médiane  et  la  hauteur  issues  du  sommet  de  cet 
angle.  (Question  posée  en  4855  au  concours  général.) 

2.  Étant  donnés  un  angle  dièdre  et  une  droite  joignant 
un  point  de  Tune  des  faces  à  un  point  de  Tautre,  détermi- 
ner sur  cette  droite  un  point  tel  que  la  somme  de  ses  dis- 
tances aux  deux  faces  soit  égale  à  une  longueur  donnée.  — 
Discuter  la  question.  —  Chercher  quelle  condition  doit 
remplir  la  droite  donnée  pour  que  cette  somme  ait  la  même 
valeur  pour  tous  ses  points. 


QUESTIONS  PROPOSEES 

Aux  oandidats  à  TÉcole  centrale. 

Soit  0  un  point  fixe  pris  sur  un  cercle.  Autour  de  ce  point  0 
pivote  un  angle  droit  AOB.  Soit  OC  le  diamètre  du  point  0. 
Du  point  B,  rencontre  de  OB  avec  la  circonférence,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  OC,  qui  rencontre  OA  en  I. 
Trouver  le  lieu  du  point  I.  (de  Longehampa.) 

D'un  point  0  pris  sur  un  cercle  on  mène  une  corde  mobile 
OA;  de  l'extrémité  A,  on  abaisse  une  perpendiculaire  AC 
sur  le  diamètre  OB  et  du  centre  D  une  perpendiculaire  sur 
la  corde  OA.  Ces  deux  perpendiculaires  se  coupent  en  un  point 
I  dont  on  demande  le  lieu.  (de  Longchamps.) 

D'un  point  fixe  0  pris  sur  un  cercle  donné,  on  mène  le 
diamètre  OB  et  une  corde  mobile  OA.  On  mène  ensuite  la 
bissectrice  de  l'angle  AOB  qui  rencontre  AB  en  un  point  I 
dont  on  demande  le  lieu.  (de  Longchamps.) 

On  a  un  cercle  et  un  point  M  quelconque  de  ce  cercle  ;  on 
abaisse  du  point  M  une  perpendiculaire  MP  sur  un  diamètre 
tixe  OA,  et  on  prolonge  le  rayon  OM  d'une  longueur  MI= 
MP.  Trouver  le  lieu  du  point  I.  (de  Longchamps.) 
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QUESTIONS 

FAITES  DANS  L'eXAHEN  ORAL  DU  CONCOURS  DE  SAINT-CYR 

(Suite.  —  Voir  page  53). 

Calculs  approchés.  —  Nombres  eoxnplezes.  —  Divers. 

1.  —  Calculer  le  quotient  de  52  par  21  à  0,001  près. 

2.  —  Une  circonférence  a  i  mètre  de  long,  calculer  le  rayon  A  un  milli- 
mètre près.  \ 

3.  —  Trouver  la  plus  grande  commune  mesure  de  deux  arcs  exprimés 
par  68«  1 5'  et  32-  3o'. 

4.  —  Exprimer  en  heures,  minutes  et  secondes,  la  fraction  oj,  256374. 
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5.  —  Convertir  77  de  jour  en  heures,  minutes  et  secondes. 

6.  —  Étant  donné  un  cylindre  droit  h  base  circulaire,  le  rayon  de  la  base 
vaut  21  centimètres.  On  verse  dans  ce  cylindre  i5  hectolitres  d'eau.  On 
demande  à  quelle  hauteur  le  liquide  montera  dans  le  cylindre? 

7.  —  Calculer  la  hauteur  d'un  cylindre  dont  on  connaît  la  base,  33  cen- 
timètres carrés,  et  le  volume,  17  litres  20  centilitres. 

8. —  Le  mille  allemand  est  la  quinzième  partie  d'un  degré  terrestre  ;  l'éva- 
luer en  mètres.  —  Le  résultat  s'obtiendra-t-il  exactement? 

9.  —  Il  y  avait  dans  un  tonneau  loo  litres  d'alcool.  On  en  prend  10  litres 
que  l'on  remplace  par  10  litres  d'eau.  On  prend  ensuite  10  litres  du  mé- 
lange que  l'on  remplace  par  10  litres  d'eau.  Puis  on  répète  sur  le  mélange 
la  même  opération  une  troisième  fois.  Combien  y  aura-t-il  d'alcool  pur  après 
cette  troisième  opération.  Généraliser  le  problème. 

Intérêts.  —  Escompte.  —  Rentes.  —  Alliages,  etc. 

1.  —  Les  sacs  de  farine  pèsent  157  kilog.;  l'administration  admet  que 
157  kilog.  de  farine  donnent  204  kilog.  de  pain.  On  demande  combien 
100  kilog.  de  farine  absorbent  d'eau  pour  se  transformer  en  pain? 

2.  —  Trouver  l'escompte  à  6  0/0  d'un  billet  de  4280  francs  payable 
à  75  jours. 

Celte  opération  est-elle  plus  fructeuse  qu'un  prêt  à  6  0/0?-—  Quel  capital 
laudrait-il  placer  pendant  75  jours  pour  obtenir  une  somme  égale  à  4280  fr. 
[intérêt  et  capital)? 

3.  —  On  a  oublié  le  montant  d'un  billet,  mais  on  sait  qu'étant  à  90  jours, 
un  banquier  l'a  escompté  à  5  0/0  et  a  donné  325o  francs.  On  demande 
quelle  somme  portait  le  billet? 

4.  —  Une  personne  a  385o  francs  de  rente.  A  un  certain  jour  il  y  a  une 
hausse  de  i  franc.  De  combien  s'augmente  le  capital? 

5.  —  On  a  8  kilog.  d'argenterie  au  titre  de  0,950.  On  demande  combien 
il  faut  ajouter  de  cuivre  pour  le  ramener  au  titre  de  o,835? 

6.  —  Oa  a  i5  kilog.  d'argent  pur,  que  faut-il  ajouter  de  cuivre,  pour 
former  des  pièces  de  i  franc  au  titre  de  o,835  ? 

7.  —Avec  8  kilog.  d'argent  pur,  combien  fera-t-on  de  pièces  de  i  franc, 
sachant  que  le  titre  des  pièces  de  i  franc  est  de  o,835. 
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8.  —  On  a  12Ô0  kilog.  d'eau  salée  au  titre  de  8  o/o.  On  ajoute  3oo  kilog. 
d'eau  pure,  combien  pour  cent  le  mélange  rénfermera-tril  de  sel? 

On  a  I200  kilog.  d'eau  salée  à  8  o/o,  combien  fautril  ajouter  d'eau  pour 
que  son  titre  s'abaisse  à  6  o/o? 

9.  —  Partager  i8o  en  3  parties  proportionnelles  aux  nombres  2/3,  3/4, 
5/6. 

Opérations  algébriques. 

Qta  ^m 

1.  —  On  demande  la  vraie  valeur  de  a;  = r:  quand  on  fait  0=^6. 

a*  —  0"   * 

a^  —  6'        •  o 

2.  —  Soit  la  relation  x  =■  -= 75  ;  si  l'on  fait  b  =za  on  trouve  a:  =  -. 

Chercher  la  vraie  valeur  de  x. 

3.  —  Diviser  : 

a»  -f  53  _j«  c»  —  ^aàc  par  a  -f  6  +  c. 

4.  —  Étant  données  les  fractions  : 

fliD  —  im     Q»    —  5« 

,    . ,  1         ,    . , ,  on  suppose  a>  6,  et  on  désire  savoir  quelle  est  la  plus 

grande  fraction? 

5.  —  Démontrer  que  l'inégalité  a*  (6  -f-  c)  -f-  a  (6*  +  c^  —  6c)  >  o  est  véri- 
fiée pour  toutes  les  valeurs  de  a,  6,  c. 

6.  —  Diviser  : 

ic*  +  I  par  œ'  +  éiaj  +  i. 

7.  —  Diviser  : 

o^  6^  +  a'  c^  +  6^  c^  —  3o'  b^  c^  par  ab  -\-  ac  -\-  bc. 

8.  —  Dans  quel  cas  rc"  +  a"  est-il  divisible  par  x^-}-  o'?  ^^ 

9.  —  On  donne  l'expression 

r"  -f-  û" 

^      — -3  et  on  demande  les  conditions  pour  que  la  division  se  fasse  exac- 
tement? 


MÉLANGES 


HISTOIRE  DES  MATHÉMATIQUES.  (Suite.) 

Par  le  docteor  Henri  liUtor  de  ZUrlch,  traduite  i)ar  M.  A.-G.  Mblon. 

CHAPITRE  !•'. 

Les  premières  origines  de  la  science  chez  les  peuples  les  plus  anciens 

du  monde  historique. 

Les  querelles  soulevées  par  la  propriété  des  choses  de 
Tesprit  sont  peut-être  aussi  anciennes  que  les  luttes  sou- 
tenues par  les  hommes  pour  assurer  ou  défendre  leur  exis- 
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tence.  Déjà  chez  les  chasseurs  et  les  laboureurs  des  époques 
les  plus  reculées,  les  mots,  les  pensées,  les  qualités  et  les 
actions  des  hommes  enfantèrent  des  discussions  et  des 
guerres.  De  môme  que,  à  Tâge  du  commerce  qui  développa 
les  arts  et  les  sciences,  les  individus  se  combattirent  pour 
la  priorité  des  inventions  et  des  découvertes ,  de  même  les 
peuples  se  disputèrent  la  gloire  d'avoir  été  le  berceau  des 
premières  connaissances. 

Aussi  arrive-t-il  que  les  Phéniciens,  les  Égyptiens,  les 
Juifs  et  les  Chinois  regardaient  leur  pays  comme  le  ber- 
ceau de  l'arithmétique;  les  Égyptiens,  les  Chaldéens  et  les 
Chinois  prétendaient  que  l'astronomie  était  née  parmi  eux.  Il 
n'entre  pas  dans  nos  intentions  de  ramener  l'histoire  des 
mathématiques  jusqu'à  la  période  préhistorique,  ni  do 
rechercher  les  inventeurs  des  diverses  branches  parmi  les 
figures  mythologiques  de  l'antiquité. 

Pourtant  une  histoire  complète  et  continue  des  progrès  de 
cette  science  exige  que  nous  fassions  entrer  dans  le  cercle 
de  nos  appréciations  les  idées  et  les  modifications  apportées 
par  les  divers  peuples. 

Si  l'on  considère  la  liaison  de  la  vie  humaine  à  toutes 
les  parties  des  mathématiques,  on  arrive  forcément  à  cette 
conviction  que  les  traces  les  plus  lointaines  de  cette  science 
se  confondent  avec  les  premiers  développements  de  l'esprit 
humain.  En  outre,  on  ne  peut  plus  accorder  aucune  confiance 
à  cette  opinion  qui  place  chez  un  peuple  unique,  déter- 
miné, les  observations  et  les  connaissances  qui  touchent 
de  si  près  aux  phénomènes  de  la  vie  quotidienne. 

On  est  conduit  à  admettre  que  les  sciences  n'ont  pas,  il 
est  vrai,  atteint  chez  les  diverses  nations  le  même  degré  de 
culture;  chez  beaucoup  elles  n'ont  pas  dépassé  les  notions 
les  plus  élémentaires  du  nombre,  de  l'espace  et  du  temps  : 
ce  qui  se  comprend  aisément  et  tient  à  des  circonstances 
très^verses.  Mais  que  seulement  un  peuple  entre  tous 
ait  été  appelé  à  développer  ces  premières  notions,  à  les 
appliquer  et  à  les  propager  ensuite  chez  ses  voisins,  c'est 
là  une  opinion  qui  se  trouve  en  contradiction  formelle  avec 
un  examen  plus  approfondi,  avec  la  recherche  historique 
des  progrès  de  l'humanité. 
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L'état  primitif  des  peuples  était  de  nature  à  susciter  dans 
l'esprit  des  individus  les  premières  idées  sur  les  mathéma- 
tiques et  l'astronomie.  Le  pâtre  compta  ses  troupeaux;  le 
laboureur  compara  l'étendue  de  son  domaine  à  celle  du 
champ  voisin.  Le  soleil  tournant  autour  de  nous,  dispa- 
raissant et  tour  à  tour  se  levant  à  l'horizon,  la  lune  et 
toutes  ces  brillantes  apparitions  périodiques  durent  faire 
naitre  dans  l'homme  des  conceptions  précises  et  vivaces. 
Chez  beaucoup  de  peuples  elles  restèrent  à  l'état  rudi- 
mentaire,  tandis  que  d'autres  nations  les  réunirent,  les  re- 
vêtirent d'une  forme  déterminée,  les  enchaînèrent  et  formulè- 
rent des  lois  qui  conduisirent  à  un  système,  à  une  science. 

C'est  ainsi  que  les  peuples  marchands  tels  que  les 
Phéniciens  donnèrent  tous  leurs  soins  à  l'arithmétique  et 
formèrent  cette  science  avant  tous  les  autres.  Les  Égyptiens 
voulant,  au  moyen  de  canaux,  répandre  dans  tout  leur  pays, 
les  eaux  fécondantes  de  leur  Nil  sacré,  accordèrent  toute 
leur  faveur  ^  la  science  de  la  mesure  (la  géométrie).  Enfin 
les  Ghaldéens,  adonnés  au  culte  du  soleil,  furent  amenés 
par  leur  religion  même  à  contempler  les  constellations  qui 
brillent  à  la  voûte  céleste,  et  ils  fondèrent  l'astronomie. 

Ces  considérations  nous  amènent  à  conclure  que  ces  peuples 
doivent  être  regardés  comme  les  fondateurs  de  ces  sciences. 
.  La  formation  d'un  système  de  numération  fut  le  premier 
pas  vers  une  arithmétique  scientifique.  Se  servir  de  noms 
différents  pour  désigner  une  série  déterminée  de  nombres, 
combiner  convenablement  ceux-ci  et  en  faire  dériver  tous 
les  autres,  constitue  une  méthode  pour  la  numération.  Ce 
qui  frappe  tout  d'abord  c'est  de  voir  presque  tous  les 
peuples  connus  compter  d'après  le  môme  système,  celui  dont 
la  base  est  10.  Ce  fait  remarquable  pourrait  peut-être  affermir 
beaucoup  de  personnes  dans  cette  opinion  d'ailleurs  dis- 
cutée que  l'invention  du  système  décimal  provient  d'un  seul 
peuple  et  qu'elle  a  été  ensuite  successivement  adoptée  par 
les  autres.  Mais  on  pourrait  dans  cette  coïncidence,  trouver 
précisément  une  preuve  contre  cette  opinion.  Le  choix  du 
nombre  10,  comme  base,  a  été  indiqué  aux  hommes  par  la 
nature  même.  Lorsqu'ils  comptaient,  afin   de  retenir  dans 
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leur  mémoire  le  nombre  des  unités,  ils  se  guidaient  sur  les 
doigts  de  leurs  mains.  Arrivés  au  nombre  10,  ils  purent  par 
la  môme  voie  et  par  Tadjonction  de  nouvelles  unités,  se 
contenter  de  parcourir  de  nouveau  et  indéfiniment  la  même 
série  des  dix  premiers  nombres.  Ainsi  se  forma  tout  natu- 
rellement la  numération  décimale.  Il  y  a,  dans  l'Amérique 
et  dans  l'Afrique  (1),  des  peuples  qui  se  sont  bornés  à  une 
seule  main  ;  ainsi  au  lieu  de  six  ils  disent  cinq  et  un.  Nous 
trouvons  chez  les  Romains  des  traces  de  ce  système  à 
base  5;  elles  existent  dans  leur  manière  d'écrire  les  nom- 
bres; mais  dans  le  langage  ils  se  servaient  du  système  déci- 
mal. —  La  manière  de  compter  de  vingt  en  vingt  ou  le 
système  vigésimal  se  rencontre  chez  des  races  américaines 
où  il  est  très-répandu.  En  Europe  les  peuples  celtiques  l'ont 
employé  ;  il  se  retrouve  encore  de  nos  jours  dans  le  langage 
des  Basques  en  Espagne.  Il  en  subsiste  une  trace  dans  le 
mot  français  giLalre-vingts  qui  est  encore  usité. 

Les  Chinois  doivent  dans  les  premiers  temps  s'être  ser- 
vis de  deux  systèmes  ;  le  système  à  base  2  et  le  système 
à  base  12,  ce  dernier  étant  principalement  destiné  à  la 
répartition  des  mesures.  Le  système  duodécimal  est  bien 
le  plus  avantageux  de  tous  les  systèmes  usités,  et  même 
de  tous  les  systèmes  possibles,  surtout  eu  égard  aiix  nom- 
breux diviseurs  du  nombre  fondamental  et  de  ses  compo- 
sés. Dans  cet  écart  de  la  marche  naturelle  on  reconnaît  le 
sens  pratique  des  Chinois  qui  s'est  affirmé  à  un  haut  degré 
dans  beaucoup  d'autres  circonstances. 

Dans  la  première  période,  la  formation  des  nombres  se 
représentait  sans  doute  par  des  assemblages  de  petites 
pierres  ou  de  billes  (de  là  vient  que  compter  s'exprime  en 
latin  par  calculare  du  mot  calculus;  et  en  grec  ^çtÇetv  du 
mot  4^iÇoç,  pierre). 

Peu  à  peu  se  forma  aussi  la  planchette  numérique  (abacus) 
qui  consistait  en  une  série  de  baguettes  ou  de  fils  dont 
chacun  portait  autant  de  petites  boules  que  le  nombre  fon- 
damental contenait  d'unités.  Un  premier  fil  portait  les  bou- 


(1)  Voyez  Humboldt  :   Sur  les  systèmes  de  numération  usités  chez   les 
divers  peuples.  [Journal  dô  Crelle,  tome  IV,  pages  2U5  À  231. j 
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les  représentant  les  unités  ;  un  deuxième,  les  boules  des 
dizaines;  un  troisième  Tes  boules  des  centaines,.*-  et  ainsi 
de  suite.  Ce  cadre  ou  cette  planchette,  Vabacus,  était  très- 
usité  chez  les  peuples  de  l'Orient  et  chez  les  Romains.  Les 
Grecs  remployaient  moins,  grâce  à  la  grande  commodité  de 
leur  système  pour  représenter  les  nombres. 

(A  suivre,) 
CONCOURS  ACADÉMIQUE  D'AIX.  (Voir  page  27.) 

Solution  par  M.  Boudart,  professeur  au  Lycée  de  Toulon. 

1®  On  détermine  (1)  sur  la  ligne  AB  le  point  D  tel  que 
Ton  ait  AB  .  AD  =1=  Am  .  Am';  Ton  fait  passer  une  circonfé- 
rence par  les  quatre  points  D,  B,  wi,  m';  il  en  résulte  que 
les  points  n  et  n'  sont  les  transformés  par  rayons  vecteurs 
réciproques  des  points  m  et  m'  par  rapport  au  centre  B.  Ils 
sont  donc  sur  la  transformée  de  la  circonférence  par  rap- 
port à  ce  centre;  cette  transformée  est  une  droite  qui  coupe 
AB  en  un  point  C  tel  que  BD  .  BC  =  6^.  Ce  point  est  donc 
fixe. 

^  Menons  les  lignes  Dm  et  Dm'.  Les  triangles  BDm,  BCn 
sont  semblables,  puisque  BD  .  BC  =  Bm  .  Bn.  On  a  donc 

Cn  _  Bn 
Dm  "  BD' 


De  môme,  on  a 


Cn   _  BC , 
Dm'  ""  Bm' 


D'oli  Ton  tire 

Cn  .  Cn'  _  BC         Bn 

Dm.Dm'~  BD    *    Bm'  ^  ^' 

BC 
Le  rapport  —  est  fixe,  puisque  C  et  D  sont  fixes. 

La  similitude  des  triangles  ABm',  ADm  nous  donne 

Dm  _  AD 

Bm'  ""  Am' 
de  môme,  les  triangles  ADm',  ABm  nous  donnent 

Dm'_  AD 

Bm       Am* 
(1)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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Donc 

Dm  .  Dm  __      AD^ 

Bm'  .   Bm  ""  Am  .  Am   (^) 
En  remplaçant  dans  Tégalité  (1),  il  vient 

Cn  .  Cn'  =  -2^  .   AD*  .  ^. 

BD  a* 

Donc  Gn  .  Gn'  est  constant. 

3<*  Le  point  C  étant  toujours  sur  la  droite  fixe  AB,  à  une 
distance  fixe  du  point  B,  restera  immobile. 

4**  Si  m  décrit  une  sphère,  la  théorie  de  la  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques  nous  montre  que  m  décrit 
une  autre  sphère;  et  alors  net  n  décriront  aussi  des  sphères. 

S*  Si  Am  X  Am'  =  AB  alors  AB  est  tangente  au  cercle 
Bmm';  la  transformée  étant  perpendiculaire  au  rayon  qui 
passe  par  B,  devient  parallèle  à  AB,  et  le  point  C  est  à 
Tinfini.  

QUESTION  3. 
Itolatloa  par  M.  Baillt,  élève  au  Petit  Séminaire  de  Belley. 

X™ 

Trouver  le  minimum  de  — ^  pour  m>  n,  sachant  que  x  —  y 

=  a.  ' 

En  remplaçant  y  par  sa  valeur  y  =  x  —  a,  la  fonction 

qu'il  s'agit  de  rendre  minimum  est  z r 

^  ^  (ap— a)° 

La  valeur  correspondante  à  ce  minimum  est  celle  qui 

fx  —  a)" 
correspond  au  maximum  de  la  fonction ^ — • 

Désignons  par  z  cette  fonction,  on  a 

_^  {x  —  a)" (x  —  a)^  (x  —  g)  i      i 

X"  X  X  XX 

X  "■■"   fit  I 

il  y  a  n  facteurs  de  la  forme  — —  et  m — n  de  la  forme  - . 
•^  XX 

Multiplions  les  deux  membres  de  Tégalité  précédente  par 

it"-",  k  étant  une  constante.  La  valeur  cherchée  x  ne  sera 

pas  altérée  par  ce  facteur  et  Ton  aura 

X  —  à    X  —  a  k     k 

XX  XX 
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Nous  pouvons  disposer  de  le  constante  k  de  manière   à 
rendre  constante  la  somme  des  facteurs  de  ce  produit.     . 
En  effet,  cette  somme  est 

n{x  —  «)    I     (w  —  n)k 

XX 

ou  n  -\ —  (mk  —  nk  —  an) 

X 

posons      mk  —  nk'^  an  =  o,  il  vient 

a  n 

k  = 

m  —  n 

La  somme  devenant  constante  et  égale  à  n,  le  produit 
sera  maximum  lorsque  tous  les  facteurs  seront  égaux,  c'est- 
à-dire  lorsque 

X  —  a  an 

X  {m — n)x 

am 


d'oîi  X  = 

m  —  n 

ac  et  2/  sont  données  par  les  relations 

X  —  y  :^-  a 
X  _y 
971       n 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Florentin,  à  Saint-Brieur  ; 
Picaud,  à  Saint -Etienne. 


QUESTION  S. 
S(ol«tloB  par  M.  A.  Maogi,  candidat  au  Polytechnicum  [Fribourg). 

ÂB  est  un  diamètre  d'un  cercle  ^  P  un  point  du  cercle^  PM  la 
perpendiculaire  abaissée  sur  AB.  —  Sur  AM  et  BM  comme  dia- 
mètres^ on  décrit  deux  cercles  rencontrant  AP  et  BP  respecti- 
vement en  Q  et  en  R.  Démontrer  que  QR  touche  les  deux 
cercles. 

Soient  0  et  0'  les  centres  des  cercles  décrits  sur  AM  et 
BM  comme  diamètres;  C  le  point  de  rencontre  de  QR  et 
de  PM.  En  joignant  MQ  et  MR  on  forme  un  quadrilatère 
PQMR  qui  est  un  rectangle. 
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En  effet,  Tangle  en  P  est 
droit  comme  inscrit  dans  une 
demi-circonférence;  les  angles 
PQM,  PRM  sont  droits  comme 
suppléments  d'angles  inscrits 
respectiyement  dans  une  demi- 
circonférence.     Ainsi     l'angle 

QMR  est  aussi  droit. 
Les   diagonales  d'un  rectangle    se    coupant  en    parties 

égales,  CQ  et  GR  seront  égales  à  CM.  Or  CM  est  tangente 

aux   cercles  0  et  0',  donc  CQ  et  GR  sont  tangentes  aux 

deux  cercles. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Bouffez,  élève  au  lycée 
d'Amiens;  Landouzj,  élève  au  lycée  de  Lille;  Biette,  élève  au  lycée  du 
Havre;  Nepveu,  élève  au  lycée  de  ChAteauroux;  Béringuier,  élève  au  lycée  de 
MonUuban;  Vautré;  Orth,  élève  à  Fathénée  royal  de  Liège;  Lorain  au  col- 
lège de  Semur  en  Auxois;  Colardeau  à  Charleville;  Aurenty  au  lycée  de 
Marseille. 

M.  Stahl,  élève  au  lycée  de  Nantes,  nous  a  envoyé  également  nne  solution 
de  ce  problème;  il  démontre  ei^  outre  que  :  l'aire  comprise  entre  la  grande 
circonférence  et  les  deux  petites  est  égale  à  Vaire  du  cercle  ayant  pour  dia^ 
mètre  PM.  En  effet,  soient  R  le  rayon  de  la  grande  circonférence,  r  et  r 

ceux  des  circonférences  o  et  o'.  L'aire  de  la  moitié  de  la  grande  sera 


2 


et  celle  de  la  moitié  des  deux  petites 


ic  r» 


et 


«  f» 


Soit  PM  =  2x, 


la  grande  circonférence  et  les  deux  petites  sera 


2  2 

L'aire  du  cercle  ayant  2x  pour  diamètre  est  ic  x^  et  celle  comprise  entre 

«  (R*  -  r»  -  r'*)_ 

2 

Or  4a?»  =a  2r  .  2r'  d'où  oc^  =  rr^ 
l'aire  du  cercle  ayant  PM  pour  diamètre  sera  donc  lurr'.  =3  (2)  Gomme  R^ 
=  r^  +  r''  4-  a  ty  si  l'on  porte  cette  valeur  de  R^  dans  (1)  il  vient 

—  2  rr*  =  «  rr* 
2 

valeur  identique  avec  (2).  Donc.  .  .  . 


QUESTION  H. 
SolntloB  par  M.  Bibtte,  élève  au  Lycée  du  Havre. 
Résoudre  V équation  ar^ —  ar^  =  3  (i  -)-aî"*). 
Cette  équation  peut  s'écrire 

CD*       \    '  O?*  y 
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Posons                             ccF  =:  y 
nous    aurons  t/ =3    [i  A ] 

y         \       yi 

ou  y^  —  3j/  —  4  =  0 

d'oh  Ton  lire  y  =4,       î/ "  =  —  i 

On  aura  donc  : 

jc*  =  4 
a?!**  =  —  I 

La  première  équation  donne  a?=  2,  la  seconde  a?= — i. 

Il  est  d'ailleurs  évident  qu'il  n'y  a  point  d'autres  solutions, 

car  la  fonction  œ*  croît  avec  x  et  par  suite  ne  prend  qu'une 

fois  la  même  valeur. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Nencini,  candidat  au  poly- 
lechnicum,  à  Friboupg;  Paillard,  élève  au  petit  séminaire  de  Bella>  ;  Vautré, 
àChatel-sur-Moselle;  Gilbert,  au  lycée  d'Orléans,  pension  Péchard;  Orth,  à 
l'athénée  royal  de  Liège;  T^ong,  à  l'athénée  royal  de  Liège;  Aurenty,  au 
lycée  de  Marseille;  Richard,  au  collège  de  Chartres. 

QUESTION  12. 
Solution  par  M.  Vautré,  élève  du  Grand  Séminaire  de  Saint-Dié. 

Résoudre  le  système 

a?x  h^y  o^z 


y^z^  z^x^         x'^y^ 


=  I. 


Le    système   proposé   se   réduit    évidemment    aux    trois 

équations 

a?x    =    y^z^  (1 

z'^x^  =    b'^y  h] 

xY  =    o^z  (3J 

(i)  et  (2)  multipliées  membre  à  membre  donnent: 

a^x^  =  bhj^ 

d'où  y  =  —  (4) 

(1)  et  (3)  multipliées  de  même  donnent  : 

a^x^  1=  c^z^ 

d'où  z  =  —  (5) 

c 

Substituant  dans  (3)  ces  valeurs  de  y  et  de  5,  on  a  : 

^      3  î 

d'où  X  =  v^l!£L 
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Enfin  cette  valeur  de  x  portée  dans  (4)  et  (S)  donnera  : 


_  yaW 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Blette,  élève  au  lycée  du 
Havre;  Bailly,  élève  au  petit  séminaire  de  Belley;  Orlh,  Long,  à  Liège; 
Lorain,  au  collège  de  Semur  en  Auxois  ;  Granger,  au  lycée  de  Périgueux  ; 
Richard,  à  Chartres. 


QUESTION  14. 
Solution  par  M.  Ayidun,  élève  au  Lycée  de  Bordeaux. 
Soit  ABC  un  triangle.  ABDE,  ACFG,  BGHK  sont  les  carrés 

construits  sur  ks  côtés;  on  con- 
naît les  longueurs  des  droites  EG 
FH,  KD,  et  Von  demande  de 
construire  le  în'angle  ABC. 

Les  angles  ACB,  HGF  étant 
Tun  aigu  et  l'autre  obtu,  et 
ayant  leurs  côtés  perpendicu- 
laires, sont  supplémentaires; 
le  triangle  FGH  est  donc  égal 
au  triangle  BGA'  formé  en  pro- 
longeant AG  de  GA'  =  AG. 
Donc  comme»  G  est  le  milieu 
de  AA'  si  par  G  je  mène  GB' 
parallèle  à  BA'   cette   ligne  sera  médiane  de  AB  et  sera 

BA' 
égale  à .  L'on  démontrerait  de  même  que  chacune  des 

autres  droites  GE,  DK  sont  respectivement  doubles  des  deux 
autres  médianes.  Le  problème  revient  donc  au  suivant  :  Con- 
struire un  triangle  connaissant  les  trois  médianes. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Landouzy,  élève  au  lycée  de 
Lille;  Biette,  élève  au  lycée  du  Havre;  Lorain  au  collège  de  Semur,;  Bellamy, 
à  Saint-Brieuc. 


QUESTION  16. 
SolntioB  par  M.  Biette,  élève  au  Lycée  du  Havre. 
Un  angle  droit  inscrit  dans  un  cercle  détermine  trois  arcs^  à 
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chacun  desquels  on  mène  une  tangente^  sous  la  condition  que  le 
point  de  contact  soit  le  milieu  des  segments  interceptéSj  sur  sa 
direction,  entre  les  côtés  de  Vangle  ou  leurs  prolongements  :  les 
trois  tangentes  déterminent  par  leur  rencontre  un  triangle  équi- 
latét^al. 
Soit  CAB  Tangle  droit  donné,  DEF  un  triangle  circonscrit 

au  cercle  0  et  tel  que 
le  point  de  contact 
de  chaque  côté  soit 
le  milieu  du  seg- 
ment intercepté  sur 
sa  direction  par  les 
côtés  de  l'angle  ou 
leurs  prolongements. 
Je  dis  que  le  trian- 
gle DEF  est  équila- 
téral. 

*^  En  effet,  l'angle 
EDF,  extérieur  au  triangle  HGD  est  égal  à  la  somme  des 
angles  GHD,  HGD.  Le  triangle  lAG  étant  rectangle,  la 
médiane  AM  est  égale  à  la  moitié  de  l'hypoténuse  IG.  Le 
triangle  AMG  est  donc  isoscèle  et  HGD  =  MGA=:MAB.  De 
même  le  triangle  HAE  étant  rectangle,  la  médiane  AP  est  égale 
à  la  moitié  de  l'hypoténuse  HK;  donc  le  triangle  HAP  est 
isoscèle  et  AHP  =  HAP.  On  a  donc  : 

EDF  =  MAB  +  HAP 


H 


or 


EDF  = 


arc  MNP— arc  MBP 


MAB  = 


arc  BM 


HAP  = 


arc  BP 


donc 

ou 
alors 


2  2 

arc  MNP  —  arc  MBP  =  arc  BM  +  arc  BP 
arc  MNP  =  a  arc  MBP 


arc  MPB  =. 


arc  MNP 


36o^ 


=    120' 


par  suite  arc  MNP  =  240^ 


et  EDF  = 


240°  —  120°    


2 


=  6o« 
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On  démontrerait  de  même  que  Tangle  DFE  est  de  60^,  par 
suite  Tangle  FED  =  60^  et  le  triangle  EDF  est  équilatéral. 

N0te.  —  Ont    résolu  la  même  question  :  MM.  Pradel,  au.  lycée  de  Mon- 
tiUban  ;  Orth,  à  Liège. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


27.  —  Ëtant  donnés  un  point  fixe  A,  et  une  droite  fixe  xy, 
construire  un  triangle  rectangle  isoscële  APM  ayant  un 
sommet  au  point  A,  un  autre  sommet  P  sur  xy,  et  tel  que 
si  le  côté  AM  rencontre  xy  au  point  N»  on  ait  AM  X 
AN  =  K^.  (Lucien  Lévy.) 

28.  — Dans  un  trapèze  isoscële,  on  connaît  le  périmètre  4py 
la  surface  a^,  et  la  surface  latérale  du  tronc  de  cône  engen- 
dré par  le  trapèze  tournant  autour  de  la  ligne  qui  joint  les 
milieux  des  bases  est  égale  à  xbK  Déterminer  Tes  côtés  du 
trapèze. 

29.  —  Calculer  les  trois  côtés  a,  6,  c  et  la  surface  S  d'un 
triangle  rectangle,  connaissant  le  rayon  r  du  cercle  inscrit 
et  sachant  que  le  point  de  contact  du  cercle  divise  l'hypo- 
ténuse a  dans  le  rapport  de  m  à  n.  (G.  Dostor,) 

30.  —  On  donne  une  demi-circonférence,  et  une  tangente 
parallèle  au  diamètre.  Sur  ce  diamètre  on  construit  un 
triangle  équilatéral  SAB,  dont  les  côtés  SA,  SB  coupent  la 
tangente  en  E  et  F. —  La  ligne  brisée  AEFB  tournant  autour 
du  diamètre  engendre  une  surface  équivalente  à  la  surface 
de  la  sphère  que  décrit  la  demi-circonférence  ADB  en  tour- 
nant autour  de  son  diamètre. 

31.  —  On  donne  un  demi-cercle  et  une  tangente  parallèle 
au  diamètre.  Sur  ce  diamètre  on  construit  un  triangle  isos- 
cële dont  la  hauteur  SG  est  égale  au  diamètre  AB.  Les 
côtés  du  triangle  coupent  la  tangente  en  E  et  F.  Le  poly- 
gone AEFB,  en  tournant  autour  du  diamètre,  engendre  un 
volume  équivalent  à  celui  de  la  sphère  engendrée  par  la 
révolution  du  demi-cercle  autour  de  son  diamètre. 

32.  — Dans  un  parallélogramme  ABGD,  on  prend  un  point 
P  sur  la  diagonale  BD;  on  mène  la  ligne  GP,  que  Ton  pro- 
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longe  d'une  longueur  PI  égale  à  GP  ;  par  le  point  I,  on  mène 
lE  parallèle  à  ÂD,  et  rencontrant  AB  en  E,  et  FI  parallèle  à 
AB,  et  rencontrant  AD  en  F.  Prouver  que  les  points  F,  E,  P 
sont  en  ligne  droite.  (de  Longchamps,) 

33.  — Étant  données  deux  parallèles  M,  N,  et  deux  points 
quelconques  P  et  F,  mener  par  le  point  P  une  sécante  PAB 
telle  que  la  partie  interceptée'  AB  soit  vue  du  point  P'  sous 
un  angle  donné  a.  (de  Longchamps.) 

Note.  —  Cette  question  est  la  généralisation  de  la  question  posée  au  con- 
cours d'admission  à  l'Ëcole  SaintrCyr  en  1875.  Nous  engageons  nos  lecteurs 
à  en  cliereher  une  solution  par  la  géométrie  et  une  par  l'algèbre. 

34.  —  On  donne  un  cercle  et  un  diamètre  AB.  Trou- 
ver le  lieu  des  points  M  tels  que  la  surface  du  triangle 
AMB  soit  égale  à  celle  du  carré  construit  sur  la  tangente  MT 
menée  de  M  au  cercle. 


CORRESPONDANCE 

Nous  avons  reçu,  trop  tard  pour  pouvoir  les  mentionner  dans  notre  der- 
nier numéro,  les  solutions  suivantes  : 

Question  N*  i,  par  MM.  L.  Vautré,  au  Grand  Séminaire  de  Saint-Dié;  Be- 
ringuier,  au  Lycée  de  Montauban;  Bouffez,  au  Lycée  d'Amiens;  Estienne, 
au  Lycée  de  Bar^le-Duc;  Biette,  au  Lycée  du  Havre;  Nepveu,  au  Lycée  de 
Chateauroux;  Lorain,  an  Collège  de  Semur  en  Auxois. 

Question  N*  ff,  par  MM.  Geri  dé  Pazzi,  à  Fribourg  (Suisse);  Bouffez  ;  Biette. 

Question  N'  P,  par  MM.  A.  E.  G.,  au  Lycée  de  Bordeaux  ;  Bozonet,  au  Petit 
Séminaire  de  Belley;  Bouffez;  Biette;  Vautré. 

Question  N*  43,  par  MM.  Avidun,  au  Lycée  de  Bordeaux;  Guerdon,  au 
Lycée  de  Lille;  Bouffez. 

Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 


IXPRIXBIIR  CK!fTIIALI  DF.S  CHIUI»  D3  riR.   —   A.  cnUX  RT  C<«;' 
RUB  IIIRGÈRB,  20,  A  PiRiJ.  -    S778-7. 
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APPLICATION 

DE  LA 

THÉORIE  DES  DÉTERMINANTS 

A  LA   RESOLUTION  D'UN  STStEmE   DK  TROIS  ÉQUATIONS  A  TROIS  INCONNUES. 

(Suite.  —  Voir  page  53.) 


Lemme.  —  Ia  système  des  équations 

(1)  A  =  o        B=o        G  =  o        

est  équivalent  au  système 

(2)  Aa  +  B?  +  Cy...  =  o    B=o    G  =  o     .... 
pourvu   que  le  multiplicateur  a  de  l'équation  que  Von  ne  con- 
serve pas  ne  soit  pas  nul. 

En  effet,  1®  Toute  solution  du  système  (1)  satisfait  évi- 
demment au  système  (â). 

2*»  Toute  solution  du  système  (2)  rend  Aa  identiquement 
ni^l,  donc  A  identiquement  nul,  si  a  est  différent  de  zéro: 
donc  elle  satisfait  au  premier  système. 

Théorôme  1.  —  Soient  les  trois  équations 

ia  X  -\-  by    -}-  cz    -}-  d   =  o, 
a'x  +  b'y  +  c'z  +  d'  =  o, 
a"x  +  b"y  +  c'z  +  d'  =  o. 
Si  le  détef^minant  des  coefficients  des  inconnues 

abc 
A  =    a    b'  c 
abc 
est  différent  de  ^éro,  leur  système  a  une  solution  unique  et  finie. 

£n  effet,  on  sait  que 


A  =  a 


b'  c' 
6"  c" 


—  a 


b    c 

b"  c" 


+  a" 


6    c 
6'  c' 


Si  donc  A  est  différent  de  zéro,  Tun  au  moins  des  déter- 
minants mineurs  qui  composent  A  est  différent  de  zéro  ;  sup- 

6'  c' 


posons  que  ce  soit 


6"  c" 


Nous  pouYons  multiplier  respectivement  les  équations  par 
les  déterminants  mineurs 
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b'  c 
b"  c 
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b    c 

b"  c" 


b    c 
b'    c 


et  ajouter  membre  à  membre.  La  première  des  équations 
proposées  pourra  ainsi,  d'après  le  lemme,  être  remplacée 
par  la  suivante  : 

ax    -]-  by    -{-  cz    -{-  d      b    c 


=  o 


ax   -f-  b'y  -f-  c^   +  ^      ^    ^ 

a'x  -f-  b"y  -f-  c"5  -|-  d"  b"  c" 
d'oh  Ton  tire,  en  développant  le  déterminant  en  sommes,  et 
en  se  rappelant  qu'un  déterminant  est  identiquement  nul, 
quand  deux  colonnes  sont  identiques  : 


a 

b   c 

1 
a 

b'  c 

<r  + 

a" 

b"  c" 

d  b  C 
d'  b'  c 
d"  b"  c" 


=  o 


Cette  équation  donne  pour  x  une  valeur  déterminée  et  finie, 
puisque  le  coefficient  de  x  est  différent  de  zéro,  par  hy- 
pothèse, cette  valeur  est 

d  b  c 

d'  b  c 
d"  b"  c" 


X  = 


abc 
abc 
a   b   c 
Si  pour  abréger  nous  nommons 

Ax  Ay  A^ 

Ce  que  devient  A   quand  on  y   remplace  (en  conservant 

les.  accents)  par  d  le  coefficient  a  de  x,  ou  le  coefficient  b 

de  y,  ou  le  coefficient  c  de  z,  on  voit  que 

A^ 
(4)  x  = f. 

Les  deux  dernières  équations  du  système  (4)  feront  main- 
tenant connaître  les  valeurs  correspondantes  de  y  et  de  jï 
et  ces  valeurs   seront  finies  et  déterminées,  puisque   par 

b'  c  I 
hypothèse  le  déterminant  mineur 


"  ^'t 


b"c 


des  coefficients  des 


inconnues  est  différent  de  zéro. 

Le  système   ayant  une   solution  unique,  peu  importe  le 
mode  de  calcul  que  Ton  pourra  faire,  on  arrivera  aux  mômes 
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solutions.  On  peut  donc  employer  pour  déterminer  y  et  js 
un  calcul  semblable  à  celui  qui  a  donné  x.  Ce  calcul  con- 
siste pour  avoir  y  à  ajouter  les  équations  membre  à  mem- 
bre, après  les  avoir  multipliées  respeclivement  par 


o'  c 

I 

a  c 

a  c 

^"     -" 

+ 

_"    _" 

— 

/    0 

a    c 

a  c 

a  c 

on  obtient 


y  =  — 


puis  par  un  calcul  semblable 


A 


D'où  Ton  conclut  cette  règle  connue  :  le  numérateur  s*ob- 
iieni  du  dénominateur  en  remplaçant  dans  ce  dernier  le  œeffl- 
cient  de  Cinconni^  que  Von  cherche  far  le  term^  tout  connu. 

Théorème  2.  —  St  A  =  o  et  si  en  même  temps  les  déter- 
minants mineurs  tels  que  : 


h  c 
h'  c 


a   c 
a   c 


eic* • •  • 


8  = 


ne  sont  pas  tous  nuls,  les  équations  sont  en  général  incom- 
patibles ;  PAR  EXCEPTION  elles  se  réduisent  à  deux  qui  four- 
nissent deux  des  inconnues  en  fonction  linéaire  de  la  troisième^ 
entièrement  arbitraire. 

Supposons  A  =  o  et,  par  exemple, 

6'   c 
b"  c" 
différent  de  zéro. 
Considérons  le  déterminant  : 

ax  -{-  by  -\-  cz  -{-  d 

ax  -f-  b'y  -j-  cz  -j-  d' 

a'x  -}-  b"y  -f-  c'a  -f"  ^ ' 
On  voit  que  c'est  le  déterminant  A,  dans  lequel  on  a  rem- 
placé,   par  le  premier  membre  des  équations,  chacun  des 
termes  de  la  colonne  étrangère  à  3. 
Ce  déterminant  développé  en  sommes,  se  réduit  à 

abc 


b 
b' 
b"  c 


c 

§ 

c 


I 


a'   b'  c' 
a"  b"  c" 


=  ^v 
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quels  que  soient  œ,  y^  z.  D'autre  part,  pour  toutes  les  valeurs 
des  inconnues  qui  satisfont  aux  deux  équations 

a'x  -4-  b'y  •-\-cz  -\-d'  =o 

a'x  4-  h' y  -j-  o'z  -[-  d"  =  o 
(et  il  y  en  a  une  infinité,  puisqu'on  peut  les  résoudre  par 
rapport  à  t/  et  js,  S  étant  différent  de  zéro),  ce  même  déter- 
minant devient 
ax'\-by-^cz'{'d    h    c 

o  b'  C    =  (aX'^bj/-{-cz-\-d)  8 

6  If   >» 
c 

Donc  pour  toute  solution  xyz  des  deux  dernières  équa- 
tions on  a  :        {aœ-^by  ■-{-cz-{'d)  S  =  Ax. 

Gomme  en  général  ^  est  différent  de  zéro,  et  que  par 
hypothèse  8  est  fini  et  différent  de  zéro,  on  voit  que 

aX'^hy-\-cz-\-d  <o. 

Donc  la  première  équation  est  incompatible  avec  le  système 
des  deux  autres. 

Dans  le  cas  particulier  oii   a^  =  o,  ou  a 

aX']-by-\-cz-\-d=:o 
et  alors  toute  solution  des  deux  dernières  satisfait  à  la  pre- 
mière ;  la  première  est  une  conséquence  des  deux  dernières. 

Le  système  des  trois  équations  se  réduit  aux  deux  der- 
nières qui  donnent  sans  impossibilité,  ni  indétermination 
les  inconnues  yeiz  en  fonction  linéaire  de  x,  entièrement 
arbitraire. 

Théorème  3.  —  Si  à  =  o  et  que  tous  les  déterminants 
8  soient  nulsy  sans  que  tous  les  coefficients  abc,  a'b'c',  a"b"c" 
soient  nuls,  les  équations  sont  en  général  incompatibles;  par 
EXCEPTION  elles  peuvent  se  réduire  à  une  seule,  donnant  Vwne 
des  inconnues  en  fonction  linéaire  des  deux  autres  entièrement 
arbitraires. 

Supposons  A  =  o,  tous  les  8  tels  que 

b  c 

b'  c 

nuls;  mais  supposons  que  l'un  au  moins  des  neuf  coefficients 
des  inconnues  ne  soit  pas  nul,  que  c\  par  exemple,  soit  dif- 
férent de  zéro. 
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Considérons  les  déterminants 


ax  -\-  by  -^  cz  -^  d     c 
a'x -f-  b"y -\- c'z  -|-  d"    c 
Ils  se  réduisent  respectiTement  à 
d    c 


r  c" 


a'x  -j-  f>y  +  c'5  +  ^ 
a"a5  -f  t'y  +  o'z  -f  d" 


d'   c 

du  tt 

c 


quelles  que  soient  les  yaleurs  de  x,  f/,  z. 

Mais  pour  tout  système  de  valeurs  des  inconnues  qui 
satisfait  à  a'x  +  b"y  -f-  c'js  -|-^   =  o       (et  il  y  en  a 

une  infinité,  puisque  c"  est  différent  de  zéro),  ces  mêmes 
déterminants  deviennent  respectivement  : 

{ax  -j-  61/  +  cj  +  rf)  c"  {a'x  +  6'î/  +  c'z  +  d')  c" 

donc,  pour  tout  système  de  valeurs  des  inconnues  satisfai- 
sant à  la  troisième  équation,  on  a  : 

(ax-\'by-\-cz-\-d)c"=. 

et  comme,  en  général  y 


d  c 

de" 

;     (aX'\-b'y-{'CZ'\'d')c" — 

de 
d"c 

d    c 

d'  c 

. 

d    c 

d    c 

sont  différents  de  zéro,  l'un  ou  l'autre,  ou  tous  deux,  au- 
cune des  solutions   de  la  3®  équation  ne  satisfait  à  la  fois 
aux  deux  premières;  donc  les  équations  sont  contradictoires. 
Si,  par  exceptioUy  on  a  à  la  fois 


d 
d 


c 


d  c' 

C 


=   G 


toute  solution  de  la  troisième  équation  satisfait  aux  deux 
premières.  Il  y  a  indétermination.  La  troisième  équation 
fournit  alors  sans  impossibilité,  ni  indétermination  %  en 
fonction  linéaire  de  x  et  de  y,  qui  restent  entièrement  ar- 
bitraires et  indépendantes. 

Théorème  4.  —  St  v  =  o,  et  que  les  neuf  coefficients 
des  inconnues  soient  /ou5  nuls^  les  équations  sont  en  général 
contradictoires;  paa  exception,  il  y  a  indétermination^  et  les  m- 
connues  sont  alors  complètement  indépendantes  les  unes  des 
autres. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  les  équations  deviennent 
o.X'{-o.y  +  Q.Z'}'d=Oi 
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o,X'{-o.y'\'0,z-\-d'   =0, 
o.a;  +  o.j/-f-o.5  +  d"  =  o. 
En  général,  d,  d\  d'  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  il  y  a 
donc  contradiction  entre  les  équations.  Si  far  exception 

d  =  d'  =z  d"  =  G, 
Il  y  a  détermination  et  les  trois  inconnues  sont  complète- 
ment arbitraires  et  indépendantes. 

Remarque  I.  —  Cette  discussion  est  importante  dans  les 

applications  de  Talgèbre,  parce  que  les  lettres  a,  h,  c 

sont  des  fonctions  des  données  et  nous  savons  par  les  théo- 
rèmes précédents  les  conditions  que  les  données  doivent 
remplir  pour  que  le  problème  auquel  elles  se  rapportent 
soit  possible,  impossible  ou  indéterminé. 

Remarque  II.  —  Cette  discussion  a  une  interprétation 
géométrique,  car  toute  équation  du  premier  degré  repré- 
sente un  plan.  J.  B. 

CONSEILS  RELATIFS  A  L'EXÉCUTION  DES  ÉPURES 

De  Géométrie  descriptive. 


Les  programmes  d'admission  de  toutes  les  écoles  exigent  de  la  part  des 
candidats  la  présentation  dépures  de  Géométrie  descriptive  faites  dans  le 
courant  de  l'année,  et  se  rapportant  aux  diverses  parties  du  cours.  Ce  tra- 
vail est  indispensable  pour  comprendre  la  géométrie  descriptive,  il  est  en 
outre  une  préparation  importante  à  l'une  des  épreuves  du  concours  d'ad- 
mission. —  Nous  croyons  devoir  engager  les  élèves  à  suivre,  dans  l'exécution 
des  épures,  les  prescriptions  générales  suivantes,  qui  sont  extraites  des 
instructions  données  à  l'Ecole  Polytechnique  pour  le  travail  intérieur  de 
l'École  ; 

1.  Le  pcipier  employé  est  toujours  de  format  grand-aigle,  et  on  dispose 
ordinairement  l'épure  sur  un  quart  de  feuille  ou  sur  une  demi-feuille. 

2.  Chaque  épure  a  un  cadre  rectangulaire,  composé  de  deux  traits  d'égale 
épaisseur.  Les  deux  traits  sont  parallèles  et  distants  de  deux  millimètres, 
l'épaisseur  des  traits  comprise.  Les  dimensions  intérieures  du  cadre  sont  : 

Pour  le  quart  de  feuille  :  40  cent,  sur  26. 
.Pour  la  demi-feuille        :  56  cent,  sur  40. 

3.  Les  écritures  sont  faites  en  lettres  dessinées. 

Le  titre  principal  est  écrit  hors  du  cadre,  au  haut  et  au  milieu  de  la 
feuille,  en  lettres  capitales  filiformes  de  6  millimètres  de  hauteur. 

Les  titres  secondaires  sont  dans  le  cadre,  écrits  en  lettres  italiques  droites 
filiformes  de  4  millimètres. 

L'indication  du  cas  particulier  traité  dans  l'épure  est  écrite  en  italiques 
droites  filiformes  de  3  millimètres. 
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Le  numéro  de  la  feuille  est  inscrit  au  haut  de  la  feuille  &  droite,  la  dési- 
gnation de  rétablissement  auquel  appartient  l'élève,  au-dessus  du  numéro 
de  la  feuille,  hors  du  cadre. 

La  signature  de  l'élève  est  placée  au  bas  de  la  feuille,  hors  du  cadre  à 
droite. 

4.  Une  légende,  ausâi  concise  que  possible,  est  souvent  utile  pour  désigner 
les  résultats  obtenus.  Elle  est  écrite  en  lettres  dessinées  (italique  penchée 
de  2  millimètres),  dans  une  partie  de  la  feuille  laissée  libre  par  la  cons- 
truction. 

Certaines  désignations  très-brèves  peuvent  être  écrites  sur  l'épure  même, 
si  elles  ne  nuisent  pas  à  sa  clarté. 
On  ne  doit  jamais  mettre  d'écriture  cursive  sur  les  épures. 

5.  On  indique  les  points  correspondants  des  diverses  projections,  dévelop- 
pements et  rabattements  par  les  mêmes  lettres  ou  les  mêmes  chiffres,  diffé- 
renciés par  des  accents  ou  des  indices.  Les  lettres  employées  pour 'cet  usage 
sont  toujours  des  minuscules. 

6.  Les  données  et  les  résultats  sont  tracés  en  lignes  pleines  (trait  continu) , 
quand  ces  lignes  sont  vues,  et  en  lignes  ponctuées  (points  ronds,  égaux  et 
également  espacés),  lorsqu'elles  sont  cachées.  Le  trait  de  ces  lignes  doit  être 
noir  et  net.  Il  faut  éviter  de  le  faire  trop  fin. 

7.  Toutes  les  lignes  de  construction  sont  en  trait  continu  rouge  car- 
min  (1).  Si  l'épure  contient  deux  constructions  différentes  superposées,  on 
peut  les  distinguer  en  traçant  l'une  d'elles  en  bleu. 

8.  Il  importe  de  tracer  sur  les  épures  une  certaine  quantité  de  lignes  de 
construction.  Si  le  résultat  à  obtenir  consiste  en  courbes,  la  construction 
d'un  point  de  chacune  de  ces  courbes,  celle  des  points  remarquables  ou 
singuliers  sont  indispensables.  Si  le  résultat  consiste  dans  la  détermination 
de  certaines  droites,  la  construction  entière  doit  être  tracée.  Au  contraire, 
il  convient  de  ménager  les  projetantes  qui  chargent  inutilement  les  épures; 
il  vaut  mieux  mettre  des  lettres  ou  des  chiffres  aux  points  correspondants. 
—  Il  est  rigoureusement  interdit  de  mettre  des  lignes  amorcées. 

9.  On  laisse  dans  quelques  épures  certaines  données  arbitraires;  on  doit 
alors  les  choisir  telles  que  l'épure,  aussi  grande  que  possible,  présente  ce- 
pendant, dans  le  cadre  réglementaire,  toutes  les  constructions  demandées, 
et  laisse  facilement  distinguer  les  résultats.  —  Quelquefois  on  doit  placer 
sur  la  même  feuille  de  papier  plusieurs  figures  différentes. 

Dans  les  deux  cas^  il  est  utile  de  faire  d'abord  un  croquis  sur  papier  or- 
dinaire, soit  pour  se  rendre  compte  de  l'élendue  que  la  figure  va  occuper 
sur  le  papier,  soit  pour  essayer  si  les  données  qu'on  a  choisies  conduisent 
à  un  résultat  satisfaisant.  Le  temps  qu'on  emploie  à  faire  ce  croquis  n'est 
jamais  du  temps  perdu,  parce  que  l'exécution  de  l'épure  est  ensuite  beaucoup 
plus  facile  et  plus  prompte. 

10.  A  moins  qu'une  épure  ne  soit  très-compliquée,  il  convient  de  la  ter- 
miner entièrement  au  crayon  avant  de  passer  une  seule  ligne  à  l'encre. 
Beaucoup  de  lignes  de  construction  ne  doivent  pas  être  tracées,  même  au 


(1)  Il  faut  éviter  l'emploi  de  la  couleur  délayée.  On  prend  de  l'encre  car- 
minée, et  comme  elle  est  ordinairement  d'une  nuance  trop  vive,  on  l'éclaircit 
en  en  versant  dans  un  godet,  et  y  ajoutant  de  l'ammoniaque  liquide  en  quantité 
sollisante. 
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crayoD  ;  telles  sont  celles  dont  les  points  de  rencontre  avec  des  lignes  déjà 
tracées  sont  seules  à  considérer. 

Il  est  nécessaire,  pour  éviter  la  confusion,  de  marquer  les  points  par  des 
lettres,  au  fur  et  à  mesure  qu'on  les  détermine. 

11.  Dans  la  mise  à  l'encre,  il  est  bon  de  commencer  par  établir  les  données  ; 
on  met  ensuite  à  l'encre  lés  constructions  qu'on  juge  à  propos  de  conserver, 
en  les  raisonnant  de  nouveau  ;  on  évite  ainsi  beaucoup  d'erreurs;  on  termine 
par  les  résultats. 

12.  Quand  on  est  amené  à  construire  une  courbe  dont  une  partie  seulement 
est  utile,  il  est  bon  de  prolonger  cette  courbe  au  delà  de  ses  points  d'arrêts, 
afin  de  bien  saisir  le  mouvement  de  la  courbe.  Cette  précaution  est  tout  à 
fait  nécessaire  lorsque  l'arc  de  courbe  est  très-court,  et  que  le  sens  de  sa 
courbure  est  incertain  à  priori.  Ces  prolongements  sont  tracés  en  pointillé 
(points  longs,  égaux  et  également  espacés). 

13.  Lorsque  la  courbe  à  construire  est  une  conique,  on  peut  souvent  déter- 
miner ses  axes.  Mais  il  faut  bien  se  garder  de  construire  ensuite  la  courbe 

'  par  ses  propriétés  géométriques  ;  la  courbe  obtenue  ainsi  se  lie  généralement 
trèft-mal  avec  le  reste  de  l'épure,  parce  que  les  causes  d'erreurs  qu'il  est  maté- 
riellement impossible  d'éviter  ne  sont  pas  les  mêmes  dans  les  deux  cons- 
tructions. Les  sommets  obtenus  sont  très-utiles  pour  obtenir  un  bon  tracé  de 
la  courbe,  dont  il  faut  construire  des  points  directement  à  l'aide  des  données 
de  la  question.  D'ailleurs  il  ne  faut  chercher  qu'un  très-petit  nombre  de  points 
d'une  courbe  en  dehors  des  points  remarquables,  et  tracer  la  courbe  au  jugé, 
exce()té  dans  le  voisinage  des  points  singuliers,  inflexions  ou  rebroussements, 
quand  on  ne  peut  pas  les  déterminer  directement. 

14.  On  ne  doit  pas  se  décider  légèrement  à  recommencer  une  épure,  surtout 
quand  le  travail  est  un  peu  avancé.  Il  vaut  mieux  gratter,  ou  même  mettre 
une  feuille  de  retombe,  sur  la  partie  mauvaise,  que  de  recommencer  un  long 
travail  qu'on  fait  ensuite  avec  trop  de  précipitation. 

15.  Il  faut  toujours  coller  sa  feuille  avec  soin. 

16.  On  engage  tous  les  élèves  qui  dessinent  assez  bien  pour  ne  pas  fatiguer 
leur  papier,  à  employer  des  teintes  dans  les  épures  d'ombres;  mais  il  est 
préférable,  pour  ceux  qui  sont  inex|)érimentés,  de  mettre  des  hachures  sur  les 
ombres;  ces  hachures,  largement  esi)acées  (2  millimètres  environ),  se  font 
très-vite  et  doivent,  dans  le  cas  des  ombres  cachées,  être  simplement  disposées 
en  liséré,  sur  le  contour  des  surfaces  à  couvrir.  A.  M. 


QUESTION  DE  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE. 

par  A.  Bo«|^«eret,  professeur  à  l'Ëcole  J.-B.  Say. 
École  navale.  -~  Goncoors  de  1876. 


On  donne  un  plan  PaP'  dont  la  trace  horizontale  aP  fait 
un  angle  de  3o®  avec  la  ligne  de  terre;  le  plan  est  incliné  de 
53^  sur  le  plan  vertical»  On  donne  un  point  A  dans  ce  plan^ 
distant  de  0,02  du  plan  horizontal^  et  de  o,o3  du  plan  vertical. 
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Ce  point  est  le  centre  de  la  base  d'un  cône  droite  situé  dafis  la 
partie  supérieure  du  plan  et  dont  le  rayon  est  0;03.  La  hauteur 
du  cône  est  0,12.   Trouver  les  projections  du  cône, 

1**  Détermination  du  plan  P'aP. 

Un  plan  P'aP  étant  donné  par  ses  traces,  on  obtient 
l'angle  qu'il  fait  avec  le  plan  vertical  en  le  coupant  par  un 
plan  perpendiculaire  à  la  trace  verticale  Pa,  et  par  suite 
perpendiculaire  au  plan  vertical,  et  en  rabattant  ce  plan 
sécant. 

L'intersection  des  deux  plans  est  l'hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  dont  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  sont  sur  les 
plans  de  projections. 

Dans  le  cas  présent,  on  mène  la  trace  horizontale  Pa,  fai- 
sant 30**  avec  la  ligne  de  terre;  on  abaisse  une  perpendicu- 
laire aa  sur  la  ligne  de  terre  par  un  point  quelconque  de 
Pa;  on  obtient  ainsi  un  côté  de  l'angle  droit  du  triangle 
rectangle  dont  on  vient  de  parler,  triangle  dans  lequel  on 
connaît  l'angle  opposé  à  ce  côté  ;  on  construit  ce  triangle 
rectangle  en  aab  sur  ce  plan  horizontal;  du  point  a',  comme 
centre,  avec  a'b  comme  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle, 
et,  du  point  a,  on  mène  une  tangente  à  cet  arc  :  c'est  la 
trace  verticale  du  plan, 

2*^  Détermination  du  centre  du  cône. 

Le  centre  du  cône  est  l'intersection  de  3  plans  :  1®  le  plan 
P'aP;  2®  le  plan  horizontal  MN  situé  à  0,02  du  plan  horizontal 
de  projections  ;  3®  le  plan  QR,  parallèle  au  plan  vertical,  situé 
à  o,o3  en  avant  de  ce  plan  vertical.  Ces  3  plans  se  rencon- 
trent au  point  {0,0). 

3**  Projections  du  cône. 

On  rabat  le  plan  P'aP  sur  le  plan  horizontal  ainsi  que  le 
point  (OfO)  qui  tombe  en  0;  du  point  0,  comme  centre,  avec 
une  ouverture  de  compas  égale  à  o,o3,  on  décrit  une  cir- 
conférence, qui  est  la  base  du  cône  en  vraie  grandeur;  on 
ramène  cette  circonférence  en  projections,  ce  qui  donne  les 
deux  ellipses  cod,  cod'  ;  du  point  0',  on  mène,  perpendiculai- 
rement à  Pa  une  ligne  aS',  qui  est  la  projection  verticale 
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de  Taxe  du  cône,  et  qui  est  égale  à  0,12  dans  Tespace;  du 
point  0,  on  mène  perpendiculairement  à  Pa  une  ligne  os, 
qui  est  la  projection  horizontale  de  Taxe  du  cône. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  former  les  contours  apparents  du  cône 
au  moyen  de  tangentes  aux  ellipses,  partant  des  points  $  et  s. 

N.  B.  —  Sur  répure,  le  centre  de  la  base  du  cône  a  été  dé- 
signé par  la  lettre  0,  au  lieu  de  la  lettre  A,  qui  était  indi- 
quée dans  renoncé. 
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DÉÏERMINATIUN   DE  LA  SENSIBILITÉ 

â'nne  balance  ordinaire, 
pmt  M.  B*  Colet* 
(Voir  page  45.) 


Voici  une  démonstration  très-simple  de  la  formule  relative  à  la  sensibilité 
d'une  balance  dans  le  cas  le  plus  général,  que  nous  avons  reçue  de  M.  Golot, 
ancien  élève  de  l'École  Polytechnique.  Elle  complétera  l'étude  de  M.  More! 
sur  la  même  question.  [Voir  la  ûgure  de  la  page  48.)  J.  B. 

On  peut  considérer  la  force  't;   comme  la    résultante    de 

deux  forces  qui  lui  seraient  parallèles,  Tune  de  sens  cou* 

traire  appliquée  au  point  0  et  détruite  par  la  résistance  de 

ce  point  et  l'autre  de  môme  sens,  appliquée  au  point  M  et 

avant  pour  intensité 

OG  _        r.d 

'  ^  OM  ~     Z  sin  p 

Les  deux  forces  P  pouvant  ôtre  remplacées  par  une  force 
2P,  appliquée  au  point  M,  il  y  aura  équilibre  si  la  résultante 

des  forces  2P  +  -; — : — ;;  et  »,  aeissant  en  M  et  en  B,  passe 

/  sin  p      '^ 

au  point  G  où  la  direction  OG  de  la  pesanteur  rencontre  la 
droite  ÂB. 

En  exprimant  que  cette  condition  est  satisfaite,  on  trouve 
successivement  : 

MG  p 


l  sin  p 
MG  p 


MB         p    ,         ,        r.d 

2P  +  P  + 


l  sin  ^ 

OM  tg  a     pi  sin  p 

OM  cot  p    ~  (2P  +  p)  /  sin  p  -f-  T.d 

pi  cos  p 

^  *  ~  (2P  +  p;  /  sin  p  +  icd 

formule  qu'il  s'agissait  précisément  d'établir. 
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MODÈLE  DE  CALCUL  NUMÉRIQUE 

Résolution  d'un  triangle.  —  3^  Cas. 

Données.  Résultats, 

a  =  57832,48  A  =  72»  i3'  ii*,6 

b  =  32456,25  B  =  32   18  i3,o 

C  =  75-  28'  38',  4  ■  c  =  58792,635       . 

S  =  9o85225oo 

Calcul  de  L  (A  +  B). 
2 

A-f  Bw=  180— C 
1 80  =1 79*  59'  60",  o 
C  =    73   28  35,   4 

A+  B  =  104  3i  24,6 
i(A4-B)  =    52  1542,3 

Calcul  de  v. 

b 
Tang  ç  =  - 

Log  6  —  4,511.2984 2950 

Log  a  —  4,762.1718. 1682  26,8 

_  3o,o  6,70 

Lo<^  tang  f  =  :, 749. 1266        6,0 

<p  =  29"  18'  05",  92 1266 

45»  =  44  59  60,  00  0974  (493) 

45-©—  i5  41  54,  08  292 

246,5 
455 

443,7 
ii3 

Calcul  (teLfA—B). 
2 

Tang  i  (A  -  B)  =  tg  L  (A  +  B)  tang  (45-?) 

2  M 

Log  tang  î-  (A  4-  B)  =  0,1 1 1 .2844 2744  (435) 

Log  tang  (45  —  <p)  =  7,448.7934 7604  (809)     87,  0 

323,6       i3,  o5 

Log  tang  i  (A  —  B)  =  1,560.0778       6,472 

-  (A.  —  B)  =  19*  57'  26*,3 0778 

0167  (656) 
611 

590.4 

206 

196.8 

9» 
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Calcul  de  X  et  de  B. 

i  (A  +  B)  =  52-  i5'  42^3 

2 

i(À-B)  =  19    57   29,3 

A  =  72    i3    11,6 
B  =  32    18    i3,o 


Calcul  de  C. 


sia  C        siD  A 
Logfl  =  4,762.1718 
LogsiiiC=  1,985.8955 ._. 8925(55) 

Colog  sin  A  =  0,021.2556..   .     1,978,7433(67)  27,5 

6,7  2,20 

Loge  =  4,769.3229  4,02 

7^978.7444,  =  log  sin  A 


%>      —      m/\1  ^\Jt,^\JJJ   .    .    . 

3182 

47 

44.4 
26 
22,2 

38 

- 

Calcul  de  S. 

^  __  fl6  sin  C 
2 
Log  a  —  4,762.1718 
Logb  =  4,511.2984 

Log  sinC  =  1,985.8955 

Colog  2  —  i,6q8.970o 
Log  S  ==  8,958.3337 

S  =r   008 5 22^00 

..    3337 

3343 
12 

9,6 

24 

—  HO  — 

PROBLÈME  DES  COURSES 

par  M.  Cechex, 


Plusieurs  chevaux ^  -4,2?,  C...  aux  cotes  m,  n,  p...  doivent 
courir  dans  une  course.  Quelle  somme  doit-on  placer  sur  chacun 
éCeuXy  pour  gagner  une  somme  de  a ,  quel  que  soit  celui  qui 
arrive  le  premier. 

1®  Considérons  trois  chevaux;  et  soient  oc,  j/,  3  les  sommes 
placées  sur  A,  B,  C. 

Si  A  arrive  premier  la  somme  gagnée  sera  mx\  et  la 
somme  perdue  sera  y  -\-  z.  Le  gain  mx  —  y  —  z  devant 
être  égal  à  a,  on  a  Téquation 

ww;  —  y  —  z  =  a  (1) 

De  môme  si  B  arrive  premier,  on  aura  Téquation  j 

ny  —  x  —  J5  =  a  (â)  ■ 

et  si  G  arrive  premier,  on  aura 

pz  —  X  —  î/  =  a  (8) 

Telles  sont  les  équations  qui  vont  nous  permettre  de  trou- 
ver j:,  y,  z. 

Pour   calculer   a?,   y,  s,    il  est    avantageux  de    calculer     \ 
d^abord  la  somme  x  +  y  -f-  s.  j 

Pour  cela  nous  remarquerons  que  les  trois  équa.tions  pré-     \ 
cédentes  peuvent  s'écrire 

X  +  mx  •=  a  -J-  (a?  +  y  +  5j 
y  J^  ny  ±z  a  -\-  {x  +  y  -{-  z) 
3  -f   /)3   =  a  -|-  (X-  +  y  +  3) 

d'où  n  +  (-^^  +  y  +  ^.l 

m  -f-  I 

//  =  — — T  -^      (A) 

n  ^-  I 

^   ,       </  +  (^-  +  y  +  ^  ) 

3  =  1 

ajoutant  ces  trois  relations  (A)  il  vient 


—  m  — 

d'où 


'  +.-;-+' 


-+j^+^=«  "+;    "+;   ^+;  .(4) 


_  I    '      +_L--|.-J_) 

\7H  +  I    '    n  +  I        P  +  1/ 


Celle  valeur  trouvée    pour  oî  +  ?/  +  z,  montre   que    la 
condition  nécessaire  pour  la  possibilité  du  problème  est 

I  >  ...  .   ,  +  r-T-7  + 


TW  +  I         n  +  I         P  +  I 

Si  nous  portons  cette  valeur  (4)  dans  chacune  des  relations 
(A)  il  vient,  toutes  réductions  faites, 


a 
a;  =  - 


(m 


+  ')['-(ïrh  +  îrTT'*"rFT)] 


a 

y  = 


( 


a 


2*  Si  au  lieu  de  trois  chevaux  on  en  considérait  un  plus 
grand  nombre,  les  calculs  seraient  identiquement  les  mêmes. 

Remarque.  —  L'examen  des  valeurs  trouvées  pour  les 
inconnues  x,  y,  s,  nous  donne  la  règle  suivante  pour  les  dé- 
terminer dans  tous  les  cas,  sans  avoir  besoin  de  résoudre  les 
équations  auxquelles  on:  est  conduit  : 

On  ajoutera  une  série  de  fractions  ayant  pour  numérateurs 
l'unité;  pour  dénominateur  les  diverses  cotes  augmentées  de 
V unité;  on  retranchera  la  somme  de  ces  fractions  de  Vunité, 
On  multipliera  le  résultat  par  la  cote  plus  i  correspondante  à 
l^inconnue  qus  Von  cherche  et  Von  divisera  par  ce  résultat^  la 
somine  que  Von  se  propose  de  gocjner. 
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APPLICATION  NUMÉRIQUE. 

Si  Ton  suppose  w  =  i,  n=:3,  p=:4,  et  que  Ton  veuille 
gagner  a  =  loo  fr. 
On  aura  x=>  looo 

y  =  5oo 

z  =  400 

Bemarque.  —  Plus  les  cotes  seront  élevées,  moins  la 
somme  que  Ton  devra  placer  pour  gagner  une  somme  dé- 
terminée sera  grande. 

AUTRE  SOLUTION 
par  M.  Ba^et,  élève  de  l'École  normale  supérieure. 

On  sait  que  dans  une  course  de  chevaux,  si  Ton  place  la 
somme  x  sur  un  cheval  de  cote  A,  dans  le  cas  où  le  cheval 
arrivera  le  premier,  on  recevra  la  somme  x  plus  Ax,  c'est- 
à-dire    (A+O^- 

Supposons  alors  une  course  de  n  chevaux,  cotés  respec- 
tivement 

*i — i>    «2 — i>     «3 — ï> *»  —  ï" 

Quelles  sommes  faydra-t-il  placer  sur  chacun  (ïeux  pour  avoir 
la  même  somme  S  de  héuéficCy  quel  que  soit  le  cheval  gui  arrive 
le  premier? 

Appelons  Xi,  x%,  x^ Xn  les  sommes  inconnues;  on 

aura  les  équations 

Xi-\-Xi  +  x^+ -[- a.,j  -j. S  =z  a.  Xi 

i3P|  +  ^2  +  ^3  + +  ^»  +  S  =  «îX'j 


^1  +  ^2  +  X'3  + 4- j?rt  -j-  S  =  a„  Xn 

Multiplions    nos   équations    respectivement  par  —  ,  —  , 

—  ,....   —  ,   et  ajoutons,  nous  aurons 

*3  *» 


( 


4s(-L  +  l  +  J-+....+i-) 

\*|  *2  «3  *m7 

=  a-,  -f.  x-2  +  X3  +    .    .  +  Xn 
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Posons    oct  -f-  ^2  "I"  ^3  +  •   •   •   .  +  a?n  =^  P, 
il  viendra  c  /  '     i      ^      i  i     ^  \ 

La  première  équation  devient  alors 


S 


a,  Xi  =^S  +  P  = 
Donc 


.Cl    =. 


«1 


\  «1  «2  *3  ^n  I 

Les  autres  valeurs  s'obtiendraient  par  symétrie. 

Discussion  :  Pour  que  les  inconnues  aient  des  valeurs  ad- 
missibles, il  faut  que  Ton  ait 

S 

>o. 


\  ^1  «2  *M    / 


Si  donc  on  veut  *î:agner,  comme  S  >  o,  le  dénominateur 
doit  être  positif. 

Si  Ton  veut  se  contenter  de  ne  pas  perdre,  comme  S  =  o , 
il  faut  que  le  dénominateur  soit  nul. 

Enfin,  on  perdra  toujours  si  le  dénominateur  est  négatif. 

Proposons-nous  de  gagner  précisément  la  somme 


S  = 
Alors  on  aura 


=  ,_fJ.  +  _L4. +J_) 


I 

I 

I 

Xi    =    — 

,X2=  

,  X2   —    

«1 

«2 

^3 

I 

/'ir»  — —    ^^^^     • 

■        •        .        •       %A^J^      — —    ^^^     1 

Donc,  si  Ton  place  sur  chaque  cheval  une  somme  égale  à 
l'inverse  de  sa  cote  plus  un,  on  recevra  toujours  la  somme  i, 
et  la  somme  des  placements  sera 

_L  +  ^+.  .  .  .  +J- 

On  serait  arrivé  facilement  à  cette  solution  par  l'arithmé- 
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tique,  mais^  on  Yoil  en  outre  que  c'est  la  seule  solution  du 
problème. 

Pour  appliquer  cette  dernière  combinaison,  il  suffira  de 
faire  les  calculs  comme  il  est  dit,  puis  de  multiplier  tous  les 
nombres  obtenus  par  un  même  nombre,  de  manière  à  donner 
une  somme  quelconque. 


QUESTIONS 

POSÉES  DANS   LES   EXAMENS  ORAUX   DU   CONCOURS   DE  SAINT-CYR 

(Voir  page  83.) 


1 .  —  Résoudre 


PROBLÈMES    i"^^    DEGRÉ 
a  +  X       m 


6  -f  a;         n 
Énoncer  le  problème  dont  cette  équation  donne  la  solution. 

±  —  Deux  courriers  marchent  sur  une  même  ligne  droite  en  sens  con- 
traire l'un  de  lautre,  l'un  avec  une  vitesse  a,   l'autre  avec  une  vitesse  b. 

Montrer  que  le  point  de  rencontre  partage  le  chemin  parcouru  en  seg- 
ments proportionnels  aux  viles.ses. 

3.  —En  partant  do  7  h.  lo  m.,  dans  combien  de  temps  l'aiguille  des  minutes 
passera-t-elle  sur  celle  des  heures? 

4.  —  Quel  est  l'angle  que  font  les  deux  aiguilles  d'une  horloge  lorsqu'il 
est  7  h.  un  quart. 

5.  —  Résoudre  :      ax   -{-  by    -{-es    +  d   =  0 

a'x  +  b'y  +  es    4.  d'  =  0 
a"x  4-  b"y  4-  c"«   +  d"  =  0 

Q 

G. — Chercher  le  nombre  qu'il  faut  ajouter  aux  deux  termes  de  -r  l>our  ob- 
tenir une  fraction  différant  de  l'unité  d'un  millionième. 

7.  —  Deux  mobiles  parlent  l'un  de  A,  l'autre  de  B  sur  un  même  rajron; 
le  premier  parcourt  la  circonféœnce  OA  en  20  h.,  le  second,  la  circonfé- 
rence OB  en  i3h.,  on  demande  dans   combien  de  temps  les  deux  mobiles 

se  retrouveront  sur  un  même  rayon. 

a 
8. —  Soit  une  fraction  --<  i .  Quel  nombre,  x  doit-on  ajouter  aux  deux  termes 

a  +  X  a     ^. 

pour  que  ,  =  2   — ■.  Discuter. 

6  4-  0?  6 

9.  —  Trouver  une  fraction  équivalenle  à  — ^  el  dont  la  somme  des  trr- 
mes  soit  égale  à  un  nombre  donné. 
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10.— Étant  donné  un  tronc  de«ône  droit;  trouver  sur  sa  hauteur  un  point 
tel  qu'en  Je  joignant  à  tous  les  points  des  circonférences  de  base,  on  ob- 
tienne deux  cônes  dont  la  somme  des  volumes  soit  égale  au  volume  d'un 
cône  donné. 


2*  DEGRÉ.  —  TRINOMES.  —  MAIUMA. 

1.  —  Résoudre       

2.  —  Résoudre      ,  _^ 

^                  a^  4-  «6  +  &*  _.,  ...     ^. 

On  a  X  =3  ; — r .  \  eniieation. 

a  +  0 

3.  —  Résoudre  l'équation 


^  3a?-h4+y^aj  +  3=  5. 


4.  —  Résoudre  l'équation  ax  . 

5.  —  Résoudre  or^  +  j:  +  i        _ 

— ^—  =B  m 

X 

Condition  de  réalité  des  racines. 

6.  —  Résoudre  l'équation 

Ojc'  —  3ax  -f  jc  +  a  =  o. 
Condition  de  réalité  des  racines. 

Quel  nombre  faudrait-il  mettre  à  la  place  de  a  pour  que  le  1*'  membre 
de  l'équation  fût  un  carré  ? 

7.  —  Résoudre  l'équation 

[a  —  x)  [X  —  b)  =  a*- 
(Conditions  de  réalité  des  racines. 

8.  —  Résoudre  l'équation 

[x  —  nj'  [X  —  b)  :=  x^  —  a-' 

Conditions  iiour  que  les  racines  soient  réelles.  Entre  quelles  limites  doit 

a 
être  coinpris  le  rapiwrt  -  pour  que  les  racines  soient  réelles? 

9.  -*  Résoudre  Téquation 


^  + 

I              1 

x^-^a'         6' 

• 

10. 

— 

Résoudre  les 

équations 

X  +  y  =•  a. 

x'  — 

y^  sa  mX  +  i 

*y. 

11. 

m^ 

Résoudre 

.r  —  ; 

y       a?4-  î/^ 
■"        b 

xy 

a 

c" 
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12.  —  Résoudre  l'équation 


X  X 

+  :  =  K. 


X  —  a        X  —  b 

13.  —  Résoudre 

a;2  +  y3  ==  K» 

X  (a;  +  3/)  =  2R' 

14.  —  Quelle  condition  doivent  remplir  les  coefficients  a,  &,  c,  pour  que 
le  trinôme  ax^  '\- bx  •\'  c  soit  un  carré  parfait? 

15.  —  Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  les  coefficients  a»  6,  c  de 
l'équation  ax^  +  6a;  +  o  =  o  pour  que  le  carré  de  Tune  des  racines  soit 
égal  à  l'autre? 

16.  —  Entre  quelles  valeurs  doit  varier  x  pour  que  le  trinôme  a;' — 'jx  4-  1 5 
soit  positif? 

17.  —  Chercher  les   valeurs  de  a  qui  satisfont  à  l'inégalité 

3a*  —  8a  -h  I  >  0. 

18.  —  Résoudre  l'inégalité 

ic*  —  i2j;  +  37>  o.  Trouver  la  valeur  minimum  de  x. 

19.  —  Trouver  les  valeurs  de  a  qui  rendent  le  trinôme  a-  —  8a  +  '7  po- 
sitif. —  Chercher  le  minimum. 

20.  —  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  rectangle  de  surface  maximum. 
Construction  géométrique. 


PROBLÈMES  2^  DEGRÉ. 

1.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  veut  mener  une  parallèle  M>'  à 

la  base,  de  manière  que  l'on  ait  : 

AIN-  =  MB  .  CB. 
Discuter  la  formule  obtenue. 

2.  —  On  donne  un  rectangle  ABCD  et  on  demande  do  trouver  sur  AB 
un  point  E  tel  que  de  ce  point  l'on  puisse  voir  AD  et  CD  sous  le  même 
angle. 

3.  —  On  donne  un  triangle  ABC;  on  mène  une  parallèle  DE  à  la  base 
BC  ;  on  joint  BE. 

Placer  DE  de  manière  que  surface  BDE  =  K*.  Celte  surface  a-t-elle  un 
maximum.  Discussion.  — Y  aura-t-il  toujours  deux  solutions? 

4.  —  On  donne  un  triangle  ABC,  on  demande  de  trouver  sur  là  hauteur 


est  minimum.  —  Discussion  de  ce  problème  en    faisant  varier   l'angle  nu 
sommet. 

5.  —  On  donne  un  cercle  et  un  diamètre  AB  de  ce  cercle,  par  l'extrémité 
A  de  ce  diamètre  on  mène  une  corde  AC  faisant  un  angle  a  avec  AB.  On 
demande  de  mener  une  perpandiculaire  DE  à  AB,  qui  soit  partagé3  par  la 
droite  AC  en  deux  parties  égales.  Discussion  lorsque  a  varie  de  o  à  90". 
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6.  ^  Êunt  donné  un  rectangle  ABCD  dont  les  côtés  AB  et  AC  sont 
|)rolongés,  on  demande  de  mener  une  droite  MDN  i)assant  {at  le  point  D 
et  telle  que  la  somme  des  triangles  MCD,  BDN  soit  égale  à  un  certain 
nombre  de  fois  le  rectangle  donné,  ou  en  d'autres  termes  que  l'on  ait 
MCD  -4-  DBN  =  m  .bh. 

Discussion  du  problème. 

7.  —  On  donne  un  rectangle  ABCD  dont  les  côtés  AC  et  CD  sont  pro- 
longés et  on  veut  mener  par  le  point  B  une  sécante  MN  qui  donne 
BM^  -{-  BN-  =  K.  Surface  ABCD. 

8.  —  On  décrit  un  cercle  sur  un  diamètre  donné  AB  et  par  A  on  mène 
une  droite  AC  faisant  avec  AB  un  angle  donnés.  Trouver  sur  AB  un  point  P 
tel  que  MP^  -f  M»^  =  K^,  M  et  N  sont  les  points  de  rencontre  avec  le 
cercle  et  la  droite  AC  de  la  perpendiculaire  élevée  en  P  à  AB. 

9.  —  Étant  donné  un  triangle  rectangle  ABC  on  veut  trouver  sur  l'hy- 
poténuse BC  un  point  M  tel  que  Ton' ait  BMxCM-j-ÂM'^  =  K'^.  Discuter 
la  formule  obtenue. 

iO.  —  On  donne  une  demi -circonférence  0,  sur  le  diamètre  AB  un  point 
P.  Trouver  sur  la  circonférence  un  point  M  tel  qu*en  joignant  ce  point  aux 
points  A  et  B  et  en  menant  par  P  des  parallèles  à  ces  lignes,  on  forme 
un  rectangle  PD.M(];  de  périmètre  constant  quel  que  soit  P. 

11.  ~  On  donne  un  demi-cercle,  mener  CD  parallèlement  au  diamètre  BA, 
de  manière  que  BC  +  CD  égale  une  longueur  donnée  m.  Discussion. 

Résoudre  le  problème  en  évitant  les  radicaux;  prendre  BC  pour  inconnue. 

12.  —  On  demande  de  trouver  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
an  point  M  tel  qu'en  le  joignant  au  point  A  et  en  abaissant  la  perpendi- 
culaireJUD  sur  AB,  on  forme  un  triangle  AMD  ayant  une  surface  donnée  m*. 

13.  --  On  donne  un  rectangle  ABCD,  on  prolonge  les  côtés  AB  et  AC,  on 
demande  de  mener  par  D  une  ligne  MDN  telle  que  DN  .  DM  =  K^ 

Résoudre  la  même  question  en  prenant  l'angle  AMD  pour  inconnue. 

14.  —  On  donne  une  droite  AB,  on  élève  deux  perpendiculaires  égales 
AC,  BD.  On  demande  un  point  M  tel  que  : 

CMA  =  2  D.MB. 
Discussion. 

15.  —  Étant  donné  un  cercle  0,  mener  une  corde   AB  telle  qu'ajoutée  à 

la  distance  qui  la  sépare  du  centre,  elle  donne  une  longueur  donnée  :  en 

d'autres  termes  que  l'on  ait  : 

AB  +  OD  =/. 
Discussion. 

16.  —  On  a  deux  droites  rectangulaires  oo;,  oy.  Par  un  point  B  de  ox^  on 
mène  une  parallèle  BD  à  oy  jusqu'au  point  de  rencontre  avec  une  parallèle 
CD  à  oo;;  on  mène  une  sécante  BM'S  qui  détermine  ainsi  deux  triangles 
BDM,  CMN.  On  demande  la  position  de  la  droite  CMN  pour  que  la  somme 
des  deux  triangles  soit  minimum.  Traiter  la  question  par  l'algèbre  et  la 
trigonométrie. 
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17  ^  On  donne  trois  droites  paraliMes  et  la  perpenaicuiaire  commune 
ACB  :  mener  CE,  CK  faisant  un  même  angle  x  avec  la  parallèle  du  milieu 
et  telle  que  si  on  mène  EF,  la  droite  obtenue  soit  égale  à  une  longueur 
donnée  K. 

Conditions  de  possibilité. 

18.  —  On  donne  un  quart  de  cercle  AB.  On  demande  de  mener  une 
tangente  telle  que  OM  +  ON  =  /,  /  étant  une  longueur  donnée. 

Résoudre  le  même  problème  en  prenant  un  angle  pour  inconnue,  l'angle 
NOC  par  exemple. 

19.  —  On  donne  un  demi-cercle,  on  demande  de  mener  CD  parallèle  au 
diamètre  AB,  de  telle  sorte  que  le  parallélipipède  construit  sur  les  di- 
mensions AC,  CD,  DB,  ait  un  volume  égal  à  un  cube  donné  a'. 


MÉLANGES 


DU  ROLE  DE  L'EXPERIENCE 

DANS  LES  SCIENCES    EXACTES 

par  M.  #•  H«ttelj  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Bordeaux 


La  plupart  des  phénomènes  qui  se  passent  sous  nos  yeux 
ne  sont  pas  susceptibles  d'une  détermination  exacte,  et,  lors- 
qu'ils se  reproduisent,  nous  n'avons  aucun  moyen  de  nous 
assurer  de  leur  parfaite  identité.  Il  en  est  cependant  —  et 
ce  sont  naturellement  les  plus  simples  —  pour  lesquels  la 
détermination  est  possible  avec  une  approximation  et  une 
sûreté /'ctndeti^teîtj  assez  grandes,  pour  que  l'incertitude  que 
nous  laissons  subsister  soit  pour  nous   sans  inconvénient. 

Quand  la  comparaison  exacte  est  possible,  on  peut  procé- 
der à  l'étude  des  lois  de  la  transformation  d'un  phénomène 
dans  un  autre,  et  si  ces  lois  sont  assez  simples  pour  que 
nous  réussissions  à  les  reconnaître,  leur  ensemble  constituera 
l'objet  d'une  science  exacte. 

La  construction  d'une  telle  science  se  compose  essentiel- 
lement de  deux  parties  distinctes  :  l'une,  qui  est  fondée  sur 
l'observation  et  l'expérience,  consiste  à  rassembler  des  faits» 


—  119  — 

et  à  en  conclure  par  induction  les  lois  el  les  principes  qui 
serviront  de  base  à  la  science;  l'autre,  qui  n'est  qu'une 
branche  de  la  Logique  générale,  s'occupe  de  combiner  ces 
principes  fondamentaux,  de  manière  à  déduire  la  représen- 
tation des  faits  observés,  et  à  prédire  en  outre  des  faits 
nouveaux. 

L'observation  des  faits  ne  peut,  en  général,  avoir  lieu 
avec  une  rigoureuse  exactitude,  et  n'est  jamais  complète. 
Rien  ne  peut  donc  nous  garantir  a  priori  que  les  lois  four- 
nies par  l'induction  seront  toutes  vraies,  ni  qu'elles  seront 
suffisantes. 

On  reconnaîtra  leur  fausseté,  lorsque  combinées  par  les 
procédés  logiques,  elles  aboutiront  à  des  conséquences  con- 
tradictoires, ou  lorsque  les  faits  nouveaux  qu'elles  condui- 
raient à  prévoir  seront  en  désaccord  avec  la  réalité  objective. 

Il  peut  se  faire,  d'autre  part,  que  les  lois  admises  ne 
soient  pas  toutes  distinctes  et  indépendantes  entre  elles,  et 
que  quelques-unes  d'entre  elles  fassent  partie  des  consé- 
quences que  l'on  peut  tirer  de  la  combinaison   des  autres. 

On  voit  ainsi  quel  est  le  rôle,  dans  l'établissement  des 
principes,  de  la  partie  de  la  science  qui  s'occupe  de  leur 
combinaison,  abstraction  faite  de  leur  origine  expérimentale 
et  des  rapports  de  leurs  conséquences  avec  les  faits  réels. 
C'est  elle  qui  doit  constater  d'abord  si  les  principes  sont 
compatibles  entre  eux,  et  ensuite  s'ils  sont  irréductibles  à 
un  moindre  nombre.  Une  science  fondée  sur  des  principes 
qui  satisfont  à  ces  conditions  est  absolument  vraie,  au  point 
de  vue  rationnel  et  abstrait,  quand  même  elle  ne  se  trouverait 
pas  conforme  aux  faits  réels  qu'elle  était  destinée  à  repré- 
senter. C'est,  dans  ce  cas,  à  la  partie  expérimentale  et 
inductive  qu'il  faut  s'en  prendre  ;  ce  sont  les  hypothèses 
fondamentales  qu'il  faut  changer.  La  partie  purement  logi- 
que, quoique  devenue  inutile,  était  irréprochable. 

Cette  partie  logique  des  sciences  exactes  constitue  ce 
qu'on  appelle  les  Mathématiqites  proprement  dites.  Celles-ci 
se  divisent  à  leur  tour  en  Mathématiques  pures,  contenant 
les  théories  logiques  applicables  à  l'étude  de  toutes  les 
classes  de  faits  indistinctement,  et  en  Mathématiqites  appli^ 
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quéeSf  traitant  de  Tapplication  de  ces  théories  générales  a 
des  classes  particulières  de  faits,  et  des  procédés  spéciaux 
qui  s'adaptent  le  mieux  à  chacune  de  ces  classes. 

II 

On  donne  le  nom  d'opération  à  l'acte  qui  transforme  un 
phénomène  dans  un  autre,  de  sorte  qu'à  une  succession 
de  phénomènes  correspond  une  combinaison  d'opérations. 

Pour  appliquer  la  Logique  à  la  combinaison  des  opérations, 
il  n'est  nullement  nécessaire  de  connaître  leur. sens  réel  el 
la  manière  dont  elles  s'exécutent.  Il  suffit  d'avoir  constaté 
certaines  propriétés  abstraites  de  ces  opérations,  auxquelles 
on  pourrait  donner  le  nom  de  propriétés  combinatoires  (1). 
On  peut  construire  une  théorie  abstraite  des  opérations 
fondée  uniquement  sur  la  considération  de  ces  propriétés,  et 
comprenant  ainsi  comme  cas  particulier  l'Algèbre  ordinaire. 

Un  nombre  étant  la  loi  de  formation  d'une  quantité  par 
l'addition  d'unités  égales,  l'Arithmétique  n'est  autre  chose 
que  la  théorie  abstraite  de  la  combinaison  de  cette  sorte 
d'opérations. 

Les  opérations  peuvent  être  simples,  comme  le  sont  les 
opérations  fondamentales  de  l'Algèbre  ;  elles  jouissent  alors 
de  propriétés  simples,  et  la  théorie  de  leur  combinaison 
peut  recevoir  un  grand  développement.  D'autres  fois,  elles 
sont  d'une  nature  plus  complexe  :  telles  sont  les  construc- 
tions géométriques,  dont  la  combinaison  se  fait  le  plus  sou- 
vent suivant  des  lois  spéciales  pour  chaque  cas  particulier, 
sans  qu'on  puisse  la  soumettre  à  des  procédés  généraux. 

Les  opérations  complexes  peuvent  généralement  se  rame- 
ner aux  opérations  simples.  C'est  cette  décompositon  d'opé- 
rations dans  leurs  éléments  qui  caractérise  les  théories  dites 
analytiques   (Géométrie    analytique,  Mécanique  analytique, 

%     I  ^    -■         .1         ■■  -^^^^^  ■■■!■  ■»■■■  B»»^!         ■_»_-■■—,—       I,-  ,  ,1  , 

(1)  Pour  en  donner  un  exemple,  la  théorie  delà  multiplication  algébrique 
repose  tout  entière  sur  le^^  propriétés  exprimées  par  les  égalités  suivantes  : 
!•  Pour  a  =  a'^  b  =  h\  on  &  a  .  b'  =  a  .  b'  {uniformité^  eindeutigkeit)  : 
2"  {a+  b)  .  c  =  o .  c  +  6  .  c  (propriété  distribulive)  ; 
3»  a  .  b  =  b  .a  (propriété  communicalive); 
4»  (a  .  6)  .  c  =  (a  ,  6  .  c)  [propriété  associaiive); 
5*  0  X  o  =  o  ; 
6»  a  X  I  =  a. 
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etc.).  On  donne  le  nom  de  synthétiques  aux  théories  ou  Ton 
emploie  immédiatement  les  opérations  complexes. 

La  différence  essentielle  entre  les  théories  analytiques  et 
les  théories  synthétiques  tient  ainsi  à  ce  que,  dans  les 
premières,  les  opérations  ont  des  propriétés  simples,  qui 
permettent  d'établir  des  procédés  généraux  pour  leur  com- 
binaison, et  fournissent  des  méthodes  régulières  et  directes 
pour  la  solution  des  problèmes.  Dans  les  théories  synthé- 
tiques, au  contraire,  la  complication  et  la  variété  plus 
grande  des  opérations  s'opposent  à  la  formation  de  règles 
simples  pour  leur  application,  et  la  solution,  tout  eu  cxi- 
gcîâTut  moins  d'intermédiaires,  est  d'ordinaire  le  , résultat 
d'un  tâtonnement,  que  l'exercice,  bien  plus  que  les  méthodes 
générales,  peut  mettre  en  mesure  d'abréger. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS  POSÉES  DAKS  DES  EXAMENS  ANGLAIS. 


1.  Trouver  un  nombre  de  deux  chiffres  tel  (Jue  si  on  le 
divise  par    le   produit   de   ses   deux   chiffres,  on   obtienne 

comme  quotient  -r-  et  que  si   on  retranche  9  du  nombre 

cherché,  on  retrouve  le  môme  nombre  renversé. 

2.  Démontrer  que  si  un  côté  d'un  triangle  est  divisé  en 
deux  parties  égales,  il  n'y  a  pas  d'autre  ligne  terminée  aux 
deux  mômes  côtés  et  divisée  par  le  môme  point  en  deux 
parties  égales. 

3.  Si  une  racine  de  l'équation  x'  -\-  px-{'q=  o  est  réci- 
proque d'une  racine  de  l'équation  x'  -j-  rx-\- s  =  o,  on  a  la 
relation  (ps  —  r)  (qr  — p)  =  {qs  —  i)'. 

4.  La  différence  entre  deux  nombres  est  48  ;  la  différence 
entre  le  moyen  arithmétique  et  le  mpyen  géométrique  est 
18.  Trouver  ces  deux  nombres. 

5.  Simplifier  l'expression 

(a  +  6  +  c)(a?  +  yf  ;5)  +  (a  +  6  — c)(x'  +  i/— 3)4- 
0  +  c— tf)(ï/  +  3  — j;)  +  (c  +  a  —  b)  (3  +  x  — t/). 
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6.  Éliminer  x,  j/,  z  entre  les  équations. 

x  +  y  +  z  =  a;  x^'  +  y^'  +  z'^  =  b'-; 

x^']-y^-\-z^=  3c*;  xys  =  a^. 

7.  Résoudre 

y/s  +  x^x    +  \J^  —  sJ'x    =  yj^^2\l'jc'. 

8.  Résoudre 


9.  Résoudre 


^  +  Vy  +x=  12  — y; 
x""  =  41  —  !/*. 


10.  Résoudre 


oc  )/  xy  +  y  ^  xy  =10 

1 

Sin  X  +  cos  0?  =  T=: 

si  2 

11.  Résoudre     2  sin*  6  +  sin*  26  =  2. 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 

QUESTION  3. 

[Solntlôn  par  M.  Nepveu,  élève  du  Lycée  de  Châteauroux. 

Deux  droites  AB  et  A'B'  sont  perpendiculaires  à  un  même 
plan  M  aux  points  donnés  A  et  A!,  On  sait  que  la  longueur  de 
AB  est  double  de  celle  de  A'B'.  Par  le  pied  A  de  AB,  on  tire  dans 
le  plan  M  une  droite  AC  faisant  avec  AA'  un  angle  donné.  Cela 
posé,  on  demande  de  tivuver  sur  la  droite  AG  un  point  d'oii  Uon 
verrait  les  longueurs  AB  et  A'B'  soutS  des  angles  égaux.  Dis- 
cussion sommaire  de  la  question. 

^^  Les  constructions 

indiquées  étant  faites 
et  N  étant  un  des  points 
cherchés,  nous  remar- 
quons que  les  trian- 
gles ABN  et  A'B'N  sont 
semblables  et  que  leur 
rapport  de  similitude 
esti.  Le  point  N  doit 
donc    se   trouver  à    Tintersection   de   la   droite  AG   et  du 
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lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  A  et 
A'  sont  dans  un  rapport  donné.  Ce  lieu  est  une  circonférence 
décrite  sur  la  distance  des  points  conjugués  de  A  et  A' 
comme  diamètre. 

Les  distances  des  deux  extrémités  D  etD'de  ce  diamètre 
au  point  A'  sont  données  par  les  égalités  de  rapports 

I)A    _    h'k'  _    I 

DA    —    D'A    ~    2 
en  posant  AA'  =  a 

nous  en  concluons  D'A'  =  a,  DA  =— -a. 

Le  diamètre  DD'  de  cette  circonférence  est 

DD'  =  AO  =  -^. 

3 

Le  problème  a  en  général  deux  solutions.  Ces  deux  solu- 
tions se  confondent  lorsque  la  droite  AG  est  tangente  à  la 
circonférence.  Nous  avons  alors  dans  le  triangle  rectangle 
AOE,  rhypoténuse  OA  égale  au  double  du  côté  OE  de  Tangle 
droit  .-rangle  opposé  à  ce  côté  vaut  donc  3o^ 

Quand  l'angle  A'AG  compté  de  part  et  d'autre  de  AA  est 
supérieur  à  3o°  le  problème  est  impossible. 

S'ilution  généralisée,  —  Supposons  qu'on  doive  avoir  AB= 
tiA'B'.  Alors  N  étant  un  des  points  cherchés,  les  triangles 
XAB,  NA'B'  étant  semblables,  on  a 

NA  _  I 
NA'  "^  n  • 
On  voit  que  le  point  N  se  trouve  à  Tinte rsection  de  la 
droite  AG  et  de  la  circonférence  décrite  sur  la  distance  des 
points  conjugués  bamioniques  de  A  et  de  A'  comme  dia- 
mètre. Le  problème  a  donc  en  général  deux  solutions.  Les 
distances  des  deux  extrémités  D  et  D'  du  diamètre  au  point 
A  sont  données  par  les  égalités 

DA'   _   D'A'   _    I 

DA    ""   D'A    ""    n 
et  en  posant  AA'  =  a,  on  obtient 

DA'  = ? ,  D'A'  =        ^ 


n  +  ^  ^  —  I 

et  par  suite  DD  = 


n*  —  I 
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Pour  n  =  +  00  les  deux  points  D  et  D'  se  confondent 
avec  le  point  A'  et  la  distance  A'B'  est  nulle  en  supposant 
que  celle  de  AB  soit  finie;  n  décroissant  depuis  +  ^  jus- 
qu'à -|-  2,  valeur  qui  correspond  au  cas  de  la  question  posée, 
le  diamètre  du  cercle  croit  depuis   zéro  jusqu'à   la  valeur 

-^ — .  Dans  ce  cas  la  distance  du  centre  0  de  la  circonfé- 

rence  au  point  A  est  égale  au  diamètre  — —  ;  par  suite  la 

tangente  menée  du  point  A  à  la  circonférence  forme  avec  le 
rayon  mené  au  point  de  contact  un  triangle  rectangle  dans 
lequel  Tangle  opposé  à  ce  rayon  vaut  3o®.  On  voit  donc  que 
dans  la  question  posée  le  problème  devient  impossible  au 
moment  oii  Tangle  A'AG  devient  supérieur  à  3o^  de  part  et 
d'autre  de  AA'.  n  décroissant  depuis  2  jusqu'à  i,  le  diamètre 
du  cercle  croit  jusqu'à  l'infini;  le  point  D  a  pour  limite  le 
milieu  de  AA'  et  le  point  D,  est  situé  à  l'infini.  Le  cercle 
s'est  transformé  en  une  perpendiculaire  indéfinie  menée  par 
le  milieu  de  AA'  et  le  problème  n'admet  alors  qu'une  solu- 
tion, le  second  point  d'intersection  de  la  droite  AG  et  du 
cercle  s'étant  éloigné  indéfiniment.  Enfin,  n  décroissant  de 
I  jusqu'à  zéro  le  point.  D'  se  trouve  sur  le  prolongement 
de  AA  et  se  rapproche  indéfiniment  de  A  avec  le  point  D. 

A  la  limite,  c'est-à-dire  pour  n  =  o  ces  deux  points  se 
confondent  avec  A  et  le  diamètre  du  cercle  est  devenu  nul. 

Si  l'on  continue  à  faire  décroître  n  de  zéro  à  —  oo ,  on 
voit  que  cela  revient  à  compter  les  distances  AB  et  A'B'  de 
part  et  d'autre  du  plan  M  et  que  les  mêmes  circonstances 
géométriques  se  reproduiront. 

QUESTION  26. 
Solatlon  par  M.  Pbrrin,  élève  du  Lycée  de  Clermont-Ferrand. 

Consirvire  un  triangle  connaissant  la  somme  di  -j-h  de  deux 
côtés,  la  médiane  correspondante  au  côté  b  et  la  hauteur  cor- 
respondante au  côté  a. 

Soit  ABC  l^  triangle  demandé,  AH  la  hauteur  et  BM  la 
médiane  données. 
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ProloDgeons  BM  d'une  lon- 
gueur ME  =  BM.  Tirons  la  droite 
AE,  cette  droite  est  parallèle  à 
BC.  Supposons  BD  =  a  -f-  ^-  ^®" 
nous  par  le  point  D  une  parallèle 
DN  à  AG.  Les  points  M  et  D  étant 
connus,  nous  sommes  ramenés 
à  un  cas  particulier  du  problème 
connu  : 

Étant  données  deux  droites  parallèles  et  deux  points  M' et  D 
dans  leur  plan,  mener  par  ces  points  deux  sécantes  parallèles 
qui  forment  avec  les  deux  autres  un  losange  ACDN. 

Du  point  M  comme  centre  avec  AH  pour  rayon  décrivons 
un  cercle  et  du  point  D  menons  à  ce  cercle  la  tangente 
DF  :  La  parallèle  CMA  à  cette  tangente  est  le  côté  6  du 
triangle  cherché  ;  en  joignant  AB,  nous  aurons  le  triangle 
demandé. 

Discussion  :  La  tangente  DF'  donne  une  seconde  solution. 
Le  problème  n'en  admet  qu'une  si  le  point  D  est  sur  la 
circonférence  MF,  et  n'en  admet  aucune  si  ce  point  est  à 
Tintérieur. 

Nota.  —  Onl  résola  la  même  question:  MM.  Chanier,  lycée  de  Clermont; 
Joire,  lycée  de  Saint-Omer;  Lainey,  collège  de  Cherbourg;  Delarne,  lycée 
Fontanes,  institution  Marc-Dastès;  Pradel,  lycée  de  Mautauban;  Cordeau, 
école  Laroisier;  Bailly,  petit  séminaire  de  Belley;  Hugentobler,  école  J.-B. 
Say;  Nigri,  Pau. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1876 

CSlasse  de  troisième. 
ttolntlon  par  M.  Douliot,  élève  du  Collège  de  Langres. 

Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  la  base  AB,  Vangle 
au  sommet  et  un  point  P  de  la  bissectrice  de  Vangle  formé  au 
point  C  par  le  côté  AC  et  le  prolongement  de  BC. 

Sur  le  côté  AB  donné,  décrivons  un  segment  capable  de 
Tangle  donné.  L'arc  AGB  est  un  lieu  du  sommet  C.  Cherchons 
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un  second  lieu  de  ce  sommet. 
Pour  cela  nous  remarquerons 
que  les  bissectrices  de  Tangle  G 
et  de  son  supplément  se  coupent 
à  angle  droit.  Or  on  connaît  un 
point  P  de  la  bissectrice  de  Tan- 
gle  supplémentaire  de  ACB,  et 
un  pointdela  bissectrice  de  ACB, 
le  point  Q  milieu  de  l'arc  AB. 
Joignons  PQ.  Si  sur  cette  droite 
comme  diamètre  nous  décri- 
vons une  circonférence,  nous  aurons  un  second  lieu  du 
point  G.  Il  coupe  le  premier  en  G;  le  point  G  est  donc  le 
sommet  cherché.  Joignant  GA  et  GB  on  aura  le  triangle  AGB 
qui  répondra  à  la  question. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


35. —  On  donne  une  circonférence  0,  une  droite  indéfinie 
A.X,  et  un  point  A  sur  cette  droite.  Un  angle  G,  de  gran- 
deur constante,  a  son  sommet  sur  la  circonférence  0,  et 
Tun  de  ses  côtés  passe  par  le  point  A.  Déterminer  la  posi- 
tion du  sommet  de  telle  manière  que  le  segment  AB,  inter- 
cepté parTangle  sur  la  droiteAo;,  soit  maximum  ou  minimum. 

(Hallowell.) 

36.  —  Si  l'on  mène  les  diamètres  passant  par  les  sommets 
d'un  triangle  inscrit  dans  \\ne  circonférence,  on  détermine, 
en  joignant  les  points  de  division  de  la  circonféronce,  un 
hexagone  dont  le  périmètre  est  égal  à  4  fois  la  somme  du 
rayon  du  cercle  circonscrit  et  du  cercle  inscrit  au  triangle. 

(Léon  Arnoye.) 

37.  —  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  dont  la  surface 
totale,  augmentée  de  la  surface  latérale,  soit  égale  à  la 
surface  de  la  sphère.  (L.  JtUliard.) 

38.  —  Si  l'on  a  n  =  x'-  +  y-  +  z'-  +  u'\ 
on  a  les  deux  identités  suivantes  : 


—  427  — 

6n^  =  (û5  +  yy  +  (ce  +  zy  +  (x  +  uY   +   (y  +  zY 

+  (y  +  ^y + (^ + ^y  +  {^-  vY  +  (^  -  ^)*  +  (^  -  ii)* 

+  (y  —  ^)*  +  (y—^^y  +  {z  —  uy  • 

ion3  =  (X  +  î/)«  +    (^  +  ^)"  +  (^  +  w)*  +  (y  +  ^)' 

+  (y  +  «)'  +  (•  +  t*r  +  («^  -  y)'  +  (^  — ^)'  +  (^  - 1^)' 
+  (y  -  ^)'  +  (!/  -  ^)'  +  (-  -  ^)'  +  4^'  +  4!/'  +  4^' 

+  4w*.  (Ed.  Lucas.) 

39.  —  Si  Ton  a  n  =  a;^  -|-  j/^  -j-  jï^,  on  a  aussi 

24n*  =  2(^  -|-  y  +  ^)*  +  2(a;  +  y  —  js)*  +  2ft/  +  ^  —  ^)* 
+  2(3  +  a;  -  y)*  +  (2X)*  +  (2yy  +  (2;^)*. 

/'Ed.  Lucas.) 

40.  —  Toute  puissance  entière  n"  d'un  nombre  entier  est 
toujours  égale  à  la  somme  de  n  termes  consécutifs,  pris  dans 
la  suite  naturelle  des  nombres  impairs  i,  3,  5,  7,  9,  11... 
Application  au  cas  où  a  =  3,  et  oiin  reçoit  successivement 
les  valeurs  i,  2,  3...  ((le  ifontfetTier.) 

41.  —  Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  prisme  trian- 
gulaire régulier  de  volume  maximum.  —  Ce  maximum  est 
égal  au  cube  du  rayon  de  la  sphère.  (Martus,) 

42.  —  De  l'égalité  :  2Cos  6  =  u  -j ,  on  tire  2Cos  nO  = 

u 

.        I 

l/n      I         

43.  —  Démontrer  que  si,  dans  un  triangle  ABC,  on  mène 
les  trois  hauteurs  AD,  BE,  CF  qui  se  coupent  au  point  P, 
on  a  PA»  .  PB» .  PC*  =  8R3  .  PD  .  PE  .  PF  . 

44.  —  Une  figure  plane  se  meut  de  telle  manière  que 
deux  droites  fixées  invariablement  à  cette  figure  passent 
par  deux  points  fixes.  Une  autre  droite  quelconque  invaria- 
blement liée  à  la  figure  mobile  est  toujours  tangente  à  un 
centre  ûxe.  (The  Educaiional  Times.) 
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CORRESPONDANCE 

Relations  entre  les  éléments  d'un  triangle. 

Appelons 
ff,  6,  c  les  côtés, 

r  le  rayon  du  cercle  inscrit, 
r,  fj  r,  les  rayons  des  cercles  ex-inscrits, 

K  le  rayon  du  cercle  circonscrit, 

p  le  demi-périmètre, 

T  la  surface  du  triangle. 
On  trouve  facilement  : 

(1)  T  =  pr  =  (/)  —  o)  r^  =  (p  —  b)  r,  =  [p  ^  c]  r,. 

M.  Boset,  professeur  à  l'athénée  de  Namur,  remarque  qu'on  en  déduit 

facilement  : 

/  a'  =  (r,  -  r)  (;%  -|-  r,) 

(2)  ■  ^'  =  (r^  —  r    [r^  +  r,) 

{  0^  =  (r,  -  r)  (r,  +  r,) 

On  peut  se  proposer  de  trouver  directement  ces  relations  par  des  consi- 
dérations géométriques. 
M.  Catalan  a  démontré  (Théorèmes  et  problèmes^  livre  II)  que 

(3)  r,  +  r,  +  fj  =  4R  +  r 
On  en  déduit  : 

(4)  «a  +  62  4-  r»  4-  f2  +  r,»  +  r^'  +  fj^  =  i6R». 

M.  Boset  démontre  géométriquement  cette  dernière  formule,  en  faisant 

voir  d'abord  que  : 

(  a^  +  (r,  -  ry  =  4R  (r.  -  r) 

(5)  b'  +  (r,  -  r)^  =  4R  (r,  -  r) 

(  c'  +  (r3  -  rj^  =  4R  [r,  -  r) 

Nous  ne  faisons  qu'indiquer  ces  relations  ;  nous  insérerons  volontiers  dans 
le  journal  les  démonstrations  simples  que  nos  lecteurs  voudront  bien  nous 
envoyer. 

Nous  nous  proposons  de  rassembler  dans  un  article  de  notre  journal  les 
relations  connues  entre  les  principaux  éléments  linéaires  d'un  triangle, 
entre  les  angles,  entre  les  éléments  linéaires  et  les  angles.  Nous  prions  nos 
lecteurs  de  nous  envoyer  toutes  celles  qu'ils  connaissent,  afln  que  notre 
collection  soit  aussi  complète  que  possible. 

Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 


IMPAIMBHIK  CKNTIIALI  DK8  CBIHINS  D3  FBR.   —   A.  CHAIX  BT   C**, 
ni'B  BBUGftRB,  30,   A  PART«.  -   4930-7. 
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APPLICATION 

DB  LA 

THÉORIE  DES  DÉTERMINANTS 

A  LA  RÉSOLUTION  D*UN  STSTilfB  DB  m  ÉQUATIONS  HOMO&iNES  DU  PREMIER  DEGRÉ 

A  m  +  1   INCONNUES. 

(Suite.  —  Voir  page  53.) 


Définition.  —  Une  équation  homogène  du  premier  degré 

est  de  la  forme 

ax  -j-  6y  +  c«  +  dtt  -f-  etc.  =  o 

Une  pareille  équation  ne  renferme  pas  de  terme  indépen- 
dant des  inconnues. 

Thëorôme  1 .  —  Un  système  de  m  équations  homogènes  du 
premier  degré  à  m  -|-  i  inconnues  a  une  infinité  de  solutions 
pour  lesquelles  les  inconnues  ne  sont  pas  toutes  nulles. 

l^  Soit  une  équation  à  deux  inconnues 

ax  '\'  by  =  o 

Si  b  n'est  pas  nul,  on  pourra  tirer  y  en  fonction  de  x  ;  en 
donnant  à  x  une  valeur  quelconque  autre  que  zéro  on  en  dé- 
duira une  valeur  correspondante  finie  et  déterminée  pour  y. 

Si  5  =  0,  on  peut  faire  x  =  o  et  prendre  pour  y  une 
valeur  quelconque  finie  différent^  de  zéro. 

Le  théorème  est  donc  démontré  pour  ce  cas. 

^  Soient  les  deux  équations  : 

ax  -{'  by  -^  c%  =z  o 

ax  +  b'y  -j-  cz=  o 

Si  c  et  c   ne  sont  pas  nuls  tous  deux,  on  tirera  de  Tune 

la  valeur  de  z 

ax  +  by 

Si  c  >  o;  on  substituera  dans  la  seconde  qui  prendra  la 
forme  Ax  -|-  Bj  =  o 

Cette  équation  a  une  infinité  de  solutions  pour  lesquelles 
xei  y  ne  sont  pas  tous  deux  nuls  ;  chaque  solution  donnera 
pour  z  une  valeur  finie  et  déterminée  ;  le  système  a  donc 
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une  infinité  de  solutions  telles  que  x,  y,  %  ne  soient  pas  nuls 
tous  trois. 

Si  c  =  c  =  o,  on  pourra  faire  a;  =  o,  t/  =:  o  et  prendre 
pour  z  une  valeur  y  finie  quelconque  différente  de  zéro  ;  le 
théorème  est  encore  vrai  dans  ce  cas. 

3**  Le  système  de  3  équations  à  4  inconnues  se  ramène,  par 
un  raisonnement  semblable,  à  celui  de  2  équations  à  3  in- 
connues. 

On  voit  donc  que  le  théorème  est  général. 

Théorème  2.  —  ^ar  trois  points  pris  sur  un  plan  on  peut 
faire  passer  un  seul  cercle  ou  une  infinité. 

Nous  savons  que  Téquation  d'un  cercle  en  coordonnées 
rectangulaires  est, 

A{x^  +  t/'^)  +  Ba?  +  G(/  H-  D  =  o 

Soient  donnés  3  points  (xi  yi),  (xji/,),  {x^yz)  î5ur  le  plan; 
les  coefficients  A,  B,  G,  D  devront  satisfaire  aux  3  équations 
homogènes 

A(a?i^  +  î/,'^)  +  BXi  +  Gy,+  D  =  o 

A(x,^  +  t/2«)  +  Bx^  +  Cy^+  D  =  o 

^  A(X3^  +  ygî)  +  Bxz  +  Ct/3+  D  =  o 

Ce  système,  d'après  le  théorème  qui  précède,  a  une  infinité 
de  solutions  pour  lesquelles  les  coefficients  A,  B,  G,  D  ne 
sont  pas  tous  nuls.  Gonsidérons  une  de  ces  solutions,  elle 
correspond  à  un  cercle  passant  par  les  3  points.  Ge  cercle 
peut  se  réduire  à  une  droite,  dans  le  cas  oii  A  serait  nul; 
on  dit  alors  qu'il  se  réduit  à  une  droite  à  distance  finie  et 
à  la  droite  de  l'infini. 

Divisons  les  coefficients  A,  B,  G,  D,  par  celui  qui  n'est  pas 
nul,  nous  aurons  un  système  de  3  équations  à  3  inconnues 
qui  admet  une  solution  ;  donc  si  le  déterminant  des  coeffi- 
cients des  rapports  n'est  pas  nul,  il  n'admettra  que  cette 
solution.  Si  le  déterminant  des  coefficients  des  rapports  est 
nul,  il  en  admettra  une  infinité;  c.  q.  f.  d. 

Théorème  3.  —  Par  quatre  points  arbitrairement  choisis 
dans  (espace  on  peut  faire  passer  une  sphère  ou  une  infinité. 

L'équation  d'une  sphère,  en  coordonnées  rectangulaires 
est  : 
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A(a;-i  +  y*  +  ;»*)  +  Bx  -f-  Cy  -f  D;j  +  E  =  o 
elle  renferme  S  coefficients.  Si  4  points 

^i  yi>  a;2  ya,  x^  ^3,  aî4  y^ 
sont  donnés,  ces  coefficients  satisfont  aux  4  équations  ho- 
mogènes 

A(x,*  +  y,»  +  3,-î)  +  Bx,  +  Cy,  +  Da,  +  E  =  o 
A(a;,»  +  yj«  +  si^)  +  Baja  -f  C^i  +  D^j  +  E  =  o 
A(a:3»  +  yj»  +  23')  +  Bxj  +  Gj/s  +  Daj  +  E  =  o 
A(aî4»  +  j/  +  34*)  +  B^4  +  Gî/4  +  D34  4-  E  =  o 
Ces  4  équations  admettent  pour  solution  un  système  de 
valeurs  A  B  C  D  E 

telles  que  toutes  ne  soient  pas  nulles  ;  donc  il  passe  par 
ces  quatre  points  une  sphère,  qui  peut  se  réduire  à  un 
plan. 

Divisons  les  4  équations  par  Tun  des  coefficients  différent 
de  zéro,  nous  aurons  un  système  de  4  équations  du  premier 
degré  à  4  inconnues  qui  admet  une  solution  déterminée  et 
finie. 

Si  donc  le  déterminant  des  coefficients  est  différent  de 
zéro,  il  n'admet  que  cette  solution  ;  s'il  est  nul  il  en  admet 
une  infinité  ;  c.  q.  f.  d. 

On  démontrerait  par  un  raisonnement  semblable  les 
théorèmes  suivants  : 

Théorème  4.  —  Par  cinq  points  pris  au  hasard  sur  un 
plan,  on  peut  faire  passer  une  seule  conique  ou  une  infi- 
nité de  coniques. 

Théorème  5.  —  Par  neuf  points  pris  au  hasard  dans 
l'espace  on  peut  faire  passer  une  surface  du  second  degré 
ou  une  infinité,  etc.  J.  B. 


DÉMONSTRATION  ÉIjËMENTAIRE 

D'UN    THÉORÈME    D'ALGÈBRE 

par  H.  E  a  gène  Roaclié 


Si  un  polyiiôme  entier  et  de  degré  m  par  rapport  à  x  s'annule 
pour  m  -f-  I  valeurs  de  x,  les  coefficients  des  diverses  puis^ 
sances  de  x  sont  égaux  à  zéro. 
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Le  théorëme  est  évident  pour  uu  polynôme  du  premier 
degré  ;  car,  si  un  tel  polynôme 

AqX  -|-  A4 
s'annule  pour  deux  valeurs  distinctes  a  et  &  de  a?,  c'est-à- 
dire  si  l'on  a 

Aofl  -j-  -^1  ^^  ^  ®^  -^0^  "h  A|  =  G, 
on  aura,  en  retranchant, 

Ao  (a  —  6)  =  o; 
d'oîi  l'on  conclut  A©  =  o  ; 

et  par  suite,  en  remontant,  Ai  =  o. 

Il  suffit  donc  de  faire  voir  que  'si  le  théorème  est  vrai 
pour  tout  polynôme  de  degré  m  —  i,  il  subsiste  pour  tout 
polynôme  de  degré  m. 

Or  soit  :        AoX»»  +  A^a:^-  *  +  k^^-^t  + 

un  polynôme  entier  et  de  degré  m  qui  s'annule  pour  tu  -f- 1 
valeurs  a,  6,  c,. . .  de  ce;  ce  polynôme,  devenant  nul  pour 
fic  =  a,  sera  divisible  par  x  —  a,  et  le  Quotient 

Booe^-^  +  BiX^-2  +  h^x^-^  +   

sera  un  polynôme  entier  et  de  degré  m  —  i  qui,  devant 
s'annuler  pour  les  m  valeurs  6,  c,...  de  x,  aura  tous  ses 
coefficients  nuls,  par  hypothèse.  Mais,  d'après  la  loi  bien 
connue  de  la  division  par  x  —  a,  on  a 

Bo  =  Ao,  B|  =  Boa  +  A,,  Bj  =  B^  a  +  Aj  . . . 
on  aura  donc  successivement,  puisque  B^,  B|,  B2  ...  sont  nuls  : 

Ao  =  o,  Al  =  G,  A,  =  o. .  • 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 


DE   L'INVOLUTION 

{Nir  M.  VaxelUe»  professeur  de  mathématiques  spéciales  à  Sainte-Barbe. 


Définition.  —  Deux  points  M  et  M' se  déplaçant  ensemble 
sur  une  droite  fixe,  sont  dits  en  involution  si  leurs  distances 
u,v  di  un  point  fixe  de  la  droite  satisfont  à  une  relation  de 
la  forme 

OLUV  +  P(u  -|-  1;)  -}-  Y  =  o« 

Cette  relation  est  symétriquement  composée  en  u  et  t;  ;  à 
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chaque  point  M  correspond  un  seul  point  M'  et  ces   deux 
points  se  substituent  réciproquement  l'un  à  l'autre. 

Si  on  fait  un  changement  arbitraire  d'origine  sur  la  droite, 
la  relation  deyient 

a(u  +  '^)  (^  +  ^)  +  P(^  +  ^  +  2X)  +  Y  =  o, 
ou  bien  : 

o 

Si  l'on  prend  X  =  —  -  ce  qui  est  toujours  possible,  et 

possible  d'une  seule  manière,  la  relation  primitive  prend  la 
forme  simple  et  caractéristique 

uv  =  constante 
et  l'origine  nouvelle  se  nomme  le  centre  de  Vinvolution. 
Toute  involution  a  un  centre  et  n'en  a  qu'un. 

De  là  résulte  un  moyen  géométrique  de  résoudre  les 
questions  suivantes  : 

Connaissant  deux  couples  (A,  A')  et  (B,  B')  d'une  involulionf 
construire  le  centre. 

Faites  passer  une  circonférence  par  les  trois  points  A,  A', 
G;  une  autre  par  les  points  B,  B',G,  G  étant  choisi  à  volonté; 
la  corde  commune  viendra  couper  la  droite  en  un  point  0 
qui  sera  le  centre  de  T involution. 

Connaissant  deux  couples  (A,  A')  et  (B,  B')  de  l'involution,  en 
déterminer  un  autre  couple  quelconque. 

Ayant  fait  la  construction  précédente,  menez  une  3®  cir- 
conférence passant  par  les  deux  points  G  et  H,  communs 
aux  deux  premières  ;  cette  circonférence  viendra  déterminer 
deux  points  M,  M'  qui  forment  un  nouveau  couple  de  Fin- 
volution.  • 

La  relation  caractéristique  étant  mise  sous  la  forme 

uv  =  constante, 
si  la  constante   est  positive   et  a   pour  valeur  p^,  on  peut 
poser  u  =  V  et  alors 

u  =  V  =±  p. 

Donc  alors  r involution  a  deux  points  doubles.  Ces  deux 
points  doubles  sont  également  éloignés  du  centre  d'involu- 
tion  ;  leur  distance  commune  au  centre  d'involution  est 
égale  à  la  longueur  OT  de  la  tangente  menée  de  ce  centre  à 
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Tune  quelconque  des  circonférences  qui  passent  par  G  et  H. 
Ces  deux  points  doubles  P  et  Q  sont  aussi  les  points  de  con~ 
tact  avec  la  droite  fixe  des  deux  circonférences  qui  passant 
par  G  et  H  touchent  en  outre  cette  droite.  Mais  Texistence  des 
deux  points  doubles  suppose  essentiellement  que  la  constante 
est  positive,  c'est-à-dire  que  le  point  0,  centre  de  Tinvolu- 
tion,  est  en  dehors  de  chacun  des  segments  AA',  BB',  MM'... 

Lorsque  la  constante  est  négative,  nous  disons  que  Tin- 
volution  a  deux  points  doubles  imaginaires;  et  nous  allons 
donner  un  moyen  géométrique  de  construire  sur  une  droite 
une  involution  ayant  ses  points  doubles  imaginaires  : 
qu'un  angle  droit  ROS  tourne  autour  de  son  sommet;  les 
intersections  M,  M',  de  ses  deux  côtés  par  une  droite  fixe 
uv  se  déplacent  en  involution;  c'est  évident,  car  les  deux 
points  M  et  M'  sont  de  part  et  d'autre  du  point  C  projection 
du  point  0  sur  uvy  et  on  a 

CM  .  CM'  =  ÔG*  =  ftî 
donc  la  relation  d'involution,  en  mettant  l'origine  au  point 
C,  est  :  uv  =  —  A* 

inversement,  il  est  évident  que  toute  division  en  involution, 
à  points  doubles  imaginaires,  peut  être  produite  par  le  pivo- 
tement d'un  angle  droit  convenablement  choisi. 

On  sait  que  lorsque  deux  points  M,  M'  divisent  harmoni- 
quement  un  segment  déterminé  AB,  il  existe  la  relation 

CM  .  CM'  =  CÂ*  =  CB* 
C  étant  le  milieu  de  AB;  donc  dans  une  involution^  la  distance 
des  deux  points  doubles  est  divisée  harmoniquement  par  tout 
couple  de  points  (M,  M')  de  V involution. 
(A  suivre.) 

PROPRIÉTÉS  NOUVELLES 

DES 

POLYÈDRES  RÉGULIERS  CONVEXES 

par  Qeori^s  Dostor. 


1.  Dans  l'étude  de  ces  propriétés,  nous  ferons  intervenir 
pour  la  première  fois  le  rayon  de  la  sphère  tangente  aux 
arêtes  du  polyèdre  régulier. 
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Soient  0  le  centre  d'un  polyèdre  régulier  conyexe,  AB  une 
arête  de  ce  polyèdre  et  G  le  centre  de  Tune  des  deux  faces 
auxquelles  appartient  cette  arête.  (Le  lecteur  est  prié  de 
faire  la  figure,) 

Menons  CI  perpendiculaire  sur  Tarète  AB,  puis  tirons  les 
droites  01  et  OA;  le  point  I  est  nécessairement  le  milieu 
de  l'arête  AB  et  la  ligne  01  est  perpendiculaire  sur  cette 
arête. 

Cela  fait,  il  est  évident  que  la  droite  OC  est  le  rayon  r 
de  la  sphère  inscrite  dans  le  polyèdre  régulier,  que  OA  est  le 
rayon  R  de  la  sphère  circonscrite,  et  que  01  est  le  rayon  de  la 
sphère  tangente  aux  arêtes.  Nous  représenterons  ce  dernier 
rayon  par  p. 

Tirons  les  droites  OB,  CA  et  CB. 

Supposons  que  chaque  face  du  polyèdre  ait  n  côtés,  et  que 
m  soit  le  nombre  des  arêtes  qui  aboutissent  à  chaque  sommet. 

Par  le  rayon  OA  de  la  sphère  circonscrite  et  par  chacune 
des  m  arêtes,  telles  que  AB,  qui  sont  issues  de  son  extré- 
mité A,  menons  un  plan  ;  ces  m  plans  diviseront  en  m  parties 
égales  Tespace  rempli  par  les  quatre  dièdres  droits  que  l'on 
peut  former  autour  du  rayon  OA;  par  conséquent,  chacune 

de  ces  m  parties  est  égale  è 

tn 

Or  le  dièdre  COAI,  compris  entre  les  deux  plans  OAC  et 

OAI,  est  la  moitié  de  Tune  de  ces  m  parties;  donc  on  a  le 

dièdre  COAI  =  — . 

m 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  l'angle  AGI  =  —  • 

fi 

2.  Relation  entre  le  rayon  de  la  sphère  inscrite   et  le  rayon 
de  la  sphère  tangente  aux  arêtes.  Projetons  sur  la   face  ACO 
chacune  des  trois  autres  faces  CIO,  AIO  et  AGI  du  tétraèdre 
lACO;  nous  obtenons  l'égalité 
ACO  =  CIO  cos  AGI  +  AIO  cos  COAI  +  AGI  cos  AGOI 

Or  cos  AGI  =  cos  — ,  cos  COAI  =  cos  — , 

n  m 

et  cos  AGOI  =  cos  — =o;  donc  il  vient 

2 
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.(1)  ACO  =  CIO  cos  —  +  AIO  cos  —  • 

Mais  nous  ayons 
le  triangle  ACO  =  —  r  .  AC, 

2 

II  Tw 

le  triangle  CIO  = r  .  CI  = r  .  AC  cos , 

2  2  n 

et  le  triangle  AIO  r= p  .  AI  = p  .  AC  sin  -^. 

^  2  2    ^  n 

Il  vient  donc,  en  substituant  dans  (1)  et  en  divisant  le 
résultat  par  —  AC, 

2 

r  =  r  cos*    -    +  p  sin    -    cos    — . 

n        ^  n  m 

Faisant  passer  r  cos*   -^   dans  le  premier  membre,  puis 
divisant  par  sin    - ,  on  obtient  successivement, 

2  ^  r  cos*   -    =  p  sin   -  cos    —  , 

n  n  m 

.X  .X  X 

r  sm*    -   =:  p  sm   -  cos   —  , 
n  n  m 

Y  X  X 

(I)  r  Bin    -   =  p  cos    — . 

Telle  est  la  relation  qui  existe  en(r«  fe  rayon  t  delà  &phère 
inscrite  et  le  rayon  f  de  la  sphère  tangente  aux  arêtes. 

3.  Si  nous  appliquons  cette  formule  (I)  aux  cinq  polyèdres 
réguliers  convexes,  nous  obtenons  les  résultats  suivants  : 

Tétraèdre  ;  n  =  3,  m  =  3;  r  sin  6o®  =  p  cos  6o% 

r  V3"=  p. 
Hexaèdre  ;  n  =  4,  m  =  3  ;  r  sin  45**  =  p  cos  60®, 

r  ^2  =  p. 

Octaèdre   :  n  =  3,  m  =  4  ;  r  sin  60®  =  p  qos  45®, 

r  v3  =  p  y 2; 
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Dodécaèdre  :  n  =  5,  m  =  3  ;  r  sin  36«  =  p  cos  6o<*, 

r  Vio  —  2  v5"=  ap. 
hocaédre  :  n  =  3,  fn  =  5  ;  r  sin  6o*  =  p  cos  36®, 

ar  V3"=  P  (V5"  +  i). 

4.  ReUUûm  entre  le  rayon  B.  de  la  sphère  circonscrite  et  celui 
p  delà  sphère  tangmte  aux  arêtes.  Le  triangle  rectangle  AIO 


donne     OA*  =  Or  +  AI*  =  of  4-  ï?    sin»  -  =  ÔI"  + 


(AO*  -  Ôt?)    iin»  î  , 


ou  R«  =  p«  +  (R*  — r*)  sin»  2  . 

fi 

On  en  déduit 

R*  cos*  -   =  p*  —  r*  sin*  -  . 
n        ^  n 

Remplaçant  r  sin  -  par  sa  valeur  p  cos  *  tirée  de  (I), 

71  ïïl 

%  % 

on  obtient  R*  cos*  -  =  p*  —  p*  cos*  —  . 

n      "^       "^  m 

ou  bien         (II)         R  cos  -  =  p  sin  —  . 

n  m 

S.  Cette  relation  (II)  donne  pour  les  cinq  polyèdres  conyezes  : 

w  ic  — 

Tétraèdre  :    R  cos   —    =  p  sin    ^ ,  R  =  p  v3. 

Hexaèdre  :    R  cos   -    =  p  sin    -  ,  R  v'2  =  P  V3« 

4  ^ 

Octaèdre  :     R  cos   —    =  p  sin    - ,  R  =  p  \2. 

3  ^  4 

Dodécaèdre:  R  cos   j    =  p  sin    r- ,  R  (^5  — i)=apv3 

Isocaèdre  :     R  cos   —    =  p  sin    -  ,  2R 

s=  p  V  10  —  a  ^5. 

JOUENAL  DB  MATH.  1S77.  ^0 
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6.  Relation  entre  le  rayon  v  delà  sphère  inscrite  et  celui  R  de 

la  sphère  circonscrite.  Si  nous  divisons  membre  à  membre 

les  égalités  (II)  et  (I),  nous  trouverons  de  suite  la  relation 

R  w  % 

connue         (III)         —  =  tang  —  tang  — 

r  tn  n 

7.  Cette  relation  donne  pour  les  polyèdres  réguliers  con- 
vexes les  rapports  suivants  : 

Tétraèdre  ;  w  =  3,  m  =  3  ;  R  =  3r. 

Heacaèdre  :  n=4,  m=3;  R  =  r  \/3. 

Octaèdre  :    n=3,  m  =  4;  R=r  ^3. 

Dodécaèdre 'n  =  5 y  m  =  3;  R  (v/5"+ i)=r  y  3  (10  — gy/s]! 

Icosaédre  :  n  =  3,  m  =  5;  R  (^5  +  1)  =r\  3(io  —  2  \'5. 

On  en  conclut  que,  si  deux  polyèdres  conjugués  (rhexaèdre 
et  Toctaëdre,  ou  le  dodécaèdre  et  Ticosaèdre)  sont  inscrits 
dans  la  même  sphère^  ils  seront  aussi  circonscrits  à  une  même 
sphérCf  et  réciproquement;  ce  qui  d'ailleurs  était  connu. 

{A  suivre.) 

QUESTIONS 

POSÉES  DANS  l'kXAMEN  ORAL  DU  CONCOURS  DE  SAINT-GYR. 

(Suite.  —  Voir  page  114.) 


Progressions.  —  Logarithmes.  —  Anuultte. 

1.  —  Est-il  possible  de  trouver  une  progression  telle  que  U  somme  de 
ses  n  premiers  termes  soit  égale  à  bn^ 

2.  —  Inscrire  trois  moyens  proportionnels  entre  2  et  5.  Calculer  le  pre- 
mier moyen  à  0,01  près* 

120  V  ^ 

3.  —  Calculer  au  moyen  des  logarithmes  Tetpression  y  =  ^j-       j. 

à  0,0  i  près. 

4.  —  Faire  la  somme  des  termes  de  la  progression  i  +  -g  +(g/  *  +••• 
'^  Tend-elle  Ters  une  limite.  Quelle  est  cette  limite? 
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TA.JL 

5.  —  Soit  a  =  ■  Z-Calcttler  cette  valeur  par  logarithmes. 


r 


6.  —  On  a  emprunté    looooo  francs  à  5  o/o.  Quelle  annuité  deTra-t-o 
payer  pour  se  libérer  en  20  ans? 

7.  —  Un  propriétaire  emprunte  1 00000  francs  au  taux  de  5,5  0/0.  Quelle 
est  l'annuité  qu'il  doit  verser  pour  être  libéré  de  sa  dette  en  5o  ans? 


Trigonométrie.  —  Formules  générales. 

a 

1.  —  Calculer   cotg  -  en   fonction  de  cotg  a.  Diseuter   les  résultats 

obtenus. 

2.  ~  Etablir  la  formule  sin  [a  ^b)^  en  déduire  cos  (a  +  b). 

3.  —  Calculer  cos  4a  en  fonction  de  cos  a,  oos  -  en  fonction  de  cos  a. 

4 

Peut-on  prévoir  si  les  valeurs  que  l'on  trouvera  sont  réelles? 

a 

4.  ^  Trouver  tang  •  en  fonction  de  tang  a. 

a 

5.  ^  Trouver  tg    -  en  fonction  de  sin  a.  Peut-on  savoir  d'avance  combien 

de  valeurs  réelles  on  doit  trouver? 

6.  —  Connaissant 

Tg  («  +  6)  =  ii^±^!; 

I— tgotgfr 
Chercher  Ig  (a  +  6  -f  c). 

Qu'arrive-t-il  quand  a  +  6+c  =  180? 

Démontrer  que  lorsqu'on  a  tg  a+  tg&  +  tgc  =  tga  tg6tgc,  a4*&  +  c  = 

K^,  K  étant  entier  et  positif.  —  Chercher  tg  (a  +  6  4^  c  +  d). 

7.  —  Trouver  Tang  (a  +  b)  quand  on  connaît  tg  a  et  tg  6.  —  Que  devient 
la  formule  obtenue  quand  a  +  d  =  90*? 

De  ce  que  1  —  tg  a  tg  d  =  o  peut-on  conclure  que  (a  +  ^)  :=  90*? 

8.  —  (Connaissant  tg  i5«,  calculer  la  tangente  de  7  degrés  3o  minutes. 

9.  —  Calculer  le  sinus,  la  tangente  et  le  cosinus  de  l'arc  de  1 5*. 

10.  —  Démontrer  que  tang  3o*  égale  -^ 

11.  —  Etant  donné  sec  x  =  V? 
Calculer  cos  â;  à  un  millième  près. 

12.  —  Calculer  sin  1 5«  par  la  formule  générale 


a       ±\/i  -h  sin  a  ±  k/i  —  sma 
sin  -  -^     ^  ^ 

2  2 

Quels  sont  les  signes  qu'il  faut  prendre  dans  cette  formule? 
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Fommle  à  vérilier. 

1.  —  Par  erreur  on  a  trouvé   . 

X  —  eos  A  =  2  C08>  -  : 

2 

Gommeut  voir  qu'il  y  a  une  erreur  ? 

S.  —  Vérifier  la  formule 

I  —  sin  a 


=«.(^^) 


I  +  8ia  a 

3.  •«  Démontrer  la  formule 

Tg  a  +  cotg  a  =  2  cosec  2a. 

Équations  trigonomètriques. 

I.  —  Résoudre  l'équation 

a  sin  â;  +  6  cos  «  =:  c; 
Chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  ft,  b,  c,  pour  que  la  solution 
soit  réelle. 

3,  —  Résoudre  Sin  x  +  nos  x  zs  m 

3.  —  Quel  est  le  plus  petit  angle  pour  lequel 

Sin  â?  =  ^  cos  a;  ? 

4.  —  Résoudre  Sin  x  =  3  sin>  x  <. 
et  discuter  la  formule  obtenue. 

5.  —  Résoudre  l'équation 

Tang  (45*  —  x)  tang  x  =  m.  Conditions  de  réalité.  Cas  où  m  =  ^.  On 

trouve  tang  x  =        ^     .   Comment    s'y   prendre   pour    calculer    cette 
valeur  au  moyen  des  logarithmes?' 

6.  —  Trouver  les  angles  qui  satisfont  à  l'équation 

Sin'  X  +  tang*  x  =  m*. 

7.  —  Résoudre  Sin  x  sin  (60*  —  a?)  =  0,1. 

8.  —  Résoudre  l'équation 

Sin  0?  =  2  sin  (45*  —  or]. 

ft.  — >  Résoudre  l'équation 

Sin  â;  =£  n  cos*  x 
en  évitant  une  équation  bicarrée. 

10.  —  Résoudre  Féquation 

Sin  a;  sin  (a  ^  a;)  =  A  cos*  x. 
Discussion. 

II.  '  Calculer  l'angle  a;  donné  par  l'équation 

Sin  X       _ 
Sin  (a  -  a?)  "  *^" 
iS*  -«  Résoudre  l'équation 

Tang  â;  =  3  cos  a;. 
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13.  —  Résoudre  réquation 

Sin  X  =:  2  tAn  (45*  —  x). 

14.  —  Résoudre       Sin'  x  zs  n  tin  (x+  a)  00s  x, 

Sin  la  +  x) 

15.  -  Résoudre  ^.     ^  =  K 

Sin  (a  —  a?) 

K  étant  un  nombre  donné. 

16.  —  Résoudre     Tg  (6o-  +  x)  ïg  (6o*  —  x)  =  K 
Conditions  pour  que  le  problème  soit  possible. 

17.  —  Od  a  Tang  2  x  =z  cotg  x  ; 
trouTer  l'angle  x, 

JA        o.  i>  ■*  Cos  Sx 

18.  —  Si  1  on  aTait  ^    ,      =  2, 

Los'  X 

comment  trouverait-on  la  solution  ?  Discussion. 

19.  —  Résoudre  l'équation 

_  ==  K;  pour  la  diseus^on  on  suppose  K  >  o. 

Gos  X 

20.  —  On  suppose  que  l'on  ait  la  relation  cotg  2X  =  sin  x. 

Trouver  les  valeurs  de  sin  x  et  de  cos  x  qui  satisfont  à  cette  relation. 
Même  question  pour  cotg  x  =  sin  x.  On  obtient  une  équation  du  2*  degré 
en  cos  X,  Dire  quelle  est  celle  des  deux  solutions  qui  est  à  rejeter.  Calcu- 
ler l'angle  x  avec  les  tables  de  logarithmes. 

21.  —  Résoudre  l'équation 

Cotg  â?  —  tg  a;  s  sin  X  +  cos  a;. 

22.  ^  On  a  sin  â?  +  a  cos  a?  =  4. 

Quelles  sont  les  valeurs  de  sin  x  et  de  cos  x  qui  satisfont  à  cette 
relation? 

Entre  quelles  valeurs  (kut-il  prendre  a  pour   que  les  valeurs  que  l'on 

obtient  pour  sin  a;  et  cos  a;  soient  admissibles?  Traiter  le  problème  dans 

le  cas  ou  a  =3. 

Sin  3x 

23.  —  Résoudre  -^r-r —  =  m. 

Sin'  X 

24.  —  Résoudre  Tang  a;  —  tg  3  rc  =  2. 
Combien  y  aura-t-il  de  solutions  comprises  entre  o*  et  90*  ? 

25.  —  On  donne  l'expression  tg'  x  -^  cotg'  x  =im  calculer,  les  angles  qui 
satisfont  à  cette  relation. 

m 

26.  —  On  a  les  relations 

Sin  âc  +  cos  y  =  m 
et  a?  4-  y  =  So» 

on  demande  les  angles  x  et  y. 

27.  —  Résoudre  le  ^stème 

Sin  X  =2  sin  y 
a5  4-  y  =  6o*. 

28.  — •  Pour  quelle  valeur  de^r  l'expression  sin'  a»  +  4  cos  a;  est-elle 
minimum  T 
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MODÈLE  DE  CALCUL  NUMERIQUE 


RéBolution  d'un  triangle.  —  4«  Cas. 

Dùtméês  :  Inconnues  : 

a  «    7832-,543  A  =»  45*  a8'  oo" 

6  oB    9745,  657  B  s  62    29   35,  45 

e  ^    10452,   354  C  as  72        2    24,  48 

2  p  «8  28o3o,  534  (Vérification)  A  +  B  +  C  =179   59   59,  93 

p  a  14013,  277  S  =  36  3o6  875"  9 

p-a  BB    6182,  734 

|H6  ei      4269,  620 
pmC   es      3562,  Q23 
Log  p  a  4.I46.6017 593 1 

^S  (P^)  *^  ^i79<  - 1^^^ 1 7^2  62,0 

I^  [p-6)   s=   3,630.3892 3872  21,0  21,70 

tog  (p-c)  s=  3,551.8064.    8o36  20,4  2,80  2»  170 

*4t4 
3,66 


Co^cu/  dtf  r. 


r  =»  4/  (P"g)  (P-<>)  (p-g) 

^  P 

Ï^K  (p-<»)  ~  3,791.1806 
Log  (p-6)  r=  3,630.3892 

^s  (p-<^)  ~  3,551.8064 

Colog  p  =  5,853.3983 

6,826.7745 
Log  r  a  3^13.3872.! 


Calcul  de  A. 


tg-  A 
2 


Log  r 
Colog  (p^i) 

LogtgLA 

iA 

2 


3,413.3872.5 
4.208.8194 

1,622  2066 


P'-a 


22»  44'  00*. 
45.   28.  00 


2066 
2066 
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Cideul  de  B. 


tgiB--L 

2  p'b 

Log  r  «  3,413.387a 
Golog  (p-6)  ss  4,369.6018 

Logtgi  B  «  r782.998o 
2 

1  B  =  3i-  i4'47»,72 9980 

*B  =  62.  29.  35,45  9613  (475) 


^97 
332,5 

33  2.5 


Calcul  de  G. 


2  p  —  c 

Log  r  a=  3.413.3872 

Colog  (p-c)  =  4'.448.i936 

Log  tg  iC  »  r86i.58o8 
2 

ic  =  36*  i'  i2*,24 58o8 

2 
C  =  72.  24.  2  ,48  5709  (443) 

99 
88,6 

10  4 
8  8,6 


Calcul  de  S. 


S  =  pr 
Log  r  as  3,413.3872 
Logp  g»  4,146.6017 

Log  S  s=  7,559.9889 

S  =  36306875 9889 

9784, 
)6.o 


9i<» 
84^0 
60 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 

dans  le  ooneoturs  d#  l'Éoôla  ottntrale. 


On  donne  un  cercle  et  une  droite  situés  dans  un  plan. 
De  chaque  point  du  cercle  on  mené  une  perpendiculaire  sur 
la  droite,  et  Ton  prend  chaque  fois  le  milieu  M  de  cette 
perpendiculaire.  Trouver  le  lieu  des  points  M  et  discuter 
l'équation  obtenue.  C/"  série  4864.) 

On  considère  dans  un  cercle  donné  un  système  de  cordes 
parallèles  et  Ton  demande  le  lieu  des  points  qui  divisent 
ces  cordes  en  moyenne  et  extrême  raison.  (2^  série^  4864.) 

On  donne  dans  une  circonférence  déterminée  un  diamètre 
fixe  ÂB  ;  on  mène  les  cordes  CD  parallèles  à  une  direction 
connue  et  pour  chaque  corde  on  joint  respectivement 
les  extrémités  G  et  D  aux  extrémités  A  et  B  du  diamètre 
fixe.  On  demande  le  lieu  des  points  M  d'intersection  des 
droites  AG,  BD  ainsi  obtenus.  (3^  séries  4864,) 

On  donne  dans  un  plan  une  droite  AB  et  deux  points 
fixes  G  et  D.  Prenant  un  point  S  quelconque  sur  la  droite 
AB  on  élève  aux  droites  SG  et  SD  par  les  points  G  et  D 
les  perpendiculaires  GM,  DM.  Trouver  le  lieu  des  points  M 
d'intersection  de  ces  perpendiculaires.       (4^  série^  4864.) 

On  donne  un  cercle  0  et  un  point  A.  Par  ce  point  on 
mène  une  corde  dont  on  prend  le  milieu  1.  On  abaisse  IP 
perpendiculaire  sur  le  diamètre  fixe  qui  passe  par  le  point 
A;  on  prend  sur  cette  perpendiculaire  PM  =  AI,  et  Ton  de- 
mande le  lieu  des  points  M.  On  discutera  l'équation  Qbtenue 
pour  les  diverses  positions  du  point  A.  (5^  série,  4864.) 

Pour  obtenir  avec  m  chiffres  exacts  le  produit  de  2  nom- 
bres qui  ont  l'un  et  l'autre  un  chiffre  autre  que  i  pour 
premier  chiffre  significatif  à  gauche,  il  suffit  de  prendre 
chacun  de  ces  nombres  avec  m-f-  i  chiffres  exacts. 

Démontrer  ce  théorème  et  l'appliquer  au  calcul  du  produit 
ic  xfj'k  o,ooi  près.  (Août  4862.) 
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Dans  un  triangle  rectangle,  on  donne  la  somme  s  des 
deux  côtés  de  l'angle  droit  et  la  longueur  h  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse. 
Calculer  la  longueur  de  l'hypoténuse,  déduire  de  la  formule 
trouvée  une  construction  géométrique  de  cette  longueur,  et 
acheyer  la  construction  du  triangle.  {Août  486i.) 

On  donne  les  3  côtés  d'un  triangle 

a=:  ii33i",  75  0  =  29462",  55 

6=:  27196",  20  Calculer  la  surface. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  OX,  OT  et  une  pa- 
rallèle AZ  à  l'axe  des  Y,  qui  intercepte  sur  l'axe  des  X  un 
segment  OA  ==  a.  M  étant  un  point  quelconque  du  plan, 
on  le  projette  en  D  sur  AZ,  et  l'on  mène  OM  qui  coupe  AZ 
en  B.  Enfin  on  mène  par  le  point  B  une  parallèle  à  l'axe 
des  X  qui  coupe  OD  en  M\  On  demande 

1®  D'exprimer  les  coordonnées  du  point  M'  en  fonction 
de  celles  du  point  M  et  de  prouyer  que  la  droite  MM'  passe 
par  un  point  fixe,  c'est-à-dire]  indépendant  de  la  position 
du  point  M. 

2®  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M'  lorsque  le 
point  M  décrit  un  cercle,  dont  le  rayon  est  donné,  et  dont 
le  centre  est  un  point  de  l'axe  des  X. 

Discuter  le  problème.  {Août  4862.) 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  OX  et  OY  et  un  point 
fixe  P  ;  une  droite  variable  AB  passant  constamment  par  le 
point  P,  coupe  respectivement  ces  deux  axes  aux  points 
A  et  B. 

1®  Trouver  en  coordonnées  rectilignes  le  lieu  des  points 
M  de  rencontre  des  parallèles  menées  aux  deux  axes  par 
les  points  A  et  B. 

9»  Chercher  le  lieu  décrit  par  les  sommets  situés  sur  l'axe 
focal  du  lieu  précédent,  lorsque  le  point  P  se  déplace  sui- 
vant une  droite  déterminée  CD.    {Session  auxiliaire  4862,) 
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QUESTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 

posées  dans  les  examens  de  l'École  Centrale. 


On  donne  1®  un  plan  P  passant  par  la  ligne  de  terre  et 
faisant  un  angle  de  45®  avec  le  plan  horizontal  ;  2**  un  point 
a  du  point  horizontal,  situé  à  5  centimëtres  de  la  ligne  de 
terre.  On  demande  les  traces  horizonzale  et  yerticale  d'un 
cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  le  point  A  du  plan 
P  qui  se  projette  horizontalement  en  a,  pour  axe  la  perpen- 
diculaire élevée  en  A  au  point  P,  et  pour  1/2  angle  au 
sommet  un  angle  de  40®.  (4861.) 

On  donne  1®  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre  et  fai- 
sant un  angle  de  60*»  avec  le  plan  horizontal;  2®  un  point 
a  du  plan  horizontal  situé  à  6  centimètres  de  la  ligne  de 
terre.  On  demande  les  traces  horizontales  et  verticales  d'un 
cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la  perpendiculaire  élevée 
au  plan  donné  par  le  point  de  ce  plan  qui  se  projette  hori- 
zontalement en  a  et  un  rayon  de  3  centimètres.     (4861,) 

On  donne  1**  une  droite  située  dans  le  plan  horizontal  et 
faisant  un  angle  de  41®  avec  la  ligne  de  terre;  2<*  un  point 
m  du  plan  horizontal,  pris  à  volonté  entre  la  droite  précé- 
dente et  la  ligne  de  terre.  La  droite,  en  tournant  autour 
de  la  ligne  de  terre,  engendre  un  cône.  On  demande  1®  de 
mener  à  ce  cône  un  plan  tangent  par  Tun  des  deux  points 
de  la  surface  qui  se  projette  horizontalement  en  m;  2®  de 
construire  les  projections  de  l'intersection  de  ce  plan  tangent 
et  d'un  cylindre  de  révolution  ayant  la  ligne  de  terre  pour 
axe  et  un  rayon  de  3  centimètres.  (4864,) 

Deux  cercles  situés  dans  le  plan  horizontal  ont  leurs 
centres  sur  la  ligne  de  terre  à  9  centimètres  l'un  de  l'autre 
et  des  rayons  respectivement  égaux  à  3  et  à  4  centimètres. 
On  mène  à  ces  cercles  deux  tangentes  communes,  l'une 
intérieure  A,  l'autre  extérieure  B.  La  tangente  A,  en  tour- 
nant autour  de  la  ligne  de  terre,  engendre  un  cône.  On 
demande  la  projection  verticale  et  la  vraie  grandeur  de  la    ' 
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section  faite  dans  ce  cône  par  le  plan  vertical  qui  a  la  tan* 
gente  B  pour  trace  horizontale.  On  tracera  les  asymptotes 
de  la  section,  si  elle  en  admet.  (4864.) 

On  donne  une  sphère  par  son  centre  et  son  rayon.  On  fait 
passer  un  plan  par  la  ligne  de  terre  et  le  centre  d§  cette 
sphère,  et  Ton  demande  les  projections  de  la  courbe  d'inter- 
section des  2  surfaces.  On  mènera  la  tangente  en  un  point 
quelconque  de  cette  intersection.  (4864.) 

On  donne  1*^  une  sphère  de  4  centimètres  de  rayon,  tan- 
gente aux  2  plans  de  projection;  ^  le  plan  qui  passe  par  les 
3  plans  de  la  sphère  diamétralement  opposés  à  ses  points 
de  contact  avec  les  plans  de  projection,  et  dont  la  trace  ho- 
rizontale fait  un  angle  de  6o<*  avec  la  ligne  de  terre. 

On  demande  les  projections  et  la  vraie  grandeur  cte  la  sec- 
tion déterminée  par  ce  plan  dans  la  sphère,  ainsi  que  la 
tangente  en  un  point  de  cette  section.  .(4864.) 

On  donne  1®  un  tétraèdre  régulier  de  7  centimètres  de 
côté,  reposant  sur  le  plan  horizontal  par  une  de  ses  faces  ; 
l'une  des  arêtes  de  cette  face  est  perpendiculaire  à  la  li- 
gne de  terre  ;  2®  un  cylindre  de  révolution  de  3  centimètres 
de  rayon,  dont  l'axe  situé  dans  le  plan  horizontal  et  pa- 
rallèle à  la  ligne  de  terre,  passe  par  la  .projection  horizon- 
tale du  sommet  du  tétraèdre. 

Construire  les  projections  des  courbes  d'intersection  du 
cylindre  et  des  faces  du  tétraèdre.  (4864.) 

On  donne  un  cylindre  de  révolution  reposant  sur  le  plan 
horizontal,  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la 
ligne  de  terre.  On  demande  l'intersection  de  ce  cylindre 
avec  un  cône  vertical  de  révolution  dont  le  sommet  est  sur 
Taxe  du  cylindre,  et  dont  la  trace  horizontale  est  un  cercle 
de  même  rayon  que  la  section  droite  du  cylindre.  —  Cons- 
truire la  tangente  en  un  point  de  la  courbe  d'intersection. 

(486^.) 

Trouver  l'intersection  d'un  cylindre  et  d'une  sphère  définis 
de  la  manière  suivante  : 

Le  cylindre  est  droit  :  sa  base  est  un  cercle  AB  donné  sur 
le  plan  horizontal  (on  suppose  le  diamètre  AB  parallèle  à  la 
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ligne  de  terre).  —  La  sphère  a  son  rayon  égal  au  diamètre 
du  cylindre,  et  son  centre  est  sur  l'arête  du  cylindre  dont 
le  pied  G  est  à  45^  de  l'extrémité  B  du  diamètre  AB;  elle 
repose  d'ailleurs  sur  le  plan  horizontal.  On  mènera  la  tan- 
gente ^n  un  point  quelconque  de  la  courbe  d'intersection, 
et  l'on  en  ponctuera  la  partie  cachée  en  supposant  que  le 
cylindre  existe  seul.  (486i,} 

Trouver  l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  définis 
de  la  manière  suivante  : 

Le  cylindre  est  droit  ;  sa  base  est  un  cercle  donné  dans  le 
plan  horizontal.  —  Le  cône  a  son  sommet  sur  Taxe  du 
cylindre;  sa  base  est  une  hyperbole  tangente  à  la  base  du 
cylindre  et  ayant  pour  asymptotes  deux  diamètres  rectan- 
gulaires de  cette  base,  l'un  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

On  mènera  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe  d'inter- 
section, et  l'on  ponctuera  la  partie  cachée  de  cette  courbe 
en  supposant  que  le  cylindre  existe  seul.  (4862.) 

Construire  les  traces  et  les  intersections,  en  vraie  gran- 
deur, de  deux  cylindres  de  révolution,  dont  les  axes  conte- 
nus dans  un  même  plan  vertical  parallèle  au  plan  vertical 
de  projection  se  rencontrent  en  faisant  tous  deux  un  angle 
de  3 G'*  avec  le  plan  horizontal.  On  sait  d'ailleurs  que  le 
diamètre  de  la  section  droite  de  chaque  cylindre  est  de 
8  centimètres.  —  On  construira  la  tangente  en  un  point  de 
chaque  intersection,  et  on  la  reportera  sur  le  rabattement 
correspondant.  (4862.) 

Intersection  de  deux  cônes  A  et  B  définis  de  la  manière 
suivante  : 

*  Le  cône  A  est  de  révolution,  son  sommet  est  dans  le  plan 
horizontal;  son  axe  est  vertical  et  le  1/2  angle  au  sommet 
y  est  égal  à  3o*. 

Le  cône  B  a  pour  directrice  une  section  horizontale  quel- 
conque du  cône  A;  son  sommet  est  pris  arbitrairement  dans 
l'espace,  toutefois  au-dessus  du  plan  de  sa  directrice  et 
extérieurement  au  cône  A. 

On  demande  les  projections  de  l'intersection,  et  la  tan* 
gente  en  un  point  de  cette  courbe.  Pour  la  ponctuation,  on 
supposera  que  le  cône  A  existe  seul.  (4862.) 
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Intersection  dune  sphère  et  d'un  hjperboloïde  de  réyo- 
lution  à  une  nappe,  définis  de  la  manière  suivante  : 

L'axe  de  l'hyperboloïde  est  vertical,  la  plus  courte  distance 
de  la  génératrice  à  cet  axe  est  de  i5  millimètres»  l'angle 
que  fait  la  génératrice  avec  l'axe  est  de  45®.  La  sphère 
passe  par  le  centre  du  cercle  de  gorge  :  elle  a  son  centre 
sur  l'hyperboloïde,  à  3  centimètres  du  plan  du  cercle  de 
gorge  et  dans  le  plan  méridien  parallèle  au  plan  vertical  de 
projection.  On  construira  la  tangente  en  un  point  de  la 
courbe  d'intersection.  (4S6i.) 

ACADÉMIE  DE  GAEN. 

Gonooiuv  de  1874. 

1.  —  Calculer  les  éléments  d'un  triangle  connaissant  la 
base,  la  hauteur  et  le  produit  des  tangentes  des  demi-angles 
à  la  base. 

3.  —  Étant  donné  un  triangle,  mener  par  le  sommet  une 
aroite  telle  qu'elle  détermine  des  triangles  ayant  des  cercles 
inscrits  égaux.  —  Exprimer  les  diverses  parties  des  triangles 
en  fonction  de  ce  rayon  commun. 

CSonoonrs  de  1875. 

1.  —  Trouver  dans  le  plan  d'un  triangle  un  point  tel  qu'eu 
le  joignant  aux  trois  sommets  du  triangle,  les  trois  triangles 
ainsi  formés  aient  des  cercles  circonscrits  égaux. 

2.  —  Les  deux  côtés  d'un  rectangle  étant  donnés,  on  de- 
mande de  les  diminuer  d'une  quantité  tellement  choisie  que 
la  surface  diminue  d'une  quantité  donnée.  -»  Discussion. 

CSonooum  de  1876. 

Étant  données  la  somme  des  hauteurs  de  deux  cylindres 
et  leurs  surfaces  latérales,  déterminer  les  rayons  des  bases 
de  manière  que  le  volume  total  soit  maximum  ou  minimum. 

On  donne  deux  circonférences  0  et  0'  et  un  point  P  ex- 
térieur, mener  deux  rayons  parallèles  OA,  O'A'  tels  qu'on 
ait  PA  =  PA'. 
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ACADÉMIE  DE  DIJON. 

Concours  de  1860. 

Point  d'une  circonférence  qui  reçoit  le  moins  de  chaleur 
de  deux  sources  égales  situées  aux  extrémités  d'un  même 
diamètre.  (Enseignement  spécial^  3^  année.) 

Concours  de  1872. 

1.  —  Par  un  point  fixe  K,  pris  sur  un  diamètre  AA'  d'un 
cercle,  on  mène  deux  droites  quelconques  également  incli- 
nées sur  ce  diamètre  ;  par  les  points  M  et  M'  où  elles  ren- 
contrent respectivement  les  tangentes  en  A  et  A'  on  mène 
à  la  circonférence  deux  autres  tangentes  MT  et  M'T'.  Quel 
est  le  lieu  de  leur  point  d'intersection?        (Math.  éUm.) 

2.  —  Les  aiguilles  d'une  horloge  se  trouvent,  la  petite 
entre  les  chiffres  XI  et  XII,  la  grande  entre  les  chiffres  XII 
et  I  du  cadran,  et  si  l'on  mettait  chacune  d'elles  à  la 
place  de  l'autre,  elles  occuperaient  des  positions  oîi  peut 
les  amener  simultanément  le  mouvement  de  l'horloge.  Quelle 
heure  marquent-elles?  (Enseig.  spécial,  5*  année.) 

3.  —  Construire  les  projections  des  arêtes  d'un  trièdre 
trirectangle  connaissant  son  sommet  et  sachant  que  les 
trois  faces  sont  également  inclinées  sur  le  plan  horizontal. 

(Enseig.  spécial j  3^  année,) 

Concours  de  1874. 

1.  —  Construire  un  système  de  deux  circonférences  si- 
tuées dans  un  même  plan,  connaissant  une  tangente  com- 
mune intérieure,  une  tangente  commune  extérieure,  et  l'axe 
radical  de  ces  circonférences  (Math,  élém.) 

â.  —  Couper  un  cube  par  un  plan  suivant  un  hexagone 
équiangle  dont  deux  côtés  consécutifs  soient  dans  le  rap- 
port de  I  à  2.  (Enseig.  spécial^  B^  année.) 

Concours  de  1876. 

1.  —  Construire  un  trièdre  isoscèle  connaissant  la  face 
adjacente  aux  angles  égaux  et  l'angle  qui  lui  est  opposé. 
Construire  les  angles  d'ouverture  du  cône  inscrit  et  celui 
du  cône  circonscrit.  (Math,  élém.) 
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2.  —  Construire  et  calculer  un  triangle  rectangle  connais- 
sant l'hypoténuse  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

(Enseig.  spécial^  3^  année.) 

3.  —  Construire  un  segment  re.ctiligne  de  longueur  don- 
née, parallèle  au  plan  horizontal,  et  s'appuyant  par  ses 
extrémités  sur  deux  droites  données. 

(Enseig.  spécial^  3^  année.) 

ACADÉMIE  DE  BORDEAUX. 

Gonconm  de  1876. 

On  donne  un  rectangle,  et  hors  de  son  plan  une  droite 
parallèle  à^deux  côtés  de  ce  rectangle  et  dont  le  milieu  se 
projette  sur  le  centre  du  rectangle.  Par  cette  droite  et  les 
côtés  du  rectangle  qui  lui  sont  parallèles,  on  mène  deux 
plans;  par  les  extrémités  de  la  droite  et  les  deux  autres 
côtés  du  rectangle,  on  mène  deux  autres  plans.  On  forme 
ainsi  un  solide  à  cinq  faces  en  forme  de  coin,  dont  on  pro- 
pose d'étudier  complètement  les  propriétés.  —  I.  Calculer 
le  volume  et  la  surface  latérale  de  ce  solide  au  moyen  de 
sa  hauteur,  de  la  longueur  de  son  arête  supérieure  et  des 
dimensions  de  sa  base.  —  II.  Maximum  ou  minimum  du 
volume  lorsqu'on  donne  la  hauteur,  l'arête  supérieure  et  le 
périmètre  de  base.  —  III.  Expression  de  l'aire  et  du  contour 
d'une  section  parallèle  à  la  base  à  une  distance  donnée  de 
cette  base  ou  de  l'arête  supérieure.  —  IV.  Calcul  des  deux 
parties  du  volume  ou  de  la  surface  latérale.  —  V.  Déter- 
miner là  distance  du  plan  sécant  à  la  base  :  1^  de  manière 
que  la  surface  latérale  soit  partagée  dans  un  rapport  donné  ; 
i?  de  manière  que  la  section  soit  à  la  base  dans  un  rapport 
donné.  —  YI.  Calculer  les  inclinaisons  des  arêtes  et  des 
faces  sur  la  base*  On  aura  égard  à  toutes  les  variations  de 
forme  qui  peuvent  résulter  des  divers  rapports  mutuels  des 
dimensions  de  la  figure.  —  VII.  Vérifier  à  l'aide  de  ces 
limites  toutes  les  formules  obtenues.  —  VIII.  Indiquer  la 
représentation  de  la  figure,  et  les  principales  constructions 
au  moyen  de  la  Géométrie  descriptive.  —  IX.  Exemple  nu* 
mérique  :  H  =  3235;  —  arête  supérieure  a  =  i3i7;  —  di- 
mensions de  la  base  b  =  2413,  c  =  1197* 
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MÉLANGES 


DU  ROLE  DE  L'EXPÉRIENCE     . 

■ 
DANS  LES  SCIENCES    EXACTES 

par  M.  ^«  Hott0l»  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Bordeaux. 

(Voir  page  118.) 


III 

Les  grandeurs  se  divisent  en  grandeurs  discrètes  ou  nii* 
mériques,  et  en  grandeurs  concrètes  ou  continues. 

Les  grandeurs  discrètes  se  composent  d'individus  consi- 
dérés comme  identiques  par  rapport  à  la  propriété  d'après 
.  laquelle  est  dénommée  l'espèce  de  l'unité,  qui  est  aussi 
l'espèce  de  la  quantité.  La  quantité  se  forme  par  la  répéti'- 
tion  ou  miUtiplication  de  l'unité.  La  loi  qui  préside  à  cette 
opération  s'appelle  un  nombre.  Une  quantité  discrète  est 
complètement  connue  quand  on  donne  so^  espèce  et  son 
nombre. 

La  théorie  mathématique  des  quantités  discrètes  ne  s'occupe 
que  des  nombres  qui  les  représentent,  indépendamment  de 
leur  espèce.  Les  nombres  pouvant  être  définis  et  comparés 
avec  une  exactitude  parfaite,  leur  théorie  se  présente 
immédiatement  avec  toute  sa  rigueur,  et  l'Arithmétique  des 
nombres  entiers  forme  la  branche  la  plus  simple  des  Mathé* 
matiques  pures. 

Nous  n'entreprendrons  pas  ici  d'examiner  quelle  a  été  la 
part  de  l'expérience  dans  la  formation  de  l'Arithmétique, 
tant  élémentaire  que  supérieure.  Nous  remarquerons  seule- 
ment que,  si  l'expérience  —  c'est-à-dire  l'examen  des 
résultats  obtenus  en  calculant  sur  des  exemples  particuliers 
— >  a  été  souvent  un  auxiliaire  puissant  dans  la  recherche,  par 
induction,  des  propriétés  des  nombres  les  plus  cachées,  elle 
joue  toutefois,  comme  base  des  principes  et  des  démonstra- 
tions, un  rôle  des  plus  restreints,  si  même  elle  y  intervient 
en  quoi  que  ce  soit. 
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Les  quantités  concrètes  se  forment  par  accroissepent  con- 
tinu (par  addition).  Elles  sont  considérées  comme  étant  de 
môme  nature  dans  toutes  leurs  parties,  relativement  aux 
propriétés  qu'exprime  leur  dénomination. 

Celles  que  nous  avons  sous  les  yeux  ne  sont  pas  suscep- 
tibles d'être  définies  et  comparées  avec  une  comnlète  exac- 
titude, comme  Tétaient  les  quantités  discrètes,  et  cela  tient 
à  la  fois  à  l'indécision  de  leurs  limites  et  à  l'imperfection 
de  nos  sens  et  de  nos  moyens  d'observation.  On  ne  peut 
donc  les  soumettre  directement  à  une  théorie  mathématique, 
et  Ton  est  forcé  de  remplacer  leur  étude  par  celle  de  gran- 
deurs idéales,  définies  par  les  propriétés  dont  nos  moyens 
de  mesure  plus  ou  moins  grossiers  nous  permettent  de  cons- 
tater approximativement  l'existence  dans  les  objets  matériels. 

Ainsi  l'étude  de  l'étendue  des  corps  réels,  dont  la  forme 
ne  peut  être  parfaitement  définie  ni  parfaitement  observée, 
doit  être  précédée  de  l'étude  abstraite  de  corps  idéaux, 
de  formes  rigoureusement  déterminées  à  l'aide  de  procédés 
de  mesure  complètement  exacts,  et  cette  dernière  étude  se 
ramène  elle-même  à  celle  de  figures  privées  d'une  ou  de 
deux  de  leurs  dimensions,  et  finalement  à  la  considération 
du  point  privé  de  toute  étendue. 

De  même,  la  science  du  mouvement  physique  prend  pour 
base,  ou,  si  l'on  veut,  pour  canevas,  la  Mécanique  abstraite, 
qui  aux  hypothèses  de  la  Géométrie  en  ajoute  certaines 
autres,  suggérées  plus  ou  moins  directement  par  l'expé- 
rience ;  elle  opère  ainsi  sur  des  corps  géométriques,  aux 
propriétés  desquels  elle  ajoute  l'idée  de  masse,  et  qui  sont 
soumis  à  des  causes  de  mouvement  appelées  forces,  définies 
par  reffet  qu'elles  produisent  ou  tendent  à  produire  en 
vertu  des  lois  admises.  Aux  diverses  branches  de  la  Physique 
des  corps*  réels  correspondent  des  branches  spéciales  de  la 
Mécanique  abstraite,  appuyées  sur  de  nouvelles  hypothèses, 
que  l'on  choisit  de  manière  à  pouvoir  les  traiter  par  les 
méthodes  mathématiques,  et  à  en  déduire  des  résultats 
aussi  voisins  que  possible  des  phénomènes  que  l'on  veut 
représenter. 

Il  importe  essentiellement,  dans  ces  sciences  rationnelles 
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et  abstraites,  de  distinguer  les  hypothèses,  considérées  en 
elles-mêmes,  —  lesquelles  sont  à  priori  essentiellement 
arbitraires,  à  la  seule  condition  de  n'être  pas  contradictoi- 
res entre  elles  —  de  la  valeur  de  ces  hypothèses,  considérées 
au  point  de  vue  des  applications.  Toute  science  abstraite, 
fondée  sur  des  hypothèses  non  contradictoires^ et  développée 
conformément  aux  règles  de  la  Logique,  est  en  elle- 
même  absolument  vraie.  Mais  elle  peut  bien  n'avoir  aucun 
rapport  avec  les  phénomènes  naturels,  et  se  trouver  fausse, 
lorsqu'on  l'examine  au  point  de  vue  de  la  réalité  physique. 
C'est  ce  qui  arrive  quand  les  hypothèses  ont  été  choisies 
d'une  manière  erronée  ou  incomplète,  soit  par  suite  d'une 
induction  fondée  sur  des  observations  trop  inexactes  ou 
trop  restreintes,  soit  par  suite  de  simplifications  illégitimes 
que  l'on  aura  introduites  pour  en  faciliter  l'étude  mathé- 
matique. 

Nous  n'insisterons  pas  plus  longtemps  sur  ces  considé- 
rations générales,  et  nous  nous  bornerons  à  en  développer  les 
applications  à  la  plus  simple  des  sciences  physiques  :  l'étude 
des  corps  sous  le  rapport  de  l'étendue,  ou  la  Géométrie, 

(A  suivre,) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


.  QUESTION  8. 

•olation  par  M.  Long,  élève  à  l'Athénée  royal  de  Liège. 

Si  Von  ajoiile  termes  à  termes  detu)  progressions  géométriques^ 
qui  n'ont  pas  même  raison,  les  résultats  ne  forment  pas  une 
progression^  mais  chaque  terme  pourra  se  déduire  des  deux 
précédents^  en  les  multipliant  par  des  nombres  constants  et 
ajoutant  les  résultats. 

Soient  deux  progressions  géométriques  : 

-    ii  a  :  ar  :  ar^  :  ar^  : ar^ . 

^  6  :  69  :  feg*  :  6g3 . j^n  ^ 

En  les  ajoutant  termes  à  termes,  on  a 

(1)  a  -f  6,  ar  +  bq,  ar^  +  ^9*>  ^^  +  bq^...,  ar^  -\-  bq^ , 
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Si    ces  termes    étaient    en  proj^ression  géométrique    on 

q  +  fc    _   ^r  +bq 

devrait  avoir  :        ; — 7-  =  —7—; — n 

ar  +  bq      ar^  +  bq^ 

ou  en  chassant  les  dénominateurs 

(a  +  b)  {ar^  +  feg»)  =  (ar  +  bq)^ 
ou  après  réductions   ab  (q  —  r)    =  o. 
On  devrait  avoir  q  —  r  =  o;  alors  r  =  g,  ce  qui  est  con- 
traire à  rhypothëse.  Donc  les  termes  ne  forment  pas  une 
progression  géométrique.  Voyons   s'ils   ne  formeraient  pas 
une  progression  arithmétique  : 

Pour  plus  de  simplicité  supposons  a  et  6  positifs.  On 
aurait  alors 

a  +  6  —  (ar  -\-  bq)  =  {ar  +  bq)  —  {ar'^  -f-  69*) 
ou  a  (i  —  r)*  -{-  b  (i  —  ?)*  =  o. 

Or  a  et  6  étant  positifs,  les  facteurs  (i  —  r)^  et  (i  —  q)^ 
sont  essentiellement  positifs  ;  donc  ces  deux  termes  ne 
s'annuleront  pas  et  l'hypothèse  de  laquelle  on  est  parti  est 
fausse.  Donc  les  termes  ne  sont  pas  en  progression  arithmé- 
tique. 

Soient  maintenant  K  et  K'  les  coefficients  par  lesquels  il 

faut  multiplier  respectivement  deux  termes  de  la  suite  (1), 

pour  qu'en  additionnant   les  produits  on   trouve  le   terme 

suivant.  Par  hypothèse  on  aura 

(a  -f  6)  K   +  {ar  +  bq)  K'  =  ar^  +  bqK 

{ar  +  bq)K  +  {ar'^  -f  bq^)  K'  =  aH  -f  bqK 

Ces  deux  égalités  détermineront  K  et  K'.  Éliminant  K   on 

trouve  : 

jr.        a&  [ra  (r  -  q)—q^'  (r  -g)]   _-^  ,   ^ 
K= 06  (r  -  qy^ -r  +  q. 

et  par  suite,  après  simplifications, 

K  =  —  rq.       • 

Les  deux  facteurs  sont  donc  r  +  g  et  —  rq. 

Comme  ils  ne  dépendent  que  des  raisons  des  deux  pro- 
gressions, ces  facteurs  sont  constants  pour  deux  mêmes 
progressions. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Canon  et  Orth,  de  Liège; 
Vautré;  Richard,  élève  au  collège  de  Chartres;  Biette,  élève  au  lycée  du 
Havre. 
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QUESTION  17. 

SolatloB  par  M.  Estienne,  élève  du  Lycée  de  Bar-le-Duc. 

A  est  Faire  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  une  circonfé- 
rence^  et  B  Vaire  du  polygone  semblable  circonscnt;  B — kest 
équivalent  à  Vaire  du  polygone  régulier  semblable  inscrit  dans 
la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  le  côté  de  B,  ou  bien  encore 
du  polygone  régulier  circonscrit  à  la  circonférence  qui  a  pour 
diamètre  le  côté  de  A. 

Soient  AB  le  côté  du  polygone  A,  A'B'  le  côté  du  polygone 
B  et  0  le  centre  de  la  circonférence  circonscrite  au  poly- 
gone A.  01  perpendiculaire,  à  AB  et  à  A'B'  coupera  ces  droites 
en  leurs  milieux  I  et  T.  OB  et  OB'  sont  respectivement  les 
rayons  des  circonférences  circonscrites  aux  polygones  A  et 

1»  .  B;  01  est  le  rayon  de  la  circon- 

férence inscrite  au  polygone  A. 
Gela  posé,  on  sait  que  deux 
polygones  réguliers  semblables 
sont  entre  eux  comme  les  carrée 
des  rayons  des  circonférences 
circonscrites  ou  inscrites.  Or 
dans  le  triangle  rectangle  OI'B' 
on  a 

TB*  =  6f^   —  OÎ'^         (1) 
G*est-à-dire  que  le  polygone  régulier  semblable  à  A  et  à  B, 
inscrit  dans  la  circonférence  qui  aurait  pour  diamètre  le 
côté  de  B  a  une  surface  égale  à  A  —  B. 
De  môme  dans  leHriangle  rectangle  OIB  on  a 


IB*  =  OB^  —  01 
C'est-à-dire  que  le  polygone  régulier  semblable  à  A  et  B 
circonscrit  à  la  circonférence  qui  aurait  pour  diamètre  le 
côté  de  A  a  une  surface  égale  à  A  —  B. 

Remarqua,  —  En  multipliant  les  deux  membres  de  Téga- 
lité  (1)  par  x,  on  voit  que  la  surface  comprise  entre  deux 
circonférences  concentriques  OA  et  OA'  est  équivalente  au 
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cercle  qui  à  pour  diamètre  la  droite  A'B'  tangente  à  la  petite 
circonférence  et  limitée  à  la  grande. 

'  Solution  txigonométrique 

par  M.  Vautré. 


i^ 


Posons  or  =  I ,  A'Or  =  a  =  - 

n 

on  a  A  =  n  .  01  .  AI  =  n  cos  a  sin  a  (1) 

et  B  =  n  .  or  .  AT  =  n  tang  a  (2) 

donc  B  —  A  =  n sin  a  cos  a 

Lcos  a  J 

T>        A            sin»  a 
ou  B  —  A  =  n 

cos    a 

Si  dans  (1)  on  fait  AT  =  r  tg  a 

on  a  r'  =  tg  a 

donc  A'  =  »  tg^  a  cos  a  sin  a 

sin^  a 
ou  A  =  n  =  B  —  A 

cos   a 

de  même  si  dans  (2)  on  fait  AI  =  r  " 

on  a  r"  =  sin  a 

,                                                 ^,        n  sin'  a        _         . 
alors  B  =: =  B  —  A 

cos  a 

Donc  enfin  A  —  B'  =  B  —  A  ; 

c.  q.  f.  d. 

Nota.  —Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Canon,  de  Liège;  Chanier, 
du  lycée  de  Clermont-Ferrand ;  Biette,  élève  du  lycée  du  Havre;  Neveu, 
séminaire  de  Charleville;  Julliaud,  à  Agen;  Everty,  au  collège  Chaptal; 
Moulun,  à  Lorient. 


QUESTION  18. 
SolailoB  par  M.  Canon,  élève  à  l'Athénée  royal  de  Liège. 

Deux  cercles  étant  dans  un  même  plan  et  les  tangentes  com- 
munes intérieures  se  coupant  à  angle  droite  Vaire  du  triangle 
formé  par  ces  tangentes  et  une  tangente  commune  extérieure  est 
équivalent  au  rectangle  des  rayons. 

Soient  les  deux  circonférences  0  et  0',  les  tangentes  com- 
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munes  intérieures  AK, 
GP  qui  se  coupent  à 
angle  droit  en  B,  la 
tangente  commune  ex- 
térieure FG  et  le  trian- 
gle ABC  formé  par  les 
trois  tangentes,  R  étant 
le  rayon  de  0'  et  r  ce- 
lui de  0,  je  dis  que 
la  surface  ABC  =  Rr. 

Tout  d'abord  si  Ton  joint  OD,  OK,  O'E,  OT,  on  remarque 
que  DOKB  et  O'EBP  sont  des  carrés;  donc'EB  =  R,  BD=r, 
il  faut  prouver  que  EB,  BD  est  Texpression  de  la  surface. 
Or  si  Ton  suppose  tracé  le  cercle  0"  inscrit  au  triangle 
rectangle  ABC,  je  sais  que  la  surface  de  ce  triangle  est  égale 
à  AI.  IG.  [Problème  2"%  page  ô9.] 
Toute  la  question  revient  donc  à  prouver  que 

EB.    BDzrrAI.    IG. 

Mais  par  rapport  au  triangle  ABG,  0  et  0'  étant  des  cer- 
cles ex-inscrits,  on  sait  que  :  Sur  chaque  côté  d'un  triangle 
quelconque  le  segment  compris  entre  un  sommet  et  le  point  de 
contact  du  cercle  inscrit  est  égal  au  segment  compris  entre  Vau" 
tre  sommet  et  le  point  de  contact  du  cercle  ex-inscrit;  nous 
aurons  donc  EB  =  AR  et  BD  =  SC 

alors  il  faut  prouver  que 

AR.  SG  =  AI.IG 

Or  AI  et  AR  sont  égales  de  même  IG  et  SG 

Donc  Surf  ABG  =  EB .  BD  =  Rr. 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Chanier,  Perrin,  du  lycée 
de  Clermonl;  DemorLin,  de  Fécole  communale  de  DouUens;  Vautré  à  Cha- 
tel-sur-Mosclle ;  Biette,  lycée  du  Havre;  Orth,  Long,  à  Liège;  Godet  à  La 
Flèche;  Cuinet,  à  Bourg;  Vidnau,  à  Bordeaux;  Lorain,  à  Semur;  JuUiaud, 
à  Ageu. 
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Cet  ouvrage,  quoique  destiné  aux  classes  de  mathématiques  spéciales, 
peut  être  étudié  avec  fruit  et  succès  par  les  élèves  de  mathématiques  élé- 
mentaires; la  partie  théorique  est  entièrement  à  leur  portée.  Ils  liront 
même  avec  intérêt  un  grand  nombre  des  applications  à  l'algèbre,  la  géomé- 
trie et  la  trigonométrie. 

Ce  livre  comble  une  lacune  dans  l'enseignement  français.  Les  traités  de 
Brioschi  et  de  Baltzer  sont  d'une  lecture  assez  difficile  pour  les  élèves,  celui 
de  M.  Dostor  est  rédigé  avec  une  simplicité  très-encourageante  pour  le 
lecteur.  Quoique  élémentaire,  il  est  cependant  à  peu  près  complet  el  il  fait 
connaître  toutes  les  ressources  importantes  que  les  mathématiques  puisent 
dans  la  science  d^s  déterminants. 

L'ouvrage,  avant  d  être  livré  à  l'impression,  avait  reçu  l'approbation  de 
plusieurs  sommités  scienliûques  et  en  particulier  de  M.  Hermite.  Ce  haut 
patronage  suffit  pour  le  recommander  aux  professeurs  et  aux  élèves. 

J.  B. 


CORRESPONDANCE 

1.  —  Nous  avons  reçu  trop  tard  pour  pouvoir  les  signaler  dans  le  numéro  de 
Mars  des  solutions  de  la  question  n*  5  dues  à  MM.  des  Grées  du  Loû,  au 
lycée  de  Lorient;  Gravel,  au  lycée  d'Orléans;  Ernst,  au  lycée  de  Montauban; 
Granger,  au  lycée  de  Périgueux;  Bellamy,  au  lycée  de  Saînt-Brieuc. 

M.  Nigri,  au  lycée  de  Pau,  résout  la  même  question  en  remarquant  que 
la  ligne  PM  est  Taxe  radical  des  deux  circonférences.  Cette  remarque  lui 
permet  de  généraliser  la  question  en  considérant  deux  circonférences  assu- 
jetties à  passer  l'une  en  A,  l'autre  en  B,  et  à  avoir  PM  pour  axe  radical. 
En  continuant  la  construction  indiquée  précédemment,  les  points  Q  et  R 
sont  encore  les  points  de  contact  de  !a  tangente  commune.  —  Si  on  suppose 
que  les  deux  circonférences  touchent  la  circonférence  AB,  l'une  intérieure- 
ment, lautre  extérieurement,  on  obtiendra  de  la  même  manière  la  tangente 
commune  intérieure. 

2.  —  Nous  avons  aussi  reçu  trop  tard  pour  pouvoir  les  signaler  dans  le  nu- 
méro d'Avril  des  solutions  de  la  question  N*  26  par  MM.  JuUidière,  de  Mont 
de  Marsan;  Long,  de  Liège  ;  Réveillé,  de  Montpellier;  et  Blette,  du  Havre. 

'  3*  —  M.  Vautré,  de  Châtel-sur-Moselle,  déduit  de  la  propriété  des  sécantes 
dans  le  cercle,  la  démonstration  très-simple  des  relations  métriques  entre 
les  côtés  d'un  triangle.  —  Nous  résumerons  l'un  des  cas,  celui  où  l'on 
prend  le  côté  opposé  à  un  angle  obtus,  les  autres  cas  se  trouvant  de  même* 
-^  L'angle  C  étant  obtus,  avec  BC  comme  rayon,  décrivons  une  circonférence; 
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le  point  A  étant  extérieur  &  ce  cercle,  on  a,  si  2p  représente  la  partie  inté- 
rieure de  la  sécante,  AC  :  (AB  +  BC)  (AB  —  BC)  =  AC(AC  +  2p),  ou 
AB»  —  BC^  =  AC»  4-  2/)  X  AC.  Le  théorème  est  donc  établi. 

4.—  M.  Julliard,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Clermont-Ferrand  nous  envoie 
la  solution  suivante  d'un  théorème  bien  connu  :  le  lieu  géométrique  des 
points  tels  que  la  somme  des  distances  de  l'un  des  points  à  deux  sommets 
d'un  triangle  équilatéral  est  égale  à  la  distance  du  même  point  au  troisième 
sommet  est  la  circonférence  circonscrite.  —  En  effet,  en  appelant  d,  <f,  d" 
les  trois  distances,  a  le  côté  du  triangle;  de  l'hypothèse  d  +  d  =  df^  on 
déduit  facilement  ad  -}-  ad  =  ad".  En  choisissant  convenablement  pour  a, 
l'un  quelconque  des  trois  côtés,  on  arrive  à  la  relation  fondamentale  entre 
les  diagonales  et  les  côtés  d'un  quadrilatère  inscrit.  —  Donc 

5.'  M.  Th.  Lambert,  professeur  de  mathématiques  au  collège  de  Belle- 
Vue,  àDinant  (Belgique),  nous  communique  une  démonstration  simple  des 
théorèmes  d'Apollonius. 

En  nommant  (xy]  [x'f/)  les  coordonnées  de  deux  points  conjugués  de 
l'ellipse,  OL  le  coefficient  d'inclinaison  du  diamètre  qui  passe  par  le  premier 
point,  il  trouve  : 

il  en  résulte  : 

«^  +  ^*  =  <»'•  !/*  +  t/^  =  6*»  par  suite  en  «Joutant  membre  à  membre 
o'2  +  6''  =  a»  +  6'. 
La  hauteur  du  parallélogramme  construit  sur  a'  b'  est  : 

m  =  '''■'  +  f 

on  en  conclut  : 

6'2  H»  =  a*6* 
d'où  a'b'  sin  6  =  a6 

6.  —M.  Rivier,  élève  au  lycée  de  Tournon,  nous  fait  remarquer  qu'il  y  a 
une  erreur  à  la  page  81,  dans  l'énoncé  de  la  question  du  concours  de  Douai. 
Il  faut  le  rectiûer  comme  il  suit  :  Dans  le  quadrilatère  BCDEy  on  connaît 
trois  côtés  BD,  CD,  DE,  Vangle  C  et  l'angle  A  formé  par  les  côtés  CD  et  BE 
prolongés.  Calculer  le  quatrième  côté  DS.  Condition  que  doit  remplir  ce 
quadrilatère  pour  que  tous  les  rectangles  que  l'on  lui  circonscrira  soient 
semblables. 

7.  —  Nous  prions  nos  correspondants,  de  nous  envoyer  les  sujets  de 
roncours  de  leur  Académie,  tant  pour  l'Enseignement  classique  que  pour 
l'Enseignement  spécial.  —  Nous  serions  heureux-  de  pouvoir,  pour  chaque 
Académie,  signaler  la  copie  couronnée,  ou  au  moins  indiquer  les  points 
saillants  de  cette  copie. 

Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 


IMPAIMBRIE  CENTRAL!  DES  CHBMINS  D8  FBR.   —  1.  GEUIX  Et  C^*, 
RDI  BBRGiRB,  20,  A  PARIS.  •   688$-7. 
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DE    L'INVOLUTION 

par  M.  Vazellle,  professeur  de  mathématiques  spéciales  à  Sainte-Barbe. 

(Suite,  voir  page  132.) 


//  est  possible  de  représenter,  par  les  valeurs  successives  d'un 

même  paramètre  X,  les  segments  variables  d^une  même  involu- 

tion.  Pour  établir  ce  fait,  rappelons  d'abord  que  la  fonction 

rationnelle 

a\-{-  b 

aX  -f-  b' 
satisfait  aux  conditions  suivantes  :  1**  elle  varie  dans  un 
sens  déterminé,  toujours  le  même,  quand  X  parcourt  dans 
un  sens  déterminé  toute  l'écbelle  des  grandeurs  depuis 
rinfini  négatif  jusqu'à  Tinfini  positif;  2"*  elle  passe  une  fois 
et  une  seule  fois  par  toute  valeur  donnée,  positive  ou  né- 
gative. 

Gela  posé,  soit  : 

Gmî;  +  H(a  -f  r)  +  K  :r=  o 
Si  nous  prenons  : 

U  -\-  V  =^ ~ 

pX  +/> 
il  en  résultera  pour  uv  une  expression  : 

nX  -1-  n 

uv  =  -  ,-— — T 
pu  +  p 

et  par  suite  les  valeurs  associées,  u,  v,  seront  les  racines 
de  réquation  : 

(pX  -f  p'jjc*  —  {m\  -f-  m')x  +  ('ïX  -(-  ^^')  '•=^  o 
ou  bien  ; 

px^  —  m'x  -f-  n  -f-  \[px'^  —  ma:  -\-  n)  •=:  o\ 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 


Voici  d'ailleurs  la  démonstration  de  la  proposition  inverse  : 
Soit  :  co;*  -\~  bx  -\-  c  -\-  X(a'x*  -f"  b'x  -f-  c')  =  o 
une  équation  du  second'  degré  renfermant  un  seul  para- 
mètre  variable  X;  si  nous  désignons   par  w  et  v   les  deux 
racines  de  cette  équation,  nous  aurons  les  deux  relations  : 
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b  +  6'X 


u  -^  V  =  — 


ilV     = 


a  +  (ï  X 
c  +  c'X 


a  +  ^^ 

et  si  on  élimine  X  entre  ces  deux  relations,  on  trouve  la 
relation  suivante  : 

{aV  —  ba)uv  4*  («C  —  ca)  (u  -f-  d)  -|-  ^C  —  cft'  =  o 
or,  c'est  évidemment  une  relation  d'involution. 

Nous  avons  donc,  dès  ce  moment,  deux  manières  dis- 
tinctes et  également  générales  de  représenter  une  involution, 
ou  par  la  relation 

(1)        Guv  +  H(u  +  v)  +  K  =  0. 
ou  par  réquation  : 
(2)  ax^  +  bx-{-c  +  X(aV  +  b'x  +  c)  =  o. 

Il  est  utile  de  remarquer  que,  si  les  équations  (1)  et  (2) 
représentent  la  même  involution,  on  a  entre  leurs  coefficients 
les  relations  : 

ab'  —  ba    œ'  —  ca    bc  —  cb' 

G  "■  ïî  ■"  K 

Actuellement,  il  est  possible  de  montrer  Futilité,  au 
point  de  vue  algébrique,  de  cette  notion  d'involulion  pour 
éclairer  et  simplifier  l'étude  de  la  fonction  rationnelle  : 

ax*  -\-  bx  -\-  c 

a'a;*-f-  b'x  -\-  c 
Si,  en  effet,  nous  désignons  par  —  X  la  valeur  de  cette 
fonction  variable  avec  x,  on  voit  immédiatement  que  chaque 
valeur  de  X  détermine  un  segment  de  l'involulion  représen- 
tée par  réquation  (2);  dès  lors  se  présentent  naturellemeni 
les  questions  suivantes  : 

1**  Reconnaitre  Uespéce  de  Vinvolulion  :  L'involution  sera  de 
première  espèce  si  elle  a  des  points  doubles  réels,  c'est-à- 
dire  s'il  existe  des  valeurs  réelles  de  X  qui  donnent  à  l'équa- 
tion : 

(a  +  Xa>«  +  (fe  +  X6')x  +  (c  4-  Xc')  =  o 

deux  racines  égales;  c'est-à-dire,  encore,  si  l'équation  en  X 
(3)  (6  +  Xô')*  —  4(a  +  >^')  (c  +  >^c')  =  o 
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a  deux  racines  réelles.  Or  cette  équation  (3)  peut  s'écrire  : 
(3)  (6'«—  4aV)X«  +  2(66' —  2ca  —  uac)X-\-  (6*—  4ac)  =  o 
donc  enfin  : 

L'involution  de  première  espèce  est  caractérisée  par  l'iné- 
galité : 
(4)  (66'  —  2ca—  2acy  —  (6»  —  400) (6' *  —  ^a'c)  >  o 

L'involution  de  seconde  espèce  est  caractérisée  par  l'inéga- 
lité contraire  : 
(Pi  (66'  —  2ca  —  2acy  —  (6«  —  ^ac)  (6'«  —  4a  c')  <  o 
Quand  il  y  a  involution  de  première  espèce,  il  y  a  deux 
valeurs  de  \  qui  vérifient  l'équation  (3)  et  qui  sont  réelles: 
si  nous  les  désignons  par  \  et  X,,  chacune  d'elles  réduit  le 
segment  involutif  à  zéro;  en  d'autres  termes,  —  \  est  une 
valeur  que  la  fraction  rationnelle 

ax^  '\'  bx-\-c 

a'x*  +  ^^  +  c 
prend  deux  fois,  mais  pour  deux  valeurs  égales  d'x;  il  en 
est  de  même  de  ;  —  X,;  tandis  que  toute  autre  valeur 
attribuée  à  la  fraction  proviendra  toujours  de  deux  valeurs 
distinctes,  réelles  ou  imaginaires,  de  la  variable  x\  en 
d'autres  termes  :  Vinvolution  de  première  espèce  est  correspon- 
dante à  une  fraction  rationnelle  qui  a  un  maximum  et  un  mi- 
nimum. 

Quand  il  y  a  une  involution  de  seconde  espèce,  il  n'y  a 
aucune  valeur  réelle  de  X  qui  vérifie  l'équation  (3)  ;  par 
conséquent,  toute  valeur  réelle  attribuée  à  X  proviendra  de 
deux  valeurs  à*x  toujours  distinctes;  en  d'autres  termes  : 
Vinvolution  de  seconde  espèce  est  associée  à  une  fraction  ration- 
nelle qui  n'a  ni  maximum  ni  minimum. 

Afin  de  préciser  ces  conclusions  et  le  sens  qu'on  doit 
leur  attribuer,  prenons  : 

ax*-\-bx-j-c=a   {x  —  ^)  {x  —  fi) 
a'x.'^  +  b'x  -{-  c   =  a   {x  —  a')  {x  —  p') 

'    '^  a  ^  a 

alors  :  l  h'  c' 

^    ^  .a  '  a 
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par  suite,  si  nous  représentons  par  R  le  premier  membre  de 

rinégalité  (4),  il  viendra  : 

R  =  a^a^  [(a  +  ,8)  (a'  +  P')  —  2aj5  —  2a'p']*  —  a'^a'»  (a  —  [i)^ 

X  (a   —  py 
ou  bien  : 

R  =  4a*a'«  [aa   +  fift'  —  a^t  —  a'^'j    [a?'  +  p'a  —  ap  —  a'^'J 

ou  bien  : 

(6)       R  =  4a«a'«  .  (a  —  a')  (a  —  fi')  .  ([i  —  a)  (fi  —  f) 

Cela  fait,  si  nous  supposons  que  a  et  p  soient  des  gran- 
deurs réelles,  ainsi  que  a  et  p',  c'est-à-dire  si  les  deux  seg- 
ments involutifs  qui  correspondent  àX  =  oetàX=  oo 
sont  réels,  nous  pourons  énoncer  les  propositions  suivantes: 

Si  les  deux  segments  involutifs,  ci-dessus  désignés,  sont 
extérieurs  Tun  à  l'autre,  ou  engagés  l'un  dans  l'autre,  la 
fonction  R  est  positive,  l'involution  est  de  première  espèce 
et  a  deux  points  doubles  réels  et  distincts. 

Si  les  deux  segments  involutifs,  déjà  désignés,  empiètent 
l'un  sur  l'autre,  l'involution  est  de  seconde  espèce,  et  n'a 
pas  de  points  doubles  réels. 

En  d'autres  termes  : 

1®  Si  la  fraction  rationnelle 

ax^  -\-  'm;  -\-  c 
a'.x;*  -(-  b'x  -\-  c 

a  deux  zéros  et  deux  infinis  réels,  et  si  dans  l'ordre  des  gran- 
deurs croissantes  les  5Jéro5  et  les  infinis  ne  sont  pas  alternés, 
la  fonction  sera  croissante  dans  certains  intervalles,  décrois- 
sante dans  d'autres;  elle  aura  un  maximum  et  un  minimum. 
cela  correspond  aux  diverses  hypothèses  qui  suivent  : 

—  00  ....  a fi   %  ^'   -\-ic 

. —  oc           a  a  fi'  ^j  -)-x 

—  00  ....  a p' a g    -j-oo 

—  00           a'  CL  p         •  fi'  -\-oc 

2**  Si  la  fonction  rationnelle  a  deux  zéros  et  deux  infinis 
réels,  et  si  les  valeurs  de  ces  zéros  et  de  ces  infinis  se 
présentent  alternativement  dans  l'ordre  des  grandeurs  crois- 
santes, la  fonction  n'aura  qu'un  seul  sen»  de  variation,  sera 
toujours  croissante  ou  toujours* décroissante,  avec  deux  dis- 
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continuités  instantanées  pour  chacun  de  ses  passages  par 
rinfini. 

Mais  qu'arrive-t-il  si  Tune  ou  Tautre  des  inégalités  (4) 
ou  (5)  se  transforme  en  une  égalité  ou  relation?  Dans  ce  cas, 
en  nous  plaçant  au  point  de  vue  de  Tinvolution,  nous  di- 
rons que  rinvolution  a  deux  points  doubles  superposés; 
mais  nous  voyons  d'après  la  forme  (6)  que  dans  cette  11^7)0- 
thèse  Tun  des  zéros  coïncide  avec  Tun  des  infinis,  ou  que 
les  deux  segments  qui  servent  à  fixer  Tinvolution  ont  une 
extrémité  commune;  alors  on  voit  sans  peine,  d*après  la 
construction  générale,  que  cette  extrémité  commune  est  à 
la  fois  et  centre  et  point  doyi)le  de  Tinvolution. 

Nous  tenons  surtout  à  faire  remarquer  que  la  condition  : 
{bb'  —  2ca  —  2ac')*  —  (6*  —  400)  (6'*  —  4a c)  =  o 
est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux 
équations  :  ax^  -^  bx  -\-  c  =  o 

ax^  -[-  è'x  +  c'  =  o 

aient    une    racine   commune  ;   et   nous   la    recommandons 
expressément  à  Tattention  des  lecteurs. 

Gela  dit,  passons  aux  applications  purement  géométriques. 

(A  suivre,) 


SUR  UN  PROBLEME  D'ANALYSE  COMBINATOIRE 

par  M.  Défliré  André. 


1.  On  suppose  formés  tous  les  arrangements  p  à  p,  avec 
répétition,  de  trois  lettres  distinctes,  et  Ton  demande  le 
nombre  de  ceux  d'entre  eux  qui  commencent  par  une  même 
lettre  et  renferment  chacun  les  trois  lettres  distinctes  con- 
sidérées. • 

2.  Soient  a,  6,  c  ces  trois  lettres,  Xp  le  nombre  cherché, 
z^jp  le  nombre  des  arrangements  renfermant  chacun  les 
trois  lettres  distinctes  et  Zj,p  le  nombre  total  des  arrange- 
ments formés. 

3.  Évidemment,  il  y  a  autant  d'arrangements  commençant 
par  a  que  par  b  ou  0.  Donc 
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et  nous  sommes  ramenés  au  calcul  de  z^jp . 

4.  Pour  obtenir  i5„p  ,  considérons  tous  les  arrangements 
formés  et  classons-les.  Ils  sont  de  trois  espèces,  les  uns 
renfermant  chacun  les  trois  lettres  données,  les  autres  n'en 
renfermant  que  deux,  et  les  derniers  qu'une  seule.  Le  nom- 
bre des  premiers  est  évidemment  jSj,^  ;  ceux  des  seconds 
qui  contiennent  6  et  c  sont  au  nombre  de  z^,p  ,  de  môme 
pour  ceux  qui  contiennent  c  et  a  et  pour  ceux  qui  contien- 
nent a  et  6,  de  façon  que  le  nombre  total  des  seconds  est 
3«„p  ;  enfin,  il  y  a  trois  arrangements  renfermant  chacun 
une  seule  lettre.  Nous  pouvons  dono  écrire 

^8>p  "I"  3«|,p  -|-  3  =  Zj,p  . 
Une  analyse  semblable  des  arrangements  avec  répétition 
de  deux  lettres  p  à  p  nous  conduirait  à  Téquation 

L'élimination  de  J8,,p  entre  ces  deux  équations  nous  donne 

«8,p=  Zj,p—  3Zj,p4-  3, 
et  nous  sommes  ramenés  à  la  détermination    des    nombres 
/iftp  et  ^%tp . 

5.  Il  est  clair  que  Zj,!  est  égal  à  3.  A  la  suite  de  chaque 
lettre  constituant  un  arrangement  de  trois  lettres  i  à  i, 
nous  pouvons,  puisque  les  répétitions  sont  permises,  écrire 
chacune  des  trois  lettres  données  :  donc  Z3,j=  3*.  De  même, 

Z„3  =  3»,  Z„4  =  3*, En    général,    Z„p=  3p  .  PareiUe- 

ment,  Z^,p  =  2P  . 

6.  Portons  ces  valeurs  de  Za,p  et  de  Zj,p  dans  l'expression 
précédente  de  Z^yp  ,  nous  trouvons 

z,,p=  3P—  3  .2P-\-  3; 

et  il  s'ensuit  immédiatement 

Xp::=  3p-<  —  2P  -\-  I. 

Telle  est  la  solution  de  notre  problème. 

N,-B,  —  L'auteur  du  présent  article  a  résolu  en  détail  tous  les  problèmes 
généraux  dont  le  précédent  n'est  qu*un  cas  particulier  dans    un    mémoire 
assez  court  inséré  au  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  vol 
de  1877. 
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PROPRIÉTÉS  NOUVEIiLBB 

DBS 

POLYÈDRES   RÉGULIERS   CONVEXES 

par  Creoripes  Dostor.  [Suite,  yoït  page  134.) 


8.  Relations  entre  les  rayons  R,  r  et  p  des  trois  sphères.  Fai- 
sons le  produit  des  deux  égalités  (II)  et  (I),  nous  obtien- 
drons la  relation  remarquable 

(IV)  Rr  sin  —  =  p'^  sin  — ^ 

n  m 

9.  L'application  de  cette  formule  aux  cinq  polyèdres  ré- 
guliers convexes  donne 

Tétraèdre     :  Rr  sin  i2o°  =  p''*sin  120^,  Rr  =   p^ 

Hexaèdre      :  Rr  sin     90**=  p^  sin  120®,  2Rr  =  p*  \/37 
Octaèdre       :  Rr  sin  120"=  p^  sin     90®,  Rrv^3'==2p*. 


Dodécaèdre  :  Rr  sin    72"=  p^  sin  120®,  Rr  \  10  -}-  2\'  b 
Jcosaèdre      :  Rr  sin  120°=  p-  sin     72*^,  2Rrv'3 

Nous  voyons  par  ces  valeurs  que  : 

4^  Dans  le  tétraèdre  régulier,  le  rayon  de  la  sphère  tangente 
aiujc  six  arêtes  est  moyen  proportionnel  entre  le  rayon  de  la 
sphère  inscrite  et  celui  de  la  sphère  circonscrite; 

^  Dans  C hexaèdre  et  octaèdre  réguliers,  qui  sont  inscrits  dans 
la  même  sphère,  les  rayons  des  deux  sphères  tangentes  aux  are' 
tes  sont  entre  eux  dans  le  rapport  de  2  à  ^3;  et  le  produit 
de  ces  deux  rayons  est  égal  au  produit  des  rayons  des  sphères 
l'une  in^scrite  et  Vautre  circonscrite  aux  mêmes  polyèdres, 

3^  Dans  le  dodécaèdre  et  Vicosaèdre  réguliers,  qui  sont  ins- 
crits dam  la  même  sphère,  les  rayons  des  deux  sphères  tangentes 

aux  arêtes  sont,  entre  eux  dans  le  rapport  dey  10  -\-  2\  5  à 
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2\jT\^t  le  produit  de  ces  deux  rayons  est  égal  au  produit  des 
rayons  des  deux  sphères  Vune  inscrite  et  Vautre  circonscrite  aux 
mêmes  polyèdres. 

40.  Relations  particulières  entre  les  rayons  R,  r  6/  p  des  trois 
sphères.  Les  valeurs  trouvées  pour  ces  rayons  aux  numéros  3, 
5   et  7  permettent  de  vérifier  les  és^alités  suivantes  : 

Hexaèdre    :  R^  =  p*^  -|-  r\ 
Octaèdre      :   —  =z  -^  -] 

Dodécaèdre  :  R-  =  i2p-  —  i5r-. 
Icosaèdre     :  R*  =  4p-  —  3/-. 

H.  Inclinaison  de  deux  faces  adjacentes  du  polyèdre.  Nous 
désignerons  cette  inclinaison  par  2a  :  elle  est  double  de 
l'angle  OIG.  Le  triangle  rectangle  OCI  nous  donne 

OC  =  01  sin  QIC, 

ou  (1)  7*  =  p  sin  a; 

mais  par  la  relation  (I)  nous  avons 


(V) 


(!0S 

4* 

/// 

/' 

P 

sin  - 

ik 

n 

ir  connue 

«k 

cos 

sin  a 

m 

sin 

4^ 

n 

12.   Les  inclinaisons  mutuelles  des  faces,  dans  les  cinq 
polyèdres  réguliers  convexes  sont  ainsi  : 

Tétraèdre  :  siîi  a  =  -^,  coséc  a  =  v3,  2a=7o"3r43",6. 

Hexaèdre  :  sin  a  =  — =,  coséc  a  =  y  2»  2a  =  90". 

V  2 


Octaèdre 


:  sin  a  =  |/±.,  séc  a  =  y/3,  2a=  I09^28'r6",4. 
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Dodécaèdre  :  sin  «  =     .  j,  cot  a  c=  JL  (^5_  j), 

V  lo  —  2  v^5  * 

2a  =  ii6o  33'  54",2, 

Icosaèdre     :  sin  a^= ^p— ,  tang  a  =  i-  (^5  -f.  i), 

2a  =  i38Mi'  22",75. 

13.  Expression  des  rayons  R  et  p,  des  trois  sphères  en  valeurs 
de  Carëte  a  et  de  Finclination  mutuelle  20,  des  faces  adjacentes. 

Le  triangle  rectangle  OGI  nous  fournit  la  valeur 

r  =  OC  =  CI  tang  OIG  =  CI  tang  a, 

et,  comme  on  a  par  le  triangle  rectangle  ACI, 

CI  =  AI  cot  ACI  =  -^  cot  -, 

2         n 

il  nous  vient 

(VI)  2r  =  a  cot  —  tang  a. 

n 

Multiplions   cette  égalité   membre  à  membre  par  (III)» 
nous  aurons 

(VII)  2R  =  a  tang  —  tang  a. 

Enfin,  dans  ces  deux  expressions  remplaçons  r  et  R  par 
leurs  valeurs  que  fournissent  (I)  et  (II),  nous  obtiendrons 

cot  —  cos  — 

(VIII)  2p  =  tt  — — .  ==  a  — — .  tang  a. 

cos  a  cos  — 

m 

14.  Ces  expressions  nous  permettent  de  calculer  les  valeurs 
des  rayons  des  trois  sphères;  elles  sont  : 

Tétraèdre    :  r  =  —  a  ^6,   p  =  —  a  V2,  R  =  —  a  Vô- 

12  4  4 

Hexaèdre   :  r  =z  1-  a,         p  =  —  a  V^,  R  =--a  y/3. 

2  "^2  2 

.     Octaèdre     :  r  =  -g-^  V^?  P=  —  «>  R  =  — a  V^- 


no  — 


or  t  r\  v> 


Dodécaèdre 


R  =-î.a  v/3(v^5  +.  i). 
4 

Icosaèdre  :    r  =  — a\/3  (v^  +   0*»  P  =  T^(v5  +  i)i 

24  4 


R  =ia  Vio  +  2V5. 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  Ii»«di,  professeur  de  mathématiques  à  la  Realschule  de  Trieste 

(Autriche). 


M.  Catalan,  dans  son  Recueil  de  théorèmes  et  problèmes 
de  géométrie  élémentaire,  donne  la  solution  du  problème 
suiyant  :  Inscrire  dans  un  triangle  acutangle  ABC  le  triangle 
MNP  de  périmètre  minimum. 

La  solution  donnée  est  assez  élégante,  mais  on  peut  en 
déduire  directement  une  autre  du  théorème  suivant  :  Le 
triangle  MNP  de  périmètre  minimum  insait  dans  un  triangle 
est  celui  qui  a  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs  du  triangle 
ABC. 

En  effet,  si  je  prends  les  symétriques  M'  et  M"  du  point 
M,  arbitrairement  choisi  sur  le  côté  BC,  par  rapport  aux 
deux  autres  côtés,  et  si  je  mène  les  lignes  M'N,  PM",  le 
périmètre  du  triangle  sera  toujours  égal  à  M'NPM",  et  si 
cette  ligne  est  minima,  le  périmètre  sera  minimum.  Donc 
déjà  les  quatre  points  M, N,P, M"  sont  en  ligne  droite. 

Joignons  le  point  A  aux  points  M'  et  M''.  D'après  la  ma-« 
nière  dont  ces  derniers  points  ont  été  construits,  on  a 
AM'  =  AM  "  =  AM,  et  enfin  M'AM"  =  2A.  Donc  le  triangle 
isoscèle  M'AM"  est  constamment  semblable  à  lui-même,  et 
on  en  déduit  que  pour  que  M'M  ",  et  par  suite  le  périmètre  ' 
soit  un  minimum,  il  faut  que  AM',  et  par  conséquent  AM| 
soit  un  minimum;  ce  qui   montre   que   le   point  M   est  le 
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pied  de  la  hauteur  abaissée  du  point  A  sur  le  côté  opposé. 
En  répétant  le  même  raisonnement  pour  les  deux  autres 
côtés,  on  en  déduit  le  théorème  proposé. 

Note.  —  Cette  démonstration  fort  intéressante  donne  immédiatement  une 
valeur  simple  de  ce  périmètre  minimum.  Il  est  facile  d'en  déduire  que  A, 
représentant  la  hauteur  abaissée  du  point  A,  le  périmètre  est  2h  sin  A. 

A.  M. 


QUESTIONS  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  DE  L*ÉG0LE  POLYTECHNIQUE. 


Algèbre. 

1.  Faire  disparaître  les  radicaux  dans 

2.  Trouver  le  minimum  de  l'expression 

(,  —  U  —    1)2  -f-    (;jf  —  2tt  +  8)«    +   (U  —    I)>. 

3.  Minimum  de  mx*  4~  ^P^  -h  9- 

4.  Décomposer  l'expression 

(ax  +  b)*  +  [a'x  +  6')» 
en  facteurs  du  premiur  degré. 

5.  On  donne  quatre  points  A,  B,  A',  B'  sur  une  droite.  On  suppose  que 
ces  points  sont  deux  à  deux  fournis  par  les  deux  équation»  oo?'  -4*  bo;  +  C  •«  o; 
a'x^  +  6'a?  +  c'  =5  0.  Quelle  relation  doit  exister  entre  les  coefficients 
pour  que  les  racines  satisfassent  à  la  condition 


AA'        AB   ^A'B 

JC*  -4-  I 

6.  Minimum  de     ,        ■« 

7.  Minimum  de  {ax  +  6)'  +  [a'x  +  6')^ 

8.  Maximum  de  l'expression  —  32;'  4"  ^^  **  X* 

9.  Comment  varie  {3x  +  y)^  +  (oj  —  y  -*  i)  »,  quand  on  donne  ètxûtp 
toutes  les  valeurs  possibles? 

,0.  Discuter    "^  +  '};■ 

11.  On  porte  sur  une  droite  les  longueurs  OA,  OA'  représentant  les 
racines  de  l'équation  ao^  +  &^  +  c  =  o,  et  les  longueurs  OB,  OB'  repré- 
sentant les  racines  de  a'x^  ■\-  b'x  •{-  d  ^  o.  Quelle  relation  doit  exister 
entre  les  coefficients  de  ces  équations  pour  que  l'on  ait 

AP  «  IB  .  IB'» 
I  étant  le  milieu  de  AA'? 


X 
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13.  Transformer  Texpression 

(aœ»  +  baî  +  c)»  4-  (a'x'  +    'x  +  c? 
en  an  produit  de  deux  facteurs  du  second  degré. 

13.  Résoudre         y/^-*-  \lc?  =  7  y^a;  -  6+  y/ 

14.  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'expression 

soit  un  carré  parfait. 

15.  Si  deux  quantités  réelles  a  et  &  sont  assujetties  à  la  relation 

Tune  est  supérieure  et  l'autre  inférieure  à  l'unité. 

16.  Résoudre 

ay  -^  hz  =^  c\  ax  -^  Cm  =  h;  hx  —  cy  ==  a,' 

17.  Étudier  la  variation  de  l'expression 

(ax  +  fc)'  4-  [a'x  +  h')K 
[%x  +  p;» 

18.  Trouver  le  minimum  de  l'expression 

(a?  —  y  +  i)'  4-  (2a?  -{■  vY  +  (X  +  y  -\-  2]'. 

19.  Résoudre         ^Ip  +  ^ÏÇ^  =  ^:f . 

À      c 

20.  Soit  deux  fractions  algébriques  g  et  -  .  Soit  n  le  degré  de  chacun  des 

Ij  iJ 

quotients- de  À  par  B,  et  de  G  par  D.  Posons 

A,C_M     A_       C_,M_, 

B  "+■  D  ~  S'    B  ""  ^*  D  "  '»  N  -  ^' 
Démontrer  que  l'on  a  Q  ==  9  4-  9'- 

31.  On  donne  le  périmètre  d'un  triangle  reclangic.  Déterminer  les  côtés, 
de  sorte  que  la  surface  soit  maxima. 

23.  Montrer  qu'on  peut  donner  à  x  des  valeurs  assez  grandes  pour  qui 
la  différence  entre  les  fractions 

axr  4-  to"-'  4-  cg?— ^  4-  "  »     .  a 

a'xr  H-  6'fic— '  4-  c'a;—*  +  . . .       o! 
devienne  plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 

23.  L'expression 

(2x  4-  3y  —  I)»  4-  (a?  -  y  4-  lY  4-  (a?  +  y? 
peut-elle  s'annuler?  Calculer  son  minimum  sans  employer  la  dérivée. 

24.  CtierCher  à  inscrire  un  carré  dans  un  triangle.  Il  y  en  a   trois.  Quel 
est  le  plus  grand  des  trois? 

25.  Résoudre  le  système  des  équations 

xyz    __     ^    xy%    _         xyz    ^ 


a;  4-  y       '  y  4-«        '  z-\-x 

26.  On  donne  un  cercle  et  deux  tangentes  parallèles  MK,  NH;  on  mène 
uiie  troisième  tangente  quelconque  KH,  et  on  pose  MK  =  a.  On  demande  le 
volume  engendré  par  le  quadrilatère  MKUN  tournant  autour  de  MN.  Quelle 
est  la  valeur  de  a  pour  laquelle  le  volume  sera  minimum? 
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Oéométiie. 

1.  Par  an  point  donné,  mener  un  cercle  tangent  à  deux  cercles  donnés. 

2.  Etant  donné  un  triangle  dont  les  côtés  sont  a,  b,  c,  peut-on  toujours 
en  trouver  un  ayant^pour  côtés  a>,  b*,  c',  ou  bien  un  triangle  ayant  pour 

côtés  y  o,  ^b,  y]c  ? 

3.  On  a  un  triangle  BGD  inscrit  dans  un  cercle.  On  mène  une  tangente 
au  cercle  par  l'un  des  sommets  B  ;  d'un  point  A,  on  abaisse  les  perpendi- 
culaires AL,  AH,  AK  sur  les  côtés  CD,  CE»  BD,  et  AP  sur  la  .tangente. 
Démontrer  la  relation  AH  x  AK  =  AL  x  AP. 

4.  On  donne  un  cercle  et  un  point  extérieur.  Mener  par  ce  point  une 
sécante  telle  que  la  partie  interceptée  soit  dans  un  rapport  donné  avec  le 
rayon. 

5.  Par  un  point  intériear  à  un  cercle  on  mène  nue  sécante  AG  sur  la- 
quelle on  prend  une  longueur  AC  telle  que 

AC  X  AC  =  K» 
Trouver  le  lieu  du  point  C. 

6.  Soit  une  circonférence  0,  une  corde  AB  et  une  tangente  parallèle  PQ. 
Des  points  A  et  B,  on  abaisse  des  perpendiculaires  AP,  BQ  sur  la  tangente. 
Comparer  le  rectangle  ABPQ  au  segment  AMB. 

7.  Étant  donnés  deux  points  sur  une  sphère,  on  demande  le  lieu  des 
milieux  des  arcs  de  petits  cercles  qui  passent  par  ces  deux  points. 

8.  Le  triangle  ABC  est  tel  que  les  côtés  BC  et  AG  doivent  passer  par 
deux  points  fixes;  le  sommet  G  doit  s'appuyer  sur  une  droite  fixe  coy; 
quelle  condition  le  triangle  doit-il  remplir  pour  que  son  troisième  côté 
passe  aussi  par  un  point  fixe? 

9.  Démontrer  que  dans  un  tétraèdre,  si  l'on  joint  un  sommet  quelconque 
au  point  de  rencontre  des  médianes  de  la  face  opposée,  les  quatre  lignes 
ainsi  construites  se  coupent  en  un  même  poiut. 

10.  On  donne  une  droite  et  un  cercle;  par  un  point  G,  on  mène  une  tan- 
gente GT  au  cercle,  et  du  point  G,  on  abaisse  une  perpendiculaire  GD  sur 
la  droite  donnée  AB.  On  demande  le  lieu  des  points  G  tels  que 

GT^ 

CD  "^  ^' 
Si  ce  lieu  est  une  circonférence,  déterminer  l'axe  radical  des  deux  cercles. 

il.  Étant  données  quatre  tangentes  &  une  parabole,  trouver  le  foyer. 

12.  On  donne  deux  circonférences  0  et  0';  on  mène  une  tangente  à  la 
circonférence  0',  qui  rencontre  la  circonférence  0  aux  points  A  et  B.  En  A 
et  B,  on  mène  les  tangentes  AM,  BM.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  M. 


Trigonométrie. 

1.  On  a  l'équation 

sin  (a;  +  a]  sa  —  cos  x. 
Peut-on  en  tirer  une  relation  entre  x  ei  a? 

2.  On  donne  une  droite  et  deux  points  A  et  B  du  même  côté  de  cette 
droite.  On  demande  de  trouver  sur  la  droite  un  poiçtltf  tel  que  TangleAMB 
soit  maximum. 
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3.  On  donne  trois  points  A,  B^  G  en  ligne  droite.  On  connaît  leurs  dis- 
Unces  AB  »  a,  BG  =  &.  D'un  point  M,  eitérieur,  on  doit  voir  ÂB  sous 
un  angle  «  ;  sur  MB,  il  y  a  un  point  N  d'où  l'on  Toit  BG  sous  un  angle  P; 

et  de  plus  on  a  MN  =  m. 
Trouver  les  points  M  et  N. 

4.  Calculer  la  valeur  de  la  fonction 

A  H  C  ABC 

8in*  —  +  sin* h  sin' h  2  sin sin  —  sin i 

22  2  222 

A,  B,  G  étant  les  angles  d'un  triangle. 

5.  Trouver  l'expression  de  tg  5a  en    fonction  de  tg  a.  En   déduire  l'ex- 

pression  de  tg  7-  . 

6.  Résoudre  tg  ^r  = 


I  —  cos  a 

7.  Sachant  que  A  +  B  +  G  »  i8o%  vérifier  la  relation 
cos  A  cos  B  cos  G 


H 1-  . : : — —  =  2. 

sin  B  siu  G  sin  G    sin  A  sin  A   sia  B 

8.  Dans  un  triangle  ABC,  on  mène  les  perpendiculaires  BE,  CD.  Calculer 
la  ligne  DE. 

Divers. 

1.  p  étant  un  nombre  premier,  trouver  un  nombre  entier  x  (el  que 
p  +  a^  soit  un  carré  entier. 

2.  Un  nombre  étant  décomposé  en  ses  facteurs  premiers,  on  demande  de 
décomposer  ce  nombre  en  une  différence  de  deux  carrés. 

3.  Un  nombre  étant  décomposé  en  facteurs  premiers,  trouver  le  nombre 
de  ses  diviseurs;  trouver  la  somme  des  carrés  des  diviseurs.  Trouver  l'excès 
du  nombre  des  diviseurs  de  la  forme  4^+1  sur  celui  des  diviseurs  de  la 
forme  4n  —  i. 

4.  Mener  une  droite  qui  divise  la  surface  d'un  triangle  en  moyenne  et 
extrême  raison,  et  qui  soit  parallèle  à  une  droite  donnée. 

5.  On  donne  une  droite  et  deux  points  situés  de  part  et  d'autre  de  cette 
droite.  Faire  passer  par  les  deux  points  un  cercle  tel  que  le  segment  inter- 
cepté soit  minimum. 

6.  Inscrire  dans  un  cercle  un  quadrilatèire  convexe  d'aire  maximum. 


QUESTIONS 

POSÉES  DANS  l'examen  ORAL  DU  CONCOURS  pE   SAINT-CYR. 

(Suite.  —Voir  page  138.) 


Vraies  valeurs. 

sin  2g— sin  26] 
*"       tga  — tgt 

défient  *  po«r  a  ■■  >;on  deminde  la  Tftia  nleorf 
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%  — >  Trouver  la  valeur  de  l'expression 

COS  20 

COS  a  ~~  COS  45* 
pour  a  a  45*. 

3.  ^  Trouver  la  valeur  de  Tangle  x  lorsque  Ton  fait  a  =^  h  dans  la 
formule 

^  cos  a  ^  COS  6 

Triangles. 

1.  —On  connaît  les  angles  A,  6,  G  du  triangle  ABC;  on  joint  le  sommet 
A  au  point  D  situé  au  tiers  de  BC  à  partir  de  G.  On  demande  de  ealenler 
rangle  G  AD. 

3.  —  Soient  r,  r',  r*,  r"*  les  rayons  des  cercles  inscrits  et  exinscrits  à 
un  triangle  rectangle  ABG.  Vérifier  qu'on  a 

rr^  =  ff  =  surface  du  triangle. 

3.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  la  surface. 

4.  —  On  donne  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle;  si  on  propose  de 
résoudre  le  triangle  qui  a  pour  côtés  ma,  mb,  me,  les  angles  seront  ceux 
du  triangle  [a,  b,  c);  —  le  faire  voir  par  la  trigonométrie. 

5.  —  Étant  donnés  un  côté  et  les  angles  d'un  triangle.  Calculer  le  rayon 
du  cercle  inscrit  0  et  celui  du  cercle  circonscrit  0' 

Relation  qui  existe  entre  ces  deux  rayons. 

6.  —  Étant  donné  un  triangle  rectangle  et  sachant  qu'on  a 

a»  =  6^  +  c» 
trouver  la  relation  des  cubes  des  côtés  par  rapport  à  celui  de  l'hypoténuse. 

7.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  une  hauteur. 
Résoudre  un  triangle  connaissant  le  côté  o,  la  somme  b  +  c  des  autres 

côtés  et  l'angle  B. 

8.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté  a,  l'angle  opposé  A; 

b        3 
sachant  que  -  =3  - 

9.  —  Étant  donné  un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  l'hypoténuse  et 
les  angles,  on  joint  le  sommet  de  l'angle  droit  au  milieu  de  l'hypoténuse 
et  on  demande  les  rayons  des  cercles  inscrits  dans  le  triangle  primitif  et 
les  triangles  formés  à  l'aide  de  la  médiane. 

t 

Calculs  par  logarithmes. 

i.  —  On  a  sin  a?  =  -f  calculer  cos  rc  li  i  mUUème  près. 

3.  —  On  a  tang  a  =  0^57.  Calculer  sin  o. 

Sur  quelle  approximation  pourra-t-on  compter  si  le  dénominateur  oe  u 

fraction  2di-Z  est  connu  à  x  millième  près. 
1,099 

3.  —  On  a  :       tg  oî  =  sin  8*  +  sln  lo»  +  sin  12»; 
rendre  cette  expression  calculable  par  iogarithmei. 

4.  —  On  a  :  sin  »  =  sin  20*  +  sin  40* 
On  demande  ai  cette  équation  est  possible? 
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5.  —  On  a  trouvé  : 

tang  a;  =  C08  A  +  <^<)s  B  +  eos  G. 
Transformer  cette  somme  en  un  produit  sachant  que  A  4-  B  -|-  G  =s  x8o*. 

6.  —  On  a  trouYÔ  :         eos  a?  =  3  —  ^Tâ. 
Calculer  œ   par  logarithmes. 

7.  —  Calculer  :  sin  a;  =  sin  a  -f  cos  d. 

8.  ~  On  a  trouvé  :        tang  x  =  2  ±  ^  !>. 

Calculer  par  logarithmes  les  angles  correspondants,  sans  sortir  des  deux 
premiers  quadrans. 

9.  »  Rendre  la  formule  : 

o*  =  6*  +  c'  —  25c  cos  A 
calculable  par  logarithmes. 

10.  —  Rendre  calculable  par  logarithmes  : 

a  =  h  (cotg  B  +  cotg  C). 

11.  —  Rendre  calculables  par  logarithmes  : 

!•  I  +  tg  Ç  ;   2*  sin  9  +  [cos  f . 

12.  —  On  suppose  qu'on  ait  trouvé  : 

tang  0?  =  I  +  y  2, 
comment  faire  pour  calculer  x  à  l'aide  des  tables? 

Problèmes  divers. 

1.  —  Calculer  sin  i*  sans  tables  de  logarithmes  avec  une  approximation 
donnée. 

3«  —  Trouver  la  différence  entre  le  sinus  de  3o*  et  l'arc  de  3o*  sachant 
que  sin  30*  =  }. 

3.  —  On  décrit  un  demi-cercle  sur  un  diamètre  donné.  Par  0,  milieu  de 
AC,  on  mène  une  droite  faisant  avec  AB  un  angle  donné  a-  Trouver  le 
rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  curviligne  COB  et  celui  du  cercle 
tangent  à  l'arc  CB  extérieurement. 

4.—  Étant  donnés  un  cercle  et  une  corde  DC  égaleet  parallèle  au  rayon,  on 
prend  sur  le  rayon  OA  un  point  P  au  tiers  de  ce  rayon  et  l'on  joint  ce 
point  aux  points  G  et  D.  On  demande  de  calculer  l'angle  formé  au  point  P. 

5.  —  On  décrit  un  demi-cercle  sur  un  diamètre  AB.  D'un  point  P  pris 
sur  AB  à  une  distance  d  du  point  0  on  élève  une  perpendiculaire  à  AB. 
Par  A  on  trace  une  droite  ANM. 

Calculer  l'angle  MAB  de  façon  à  ce  que  la  distance  NM  soit  égale  au  rayon 
du  cercle.  Même  question  pour  le  cas  ou  MN  =  1^1  étant  une  longueur 
différente  de  celle  du  rayon. 

6.  —  Calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  dont  on  con- 
naît la  base  et  les  deux  angles  adjacents. 

7:  •—  Étant  donné  un  secteur  circulaire  OAB  dont  le  côté  OB  est  horizontal. 
Trouver  sur  l'arc  AB  iun  point  M,  tel  qu'en  menant  par  ce  point  une  pa- 
rallèle à  OB  et  en  abaissant  des  points  d'intersection  E  et  M  de  cette  pa- 
rallèle des  perpendiculaires  sur  OA,  la  figure  EME'M'  soit  un  carré. 

8.  —  Étant  donné  un  rectangle  ABCD,  trouver  sur  U  base  AB  un  point 
P  tel  que  de  P  on  voie  les  côtés  AD  el  DC  sous  le  même  angle.  Discussion. 

9.  — *  On  a  deux  droites  parallèles  et  une  perpendiculaire  commune  à 
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ees  deux  droites.  Sur  la  perpendiculaire  ÀB  on  a  un  point  P  tel  que 
PÀ  =  oPB  =  b.  Trouver  la  position  d'une  droite  MN  telle  que  Tangle 
MPN  soit  égal  à  45*. 

10.  —  On  donne  un  secteur  AOB,  on  demande  de  trouver  sur  l'arc  ÀB 
un  point  D  tel  que  si  l'on  mène  par  D  des  parallèles  aux  rayons  OA,  OB, 
on  forme  un  parallélogramme  de  périmètre  donné.  Discussion. 

11.  —  Soit  un  cercle  G,  un  diamètre  prolongé  AB,  sur  ce  diamètre  le 
point  P  hors  du  cercle,  on  mène  la  droite  PEF  faisant  un  angle  et  avec  le 
diamètre.  Calculer  la  longueur  PE. 

12.  —  On  donne  un  demi-cercle  décrit  sur  un  diamètre  AB,  on  mène 
le  rayon  OC  perpendiculaire  à  AB,  par  A,  on  trace  une  droite  AM.  Calculer 
Tangle  BIAB  de  façon  à  ce  que  NO  =  AM. 

13.  —  On  décrit  un  demi-cercle  sur  un  diamètre  donné  AB.  On  mène  le 

rayon  OC  perpendiculaire]à  AB,  et  par  A,  on  trace  une  droite  ADE  qui 

coupe  le  cercle  en  E  et  le  rayon  OC  en  D.  Trouver  Tangle  EAB  de  façon 

DE 
que  le  rapport  -^rr^  =>  K,  K  étant  un  nombre  donné.  Cas  particulier,  faire 

14.  —  Étant  données  deux  circonférences  sécantes,  on  demande  de  mener 
par  un  des  points  d'intersection,  une  sécante  telle  que  le  produit  de  ses 
deux  parties  soit  égal  à  une  surface  donnée  ;  prendre  des  angles  pour  in- 
connues. 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 

CONCOURS  DE   1877 
Composition  Mathématique  (3  heures). 


l***  QocstioB*  —  Calcul  Logarithmique. 

Dans  le  triangle  ABC,  on  donne 

A  =±128^/35" 
AB  =  8344°>,27 
AC=.5862»,35 
On  demande  de  calculer  les  angles  B  et  C  et  la  hauteur 
abaissée  du  sommet  A  sur  le  côté  BG. 

fl(ol««loii  :  B  =  20»  49'  5";  C  =  3o«  23'  20";  H  =  2965,57. 
Résoudre  l'équation 


X  -f-  yo*— lc*  =  6 

dans   laquelle   les  quantités  données  a  et  6  sont  supposées 

réelles  et  positives.  —  Donner  la  condition  de  réalité  des 
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racines,  et,  en  la  supposant  remplie,  examiner  si  les  racines 
satisfont  toutes  à  Téquation. 

On  donne  un  demi-cercle  construit  sur  AB  comme  dia- 
mètre, et  on  mène  la  tangente  BT  au  point  B.  Cela  posé, 
on  demande  de  mener  par  le  point  À  la  sécante  AMN  (M  et 
N  étant  les  points  oh  elle  coupe  la  demi-circonférence  et  la 
tangente  BT)  telle  que  si  on  fait  tourner  la  figure  autour  de 
AB,  le  volume  engendré  par  la  portion  de  cercle  AMB  soit 
équivalent  au  volume  engendré  par  la  surface  MNB  qui  est 
limitée  par  les  droites  MN,  NB  et  Tare  de  cercle  MB. 

liolatioB  de  la  seconde  question. 

En  faisant  passer  x  dans  le  second  nombre,  on  a,  en  éle- 
vant au  carré,  l'équation  :  2X*  —  2bX'\-b*  —  a*  =  o. 
Elle  donne  pour  racines 

6±:V^2a*  — 6» 

X  = 

2 

La  condition  pour  que  x  soit  réel  est  que  Ton  ait 
2a«  >  6*.  

Remarquons  ensuite  que  \/  «*  —  x^  =  b  —  x  doit  être 
positif,  puisque  le  radical  est  pris  avec  le  signe  -|-  seule- 
ment. Donc  une  racine  trouvée  quelconque  sera  admissible 
si  elle  remplit  cette  condition,  puisque  nous  sommes  cer- 
tains déjà  que  les  valeurs  absolues  de  v  a*  —  a?*,  et  de 
6  —  X  sont  égales,  leurs  carrés  étant  égaux. 

Or  on  trouve  : 
b-  X'  =   6  -  y  2a«  -  fr'  .  j  _  ^.  ^   fc  +  V  2o«-fe« 

2  2 

donc  a/'  est  toujours  admissible  et  x'  Test  quand  6  <  a. 

Solution  de  la  troisième  question. 

En  prenant  pour  inconnue  la  projection  de  AM  sur  le  dia- 
mètre AB,  on  obtient  facilement  Téquation 

x^  +  2Rr*  — /\R*x  =  o 

qui  a  une  racine  nulle. 
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En  prenant  pour  inconnue  Tangle  BAM,  on  trouve  Téqua- 
tion  trigonoinétrique 

tg«  ç  =  2  sin'  ç  cos"  <p  -f-  sin*  ç 

qui  donne  d'abord  sin*ç  =  o,  puis  une  équation  bi-carrée  en 

ces  ç.  On  en  tire  facilement  la  valeur  de  cos'  9, 

L'équation  en  a?  débarrassée  de  la  solution  singulière  a?  =0 

se  met  sous  la  forme  a;'=  2R  (2R  —  x),  ce  qui  montre  que 

X  est  la  plus  grande  partie  du  diamètre  divisé  en  moyenne 

et  extrême  raison. 

A.  M. 


.    Épure.  [Deux  heures  et  demie.) 

On  donne  un  point  S  dans  l'espace,  situé  à  45  millimètres 
au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  60  millimètres  en  avant 
du  plan  vertical  de  projection.  Ce  point  est  le  sommet  de 
deux  cônes  droits  à  base  circulaire.  Le  premier  de  ces  deux 
cônes  repose  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  de  projec- 
tion, son  axe  est  en  conséquence  vertical  ;  le  second  cône 
a  son  axe  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection 
contre  lequel  il  s'appuie  par  sa  base.  Le  rayon  de  base  de 
chacun  de  ces  deux  cônes  est  de  36  millimètres.— *0n  donne 
aussi  un  point  0,  situé  sur  Taxe  du  second  cône  entre  la 
base  et  le  sommets  et  à  17  millimètres  de  ce  sommet. 

Gela  posé  on  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  de  l'ensemble  des  deux 
corps; 

2®  De  mener,  par  le  point  0,  un  plan  vertical  faisant  un 
angle  de  43®  avec  le  plan  vertical  de  projection  et  de  cons- 
truire les  projections  des  sections  faites  dans  les  deux  cônes 
par  ce  plan; 

3®  De  mener,  par  l'un  des  points  où  la  trace  horizontale 
du  plan  sécant  rencontre  la  base  du  premier  cône,  un  plan 
tangent  à  ce  premier  cône  ; 

4®  Enfin  de  mener  un  plan  tangent  au  second  cône  per- 
pendiculairement à  ce  premier  plan  tangent. 


«^ 
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ik»liitlom  par  M.  Â.  Bourgueret,  professeur  à  TÉcole  J.-B.  Say. 

4^  Les  projections  du  eône  à  axe  vertical  sont  asb,  asb'  ; 
celles  du  cône  à  axe  horizontal  sont  àsh\  csd.  Ces  projec- 
tions se  recouvrent  mutuellement,  en  partie,  ce  qui  est 
indiqué  par  le  pointillé. 

2^  Le  plan  sécant  vertical  passant  par  le  point  o  et  faisant 
45**  avec  le  plan  vertical  de  projection  est  PaQ  ;  il  coupe 
le  cône  vertical  suivant  une  branche  d'hyperbole  emnf, 
emnf  et  le  cône  horizontal  suivant  une  ellipse  //|,  i'/j. 

Si  Ton  avait  tracé  la  2«  nappe  du  cône  vertical,  on  aurait 
obtenu  les  deux  branches  de  Thyperbole.  Le  point  mm,  situé 
au  milieu  de  ef,  e'/',  est  le  point  Iç  plus  haut  de  la  courbe, 
celui  oîi  la  tangente  serait  horizontale  ;  le  point  nn,  situé 
sur  le  contour  apparent  vertical,  est  la  séparation  de  la  partie 
vue  nf  et  de  la  partie  cachée  nme. 

Pour  trouver  un  point  quelconque  soit  de  Tellipse,  soit 
de  l'hyperbole,  on  emploie  un  plan  sécant  auxiliaire  vertical 
passant  par  le  point  s,  s\  qui  donne,  dans  les  cônes,  deux 
génératrices,  et,  dans  Is  plan  PaQ,  une  droite  verticale. 

5®  Le  plan  tangent  au  cône  vertical  VRT,  a  été  mené  sui- 
vant la  génératrice  se,  se  dont  la  trace  verticale  est  en  tv  . 

4**  Pour  mener  un  plan  tangent  au  cône  horizontal,  qui 
soit,  en  même  temps,  perpendiculaire  au  plan  VRT,  il  suffit 
d'abaisser  du  sommet  ss  une  perpendiculaire  Kesth ,  K'jS'K" 
sur  ce  dernier  et  de  faire  passer  par  cette  perpendiculaire 
le  2"®  plan  tangent  demandé  ViR^Tj. 


ACADÉMIE  DE  RENNES 
Ckincoors  aoadémlqae  de  mathématiques  élémentaires  (1877). 

Deux  circonférences  0  et  0'  se  coupent  à  angles  droits  en  A  et  B.  Mener 

AC 
une  sécante  O'CD  telle  que  le  rapport  -^tt  soit  donné  =  K. 

AD 

3*  Déterminer  les  différentes  valeurs  que  peut  prendre  ce  rappdrt. 
3»  Calculer  £g. 
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4»  Calculer  les  angles  que  fait  la  sécante  O'CD  avec  (Xy,  OA  et  O'A. 
5*  Parmi  toutes  les  circonférences  orthogonales  à  0',  y  en  a-t-il  d'autres 
que  0  qui  donnent  lieu  à  la  même  droite  O'CD  pour  le  même  rapport  K? 

Gonoours  aoadémiciae  de  mathématiques  spéciales  (1877). 

Étant  données  deux  paraboles  de  même  sommet  et  dont  les  axes  sont 
perpendicalaires  :  1*  trouver  le  lieu  des  points  tels  qu'une  tangente  menée 
à  une  parabole  et  One  tangente  menée  à  Taulre  soient  perpendiculaires. 

2*  Trouver  les  points  pour  lesquels  les  quatre  tangentes  sont  perpendi- 
culaires deux  à  deux. 

3"  Former  Téquation  de  la  tangente  réelle  commune  aux  deux  paraboles. 

4*  Trouver  le  lieu  de  la  projection  du  sommet  commun  sur  cette  tangente 
commune,  quand  le  point  dont  les  projections  sur  les  axes  sont  les  foyers 
décrit  une  circonférence  ayant  son  centre  au  sommet  œmmun. 

Nota.  —  Les  mots  soulignés  n'étaient  pas  dans  le  texte;  mais  il  fallait 
l'entendre  ainsi. 


CONCOURS  ACADÉMIQUE  DE  CAEN 

Classe  de  mathématiqpxes  élémentaires,  1877. 

i"  question.  —  On  considère  plusieurs  facteurs  positifs  dont  la  somme 
est  constante,  et  on  demande  dans  quel  cas  il  est  nécessaire  de  prendre 
ces  facteurs  égaux  entre  eux,  pour  rendre  leur  produit  maximum  ;  expliquer 
pourquoi  cette  condition  n'est  pas  toujours  nécessaire,  mais  est  toujours 
suffisante.  Étudier  comme  exemples  les  produits  suivants  : 

[x  -f  3)  (21/  —  i)  (2a;  —  1/  +  4)  (14  —  3ic  —  y) 

X  [2x  —  i)  (8  —  3x) 
[x  —  i)  (y  —  2)  (ïx  —  3y  -h  7)  (i*  —  3ic  -f  2y) 
On  montrera  que  les  deux  derniers  produits  sont  susceptibles  d'un  maxi- 
mum, quoiqu'on  ne  puisse  rendre  leurs  facteurs  égaux. 

2"«  question.  ~  Sur  deux  droites  rectangulaires  données,  qui  se  coupent 
en  on  point  0,  on  prend  respectivement  deux  longueurs  variables  OA  etOB, 
dont  la  somme  reste  constante  :  lieu  géométrique  dos  points  d'intersection 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  OAB,  et  de  la  droite  menée  par  le  point 
0,  parallèlement  à  la  droite  AB. 


ACADÉMIE  DE  GRENOBLE 

Concours  de  1876* 

On  donne  deux  sphères  tangentes  extérieurement,  de  rayon  R  et  r  ;  on 
leur  circonscrit  un  cône  S.  Trouver  l'expression  du  volume  compris  entre 
les  deux  sphères  et  le  c6ne. 

Concours  de  1876. 

On  donne  un  angle  XOY,  et  une  circonférence  tangente  à  ses  deux  côtés. 
Mener  une  troisième  tangente  au  cercle  telle  qu'elle  forme  avec  les  côtés 
de  l'angle  un  triangle  d*aire  donnée. 
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ACADÉMIE  DE  MONTPELLIER 

CtonoouTB  de  1876. 

On  donne  deux  droites  qui  ae  coupent  et  un  point  situé  ou  dant  U 
plan  de  ces  deux  droites  ou  en  deliors  de  ce  plan. 

Déterminer  sur  l'une  des  droites  un  point  également  distant  de  l'autre 
droite  et  du  point  donné.  —  Solution  géométrique.  —  Trigonométrique. 

Corollaire  1.  —  Étant  donnés  dans  l'espace  un  point,  un  plan  et  une 
droite,  lrou?er  sur  cette  droite  un  point  également  distant  du  point  et  du 
plan  donnés. 

Corollaire  2.  —  Construire  une  sphère  passant  par  deux  points  donnés 
et  tangente  à  deux  plans  aussi  donnés. 


ACADÉMIE  DE  POITIERS 

Conoours  de  1874. 

1.  Dans  un  tétraèdre,  les  arêtes  opposées  sont  égales  deux  à  deux;  dé- 
montrer :  1*  que'leâ  médianes  (droites  joignant  les  milieux  des  arêtes  op- 
posées] forment  un  trièdre  trirectangle  ;  2*  que  la  somme  des  carrés  des  six 
autres  égale  quatre  fois  la  somme  des  carrés  des  médianes;  3*  que  si  BCD 
est  une  des  faces,  MM'  la  médiane  qui  passe  par  le  milieu  de  CD  et  de  AB, 
on  a 

BC»  +  BD^  —  CD»  =  2  MMC». 

2.  Résoudre  un  triangle  rectangle  connaissant  la  hauteur  A,  et  le  rajron 
du  cercle  ex-inscrit  r',  qui  touche  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit. 


FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  POITIERS 

Trouver  les  angles  que  font  trois  forces  f^  f^  f  qui  se  font  équilibre,  ces 

forces  étant  proportionnelles  à  V29   yS^  V3  —  y  6. 

{n  juilUt  4874.) 
"    •  '   .    ■■  - 

QUESTIONS  PROPOSÉES  AU  CONCOURS 

pour  rÉoole  militaire  de  Belgicpie. 


1.  Àrithméiiqtte. 

Donner  la  théorie  de  la  racine  cubique. 

Ecrire  un  nombre  donné  dans  la  base  9,  dans  le  système  de  BUnératioii 
à  base  7,  sans  passer  par  la  base  10. 

2.  Trigonométrie. 

Résoudre  un  triangle  connaissant 
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a  =  5i-   8i3 
b  =  29,  62 
A=  88-  12'  41". 
Démontrer  que  dans  un  triangle  sphériquc  on  a 


«i=v/- 


sîn  (p  —  b\  sin  (p  —  c) 


sin  p  sin  (p  —  a) 
3.  Algèbre. 

Trouver  la  génératrice  de  la  fraction  continue  périodique  mixte. 

I 


X    =5 


.+■; 


.+  • 


3  +  i 


5+1 


3  +  i- 


5  -h  elc. 
Démontrer  que  le  nombre  de  solutions  entières  et  positions  de  ax  ■{- 

c 
by  ss  c  est  égal  au  quotient  par  excès  de  -r- 

4.  Géométrie.  •—  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  qui  coupe  une 
sphère  donnée  suivant  un  cercle  de  rayon  donné. 

Démontrer  que  si.  dans  un  rectangle  ABCD,  on  abaisse  de  À  la  perpen- 
diculaire AE  sur  BD,  et  que  Ton  mène  EF  parallèle  à  AB,  EG  parallèle  à 

AD,  on  a 

AB^       EF 

AD^  -  EG 

5.  Géométrie  analytique. 

Chercher  l'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 

Dans  une  ellipse,  on  mène  par  les  extrémités  du  grand  axe  deux  cordes 
supplémentaires.  Par  le  centre  et  le  foyer,  on  mène  des  parallèles  à  ces 
cordes.  Trouver  le  lieu  des  points  da  rencontre. 


QUESTIONS  PROPOSEES 

dans  les  examens  de  l'École  Centrale. 


Une  populatiou  de  100,000  habitants  augmeute  chaque 
année  de  i/32  de  ce  qu'elle  était  à  la  fin  de  Tannée  précé- 
dente, et  elle  diminue  1®  par  suite  des  décès,  de  1/37  de 
cette  môme  valeur;  2°  de  3oo  personnes,  chaque  année,  par 
suite  d'émigrations. 

On  demande  de  déterminer  l'époque  à  laquelle  cette  po- 
pulation se  trouvera  augmentée  du  quart  du  nombre  primi- 
tifi  {Août  486S.) 
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Soit  TT'  la  tangente  en  A,  à  un  cercle  donné  OA.  On 
mène  dans  le  cercle  un  diamètre  BG  et  on  abaisse  des  points 
B  et  G  les  perpendiculaires  BB',  CG'  sur  la  tangente  TT'. 
Déterminer  la  position  du  diamètre  BG  de  façon  que  la  sur- 
face totale  du  tronc  de  cône  engendré  par  le  trapèze  BB'GG', 
en  tournant  autour  de  TT',  soit  dans  un  rapport  donné  m 
avec  la  surface  du  cercle  OA.  On  dira  dans  quelles  condi- 
tions le  problème  est  possible.  (Aofît  4863.) 

Calculer  les  côtés  et  la  surface  d'un  triangle,  dans  lequel 
on  connaît  les  deux  angles  et  le  r(Mé  adjaroul 

A  =  3o"  17'  20" 
B  =  125'^  i5'  16" 
C  =  i872ni,  35  {Août  4863.) 

On  donne  une  parabole  et  un  point  lîxe  I  dans  son  plan. 
Par  le  sommet  A  de  la  parabole  on  mène  une  corde  quel- 
conque AB;  on  projette  le  point  B  en  G  sur  la  tangente  au 
sommet  et  l'on  joint  le  point  G  au  point  I.  La  droite  GI 
rencontre  la  droite  AB  en  un  point  M  dont  on  demande  le 
lieu.  Discuter  en  faisant  varier  la  position  du  point  1  dans 
le  plan  et  examiner  en  particulier  le  cas  ou  le  point  I  est 
au  foyer  de  la  parabole  donnée.  (Août,  4863.) 

Une  compagnie  a  émis  des  actions  au  prix  de  2 10  francs. 
Les  actions  ont  rapporté  par  an,  pendant  2  5  ans,  9  francs 
chacune  et  pendant  3i  années  suivantes,  9  fr.  75  c.  A  ce 
moment,  on  les  amortit  par  un  remboursement  tel  que  tou- 
tes les  sommes  reçues,  augmentées  de  leurs  intérêts  com- 
posés à  6  0/0,  représentent  le  capital  primitif  et  ses  intérêts 
capitalisés  à  8,25  0/0.  On  demande  ce  que  devra  recevoir 
chaque  actionnaire  au  moment  du  remboursement. 

(T  série,  octobre  4863.) 

On  donne  une  sphère  de  rayon  R  et  la  surface  totale  d'un 
cône  droit  circonscrit  à  cette  sphère.  1°  Galculer  la  hauteur 
de  ce  cône.  ^  De  tous  les  cônes  droits  circonscrits  à  cette 
sphère  ;  quel  est  celui  dont  la  surface  totale  est  à  son  mini- 
mum. 3"  Montrer  que  le  volume  est  à  son  minimum  dans 
les  mêmes  circonstances  .  (^  série,  octobre  4863.) 

Résoudre  dans  les  deux  cas  possibles,  un  triangle,  dont 
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on  connaît  deux  côtés  a  etft  etTans^le  Aopposé  au  premier. 

Calculer  ensuite  la  surface  de  ce  triangle  et  Texprimer  en 

unités  agraires. 

a  =  2873^,57 

h  =  3ooi'",75 

A  =  31**  27'  i3" 

(^  série,  octobre  1863,) 

On  donne  deux  droites  fixes  RR'  et  SS'  qui  se  coupent 
en  un  point  0,  et  dans  le  plan  de  ces  deux  droites,  on  fait 
mouvoir  une  troisième  droite  PQ  de  longueur  variable,  de 
façon  que  le  triangle  POQ,  formé  par  la  droite  mobile  et 
les  deux  droites  fixes  ait  une  aire  constante.  Au  point  P, 
oïl  la  droite  PQ  rencontre  RR',  on  mène  une  perpendiculaire 
à  RR';  de  môme  au  point  Q,  où  la  droite  PQ  rencontre  SS', 
on  mène  une  perpendiculaire  à  SS'.  Trouver  Téquation  du 
lieu  décrit  pai  le  point  de  rencontre  M  de  ces  deux  per- 
pendiculaires. Construire  ce  lieu  et  déterminer  ses  axes 
principaux  en  grandeur  et  en  position.        (Octobre  486S.) 

On  donne  un  cône  droit.  Dans  la  section  méridienne 
A'S'B'  de  ce  cône  on  inscrit  un  cercle  OK.  Ce  cercle  est  la 
section   droite  d'un  cylindre. 

Chercher  l'intersection  de  ce  cylindre  et  du  cône. 

(1863.) 

Intersection  d'un  cône  et  d'un  cvlindre.  Le  cône  est  de 
révolution;  l'axe  est  vertical;  la  hauteur  est  o"\09;  le  rayon 
de  la  trace  horizontale  est  o"So65,  la  distance  du  centre  de 
cette  trace  au  plan  vertical  est  0,06. 

Le  cylindre  a  ses  génératrices  parallèles  au  plan  hori- 
zontal et  inclinées  de  30*^  sur  le  plan  vertical;  la  trace 
horizontale  du  cylindre  se  compose  de  deux  tangentes  à  la 
base  du  cône;  la  trace  verticale  est  un  cercle  dont  le  cen- 
tre est  sur  la  ligne  de  terre. 

Construire  spécialement  les  points  remarquables  de  la 
(tourbe  et  la  tangente  en  un  point  de  l'intersection. 

(  1863.) 
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MÉLANGES 


DU  ROLE  DE  L'EXPERIENCE 

DANS  LES  SCIENCES    EXACTES 

par  M.  s»  Hollel,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Bordeaux. 

(Voir  page  118.) 


IV 

Au  point  de  vue  de  retendue,  un  corps  ne  se  distingue 
d'un  autre  que  par  ses  limites.  C'est  donc  sur  les  limites 
des  corps  que  devra  porter  exclusivement  l'étude  de  TcHen- 
due.  Deux  corps  qui  ont  les  mOmes  limites  sont  identi- 
ques au  point  de  vue  géométrique. 

De  môme  que  Ton  connaîtrait  la  forme  d'un  corps  matériel, 
si  l'on  pouvait  en  détacher,  sans  la  déformer,  l'enveloppe 
qui  le  contient,  on  supposera  le  corps  idéal  entouré  d'une 
enveloppe  sans  épaisseur,  et  la  matière  du  corps  retirée  de 
cette  enveloppe,  ou  anéantie.  C'est  cette  enveloppe  ou  surface 
qui  constituera,  à  proprement  parler,  le  corps  géométrique. 
Pareillement,  l'étude  d'une  portion  de  surface  se  ramènera 
à  celle  des  limites  de  ses  parties,  ou  des  lignes,  l'étude  des 
lignes  à  celle  de  leurs  limites,  ou  points. 

La  Géonu'trie  est  fond^'^e  avant  tout  sur  l'hypothèse  de 
l'existence  d'un  espace  immobile  et  indéfini,  dans  lequel  on 
peut  conserver  l'indication  du  lieu  occupé  à  un  instant 
donné  par  un  corps,  et  ou  les  corps  géométriques  peuvent 
se  déplacer  en  conservant  identiquement  les  propriétés  qui 
correspondent  à  la  notion  physique  de  solidité.  On  admet 
que  deux  corps  solides,  qui  ont  pu  tour  h  tour  coïncider 
avec  un  troisième,  sont  suseeptihles  de  coïncider  entre  eux, 
dans  quelque  partie  de  l'espace  qu'on  les  transporte  l'un  et 
l'autre. 

La  propriété  de  Tinvarlahilité  des  figures,  que  nous  avons 
prise  comme  point  de  départ,  ne  peut,  non  plus  que   celle 
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de  rimmobilité  de  Tespace,  admettre  une  définition  rigou- 
reuse. Nous  ne  pouvons,  en  effet,  observer  que  des  chan- 
gements relatifs  de  figure  et  des  déplacements  relatifs.  Tout 
ce  que  nous  affirmons  relativement  à  l'identité  absolue  de 
lieu  et  de  forme  est  uniquement  fondé  sur  l'identité  de  nos 
sensations.  L'hypothèse  de  l'invariabilité  de  figure  ne  peut", 
par  conséquent,  être  assise  sur  des  expériences  susceptibles 
d'une  approximation  indéfinie,  et  présentant  une  certitude 
objective.  Nous  Tacccptons,  parce  qu'elle  nous  semble  plus 
conforme  à  nos  impressions  physiologiques,  et  qu'elle 
explique  de  la  manière  la  plus  simple  les  phénomènes  qui 
affectent  nos  sens. 

Cette  hypothèse  n'a  pas  besoin  d'être  admise  tout  d'abord 
dans  son  entière  généralité,  et  l'étude  de  la  Géométrie 
montre  que  son  ensemble  découle  comme  conséquence  de 
certains  cas  particuliers  convenablement  choisis. 

La  notion  d'invariabilité  de  forme  étant  admise,  c'est 
l'expérience  qui  nous  suggère  celle  de  la  possibilité  du 
transport  d'un  corps  invariable  dans  l'espace  tel  que  nous 
le  connaissons,  absolument  comme  une  figure  plane  ou  sphé- 
rique  peut  tMre  déplacée  sur  le  plan  ou  sur  la  sphère  sans 
changer  de  forme.  Mais  il  ne  serait  pas  absurde  à  priori  de 
supposer  l'existence  d'un  espace  dans  lequel  ce  transport 
serait  impossible  sans  une  déformation  plus  ou  moins  pro- 
fonde, absolument  comme  cela  a  lieu  pour  une  figure  tracée 
sur  un  cône  ou  sur  un  ellipsoïde. 

Une  autre  notion  essentiellement  expérimentale,  c'est  la 
distinction  entre  la  droite  et  la  gauche,  sans  laquelle  il 
serait  impossible  de  définir  indépendamment  l'une  de  l'autre 
deux  rotations  effectuées  autour  d'un  même  axe  dans  des 
sens  opposés.  Cette  notion  ne  peut  évidemment  s'expliquer 
qu'en  la  rapportant  à  notre  propre  corps. 

L'expérience  nous  apprend  ensuite  qu'un  corps  matériel, 
fixé  par  un  seul  de  ses  points,  |  peut  prendre  une  infinité 
de  positions  différentes. 

Il  en  est  de  même  aussi  d'un  corps  fixé  par  deux  de  ses 
points;  seulement,  dans  ce  cas,  la  liberté  du  mouvement 
est  plus  restreinte. 
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On  constate  ensuite  que,  lorsqu'un  corps  tourne  autour 
de  deux  de  ses  points,  il  y  a,  outre  ces  deux  points,  une 
suite  continue  d'autres  points,  en  nombre  infini,  qui  restent 
immobiles  pendant  le  mouvement  du  corps.  Cette  suite 
s'étend,  non-seulement  entre  les  deux  points  fixes,  mais 
encore  au  delà,  dans  les  deux  sens,  quelque  loin  que  le 
corps  soit  prolongé.  Elle  forme  une  ligne  s'étendant  indé- 
finiment des  deux  côtés,  et  à  laquelle  on  donne  le  nom  de 
lùftie  droite. 

De  ce  mode  de  génération  il  résulte  que  deux  lignes 
droites  qui  ont  deux  points  communs  coïncident  dans  toute 
leur  étendue.  En  d'autres  termes,  par  deux  points  donnes 
on  peut  donc  mener  une  ligne  droite,  et  une  seule  (1). 

Si,  enfin,  on  fixe  trois  points  d'un  corps,  le  corps  cesse 
d'être  mobile,  à  moins  que  ces  trois  points  ne  se  trouvent 
en  ligne  droite. 

L'expérience  fait  naître  en  nous  l'idée  d'une  surface 
superposable  à  elle-môme  par  retournement,  et  par  suite 
comprenant  tout  entière  une  ligne  droite  avec  laquelle  elle 
a  deux  points  communs  (2).  Cette  surface  est  le  plan. 

Telles  sont  les  principales  hypothèses  sur  lesquelles 
s'appuient  les  vingt-huit  premières  propositions  d'Euclide, 
et  qui  conduisent  à  la  démonstration  de  l'existence  des 
parallèles.  On  pourrait  poursuivre  l'étude  de  la  Géométrie 
sans  admettre  d'hypothèse  nouvelle,  et  les  travaux  de 
Lobatchefsky  et  de  J.  Bolyai  ont  fait  voir  que  les  précé- 
dentes suffisent  à  elles  seules  pour  la  construction  d'une 
géométrie  complète,  comprenant^comme  cas  particulier  celle 
que  l'expérience  nous  indique  comme  la  plus  conforme  aux 
propriétés  réelles  de  l'étendue. 

(A  suivre). 


(1)  Lobatchefsky  et  W.  Bolyai  ont  essayé  de  se  pas-^er  de  cet  axiome 
de  la  ligne  droite,  en  démontrant,  à  l'aide  dus  propriétés  intuitives  de  la 
sphère,  l'existence  du  plan,  dont  ils  tirent  celle  de  la  ligne  droite,  comme 
conséquence.  Mais  leur  démonstration  présente  encore  quelques  points 
obscurs,  qui  n'ont  pas  été  complètement  éclaircis. 

(2)  On  a  donné  une  démonstration  de  cette  propriété,  en  partant  "de  la 
déQnition  du  plan  comme  lieu  d'une  droite  glissant  sur  les  deux  côtés  d'un 
angle.  Voir  V.  Valeriani,  Giornale  di  Matematiche,  t.  Vil,  p.  376. 


—  iOO  — 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


i' 


QUESTION  25  GÉNÉRALISÉE 

par  M*  Berg^eron. 

Parmi  tous  les  quadrilatères  inscrits  dans  uns  demi-circonfé- 
rence donnée j  quel  est  celui  dont  faire  est  maxima? 

Nous  nous  appuierons  sur  le  théorème  suivant,  énoncé 
dans  les  questions  de  trigonométrie  de  M.  Desbovcs  (page  !22o), 
et  que  l'on  peut  facilement  démontrer  par  la  géométrie. 

Théorème.  —  Si  Von  inscrit  dans  un  même  cercle  vn 
quadrilatère  convexe  dont  Vun  des  côtés  soit  un  diamètre ^  et  un 
triangle  tel  que  deux  de  ses  angles  soient  respectivement  égaux 
aux  angles  que  le  diamètre  considéré  fait  avec  les  deux  côtés 
du  quadrilatère  qui  lui  sont  adjacents,  les  aires  des  deux  figures 
sont  équivalentes. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  inscrit  dans  la  demi-circonfé- 
rence ADB.  Par  le  point  G  menons 
à  AI)  la  parallèle  CE,  et  tirons  les 
.  .V  droites  DE,  DB,  EB.  Le  triangle  DEB 
^1/  \  satisfait  aux  conditions  de  l'énoncé, 
---^:B  car  les  angles  DEB,  DAB,  inscrits 
/y  dans  le  môme  arc,  sont  égaux;  et  les 
angles  DBE,CBA,  composés  d'une  par- 
tie commune,  et  de  deux  parties  égales 
DBC,  ABE,  sont  égaux  aussi. 
Cela  posé,  tirons  AE,  et  du  point  A  abaissons  sur  CE  la 
perpendiculaire  AH.  Le  triangle  DEC  est  rectangle  en  F, 
car  CE,  parallèle  à  AD,  est  ])erpendiculaire  sur  DB.  Par 
suite,  les  triangles  rectangles  AHE,  DCF,  avant  Thypoté- 
nuse  égale,  et  les  côtés  DF  et  AH  égaux,  sont  égaux  aussi, 
et  Ton  a  EH  =  GF;  ou,  en  ajoutant  de  part  et  d'autre  les 
quantités  égales  DA  et  HF 


I).    — 


/ 


EF  =  CF  +  AD; 


d'où 


BD 


BD 


B[) 


EF  X  — -  =  CF  X h  A.D  X 

2  2  2 
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Mais  le  premier  membre  de  cette  égalité  exprime  la  sur- 
face (lu  triangle  BDE,  et,  le  second,  la  somme  des  surfaces 
des  triangles  DBA,  DBG,  c'est-à-dire,  la  surface  du  quadri- 
latère ABCD.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Proposons-nous  dès  lors  de  trouver  le  maximum  de  l'aire 
du  triangle  DBE.  Supposons  que  le  côté  DE  reste  fixe  et 
que  le  point  B  se  déplace  sur  Tare  EBD.  La  base  ED  du 
triangle  restant  constante,  la  surface  du  triangle  sera  maxima 
quand  la  hauteur  correspondante  le  sera  clle-mùmc,  c'est- 
à-dire,  lorsque  le  point  B  sera  au  milieu  de  l'arc  EBD  :  alors 
le  triangle  est  isoscèle.  Mais  comme  le  côté  que  l'on  a  laissé 
constant  est  l'un  quelconque  des  trois  cotés,  on  en  conclut 
que  deux  côtés  quelconques  du  triangle  dont  l'aire  est  maxima 
sont  égaux,  et,  par  suite,  que  le  triangle  demandé  est  équi- 
latcral. 

Or,  à  chacun  des  triangles  DBE,  correspond  un  quadri- 
latère équivalent  ABCD,  et  réciproquement.  Donc,  au  plus 
grand  des  triangles  inscrits  dans  la  circonférence  corres- 
pond le  plus  grand  des  quadrilatères  inscrits  dans  la  demi- 
circonférence.  Par  suite,  l'aire  du  quadrilataire  ABCD  sera 
maxima  quand  ses  angles  en  A  et  en  B  seront  tous  deux 
égaux  à  60*",  c'est-à-dire,  quand  la  ligure  ABCD  sera  la 
moitié  de  l'hexagone  régulier  inscrit  dans  la  circonférence. 


QUESTION  ^21. 
llk>1ittioii  par  M.  Dëhoatain,  élève  à  l'Érole  communale  de  DouUeiis. 

Dévwntrer  que  si  L'on  prolonge  dans  le  même  sens  les  côtés 
d'un  hexagone  régulier^  de  longueurs  égales  à  ces  côtés,  et  si 
Von  joint  les  extrémités  de  ces  prolongements,  on  forme  un  autre 
hexagone  régulier  dont  la  surface  est  triple  de  celle  du  premier. 

Soient  E  et  F  deux  sommets  consécutifs  du  polygone, 
obtenus  en  prolongeant  les  côtés  AB  et  BG.  Il  faut  démon- 
trer que  EF  est  le  côté  d'un  hexagone  régulier.  En  effet, 
joignons  OE.  Le  triangle  ADE  étant  équilatéral,  la  droite 
OE  est  perpendiculaire  aux  droites  AD  et  BG;  mais  les 
points  B  et  G  étant  situés  sur  les  milieux  des  côtés  AE  et 
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ED,  le  point  I  est  également 
le  milieu  de  OE.  Par  suite  la 
^Iroite  IF  est  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  OE,  donc  les 
'   droites  OF  et  EF  sont  égales 
comme  obliques  s'écartant  éga- 
lement du  pied  de  la  perpen- 
diculaire. On  a  donc 
OF  =  FE 
Le  même  raisonnement  appli- 
^j    que  au  point  J  donnera 

OE  =  EF 
et  par  suite 

OE  =  OF  =  EF 
On  aura  de  môme  FH  =  OF  et  OFH  =  OFE 
Donc  les  droites  FE,  FH   sont  les    côtés  d'un   hexagone 
régulier  dont  le  centre    est  le  centre  de  l'hexagone  primitif. 
Menons  OC.  Le  triangle  OCD  a  pour    mesure    OJ  X  JC  ; 
Le  triangle  OEF  a   pour  mesure  OJ  X  JE.  Mais  les  droites 
FI  et  JE  étant  médianes,  OEF  leur  point  de  rencontre,  G  se 
trouve  au  tiers  de  leur  longueur,  donc 

JE  =  3JC 
et  par  suite  la  surface  du  grand  triangle  égale    trois   fois 
celle  du  petit,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Nota.  —  La  même  queslion  a  été  résolue  par  MM.  Pillard,  au  petit  sémi- 
naire de  Beiley;  Voituron,  Orlh,  Long,  à  Liège;  Chanier,  Perrin,  à  Clermonl- 
Ferrand;  Fouquoire,  Corbeau,  à  Sainl-Queiitin  ;  Hugi;ntobler,  école  J.-B.  Say, 
à  Pans;  Vautré;  Brot,  école  Lavoisier,  à  Paris;  Duflot,  lycée  Fonlanes  ilust. 
Marc-Dastès)  ;  Bietle,  au  Havre;  Mgri  et  Comandré,  à  Pau;  Neveux,  à  Char- 
leville;  Aurenty,  à  Marseille;  Nencini,  à  Fribourg;  Lorain,  au  collège  de  Se- 
mur;  Moulin,  à  Lorient;  Everty,  collège  Chaptal  ;  Le  Blondel,  collège  de 
Meaux. 

Toutes  ces  solutions  se  ramènent  à  prouver  que  les  triangles  extérieurs 
EeD,  Dde,  etc.,  sont  égaux  et  que  chacun  d'eux  est  le  double  du  triangle 
formé  par  deux  rayons  et  un  côté  de  l'hexagone;  donc  la  portion  ajoutée  à 
l'hexagone  a  une  surface  double  de  celle  de  l'hexagone;  c.  q.  f.  d. 

Rédacteur- Gérant, 
J.  BOURGET. 
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PRODUIT  DE  DEUX  DÉTERMINANTS. 


Démonstration  élémentaire. 


Soient  les  trois  déterminants 


A  = 


a    b 
a'  b' 


c 


«"  k"  »" 

abc 


D= 


om  +  6p  -f-  cç 
o'm-|-6'p-j-c'5r 

o"m+6"p-j-c"î 


m  p  q 

A'  =r      m'  p'  g 

am"  +  6/>"  +  cq" 


am'  +  bp'  +  cg' 

aW+6'p'  +  cV 
d'ifi-^-by-^-d'qi 

Développons  D  en  sommes  de  déterminants  plus  simples, 
dont  les  colonnes  seront  trois  colonnes  prises  chacune 
dans  l'un  des  groupes  différents  qui  composent  D;  nous 
obtiendrons  une  somme  de  déterminants  tels  que  : 


am  bp' 
a'm  Vp 
am    b  p 


am" 
a'm" 
a"m" 


=  i»pW 


a 
a' 


b 
b' 


a 


^"     U'      «" 

a    0    a 


Après  le  développement  on  aura 

D  =  Mà 
M  étant  un  polynôme   entier  formé  des  éléments  de  A'. 
Changeons  maintenant  dans  D  les  lignes  en  colonnes,  et 
réciproquement  ;  le  même  raisonnement  nous  donnera 

D  =  AA' 
A  étant  un  polynôme  entier  formé  des  éléments  de  A  seule- 
ment. 

Donc  MA  =  AA' 

Il  résulte  de  là  que  le  polynôme  A'  doit  diviser  M  et  que 
l'on  a  :  M  =  XA' 

X  étant  un  facteur  numérique  indépendant  des  éléments  de 
A  et  de  A'.  Donc  :  D  =  X  AA'. 

Mais  dans  D  il  y  a  l'élément  aa'a"fnm'w!\  dans  AA'  il  y  a 
aussi  l'élément  aa'a'mmm"t  donc  X  doit  être  égal  à  un  pour 
qu'il  y  ait  identité,  donc  enfin 

D  =  AA'. 

lOmUIAL  I»  HATE.  1877.  13 
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Règle.  —  Si  l'on  nomme  produit  des  deux  lignes 

abc 
m  p  q 

la  somme  am  -f  bp  -f-  c^I»  on  peut  dire  que  le  produit  de  deux 
déterminants  est  un  déterminant  dont  les  colonnes  s*6btiennent 
en  multipliant  successivement  toutes  les  lignes  du  premier  par 
chacune  des  lignes  du  second. 


NOTE  SUR  LA  RACINE  CARRÉE 


Dans  les  traités  d^arithmétique  on  trouve  la  racine  carrée 
d'un  nombre  en  imaginant  la  racine  décomposée  en  dizaines 
et  unités,  quand  elle  est  [plus  grande  que  lo;  et  par  une 
série  de  raisonnements  simples  on  arrive  à  déterminer  suc* 
Cessiyement  tous  les  chiffres  de  la  racine,  en  se  serrant 
toujours  du  même  principe. 

Il  est  avantageux  cependant  de  donner  la  plus  grande 
extension  à  l'idée  fondamentale  et  de  supposer  la  racine 
décomposée  en  dizaines  et  unités,  ou  en  centaines  et  unités» 
ou  en  mille  et  unités,  etc.,  suivant  les  cas»  Nous  allons 
montrer  que,  par  cette  généralisation,  la  méthode  dite  extrao- 
tion  abrégée  de  la  racine  carrée  n'est  que  Tapplication  de  la 
méthode  générale  connue. 

Théorème  1.  —  On  trouve  eonaciement  Jes  dizaines,  ou 

les  centaineSy  ou  les  mille de  la  racine  carrée  d*un  nombre, 

en  extrayant  la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  les 
centaines,  ou  dans  les  dizaines  de  mille,  ou  dans  les  millions... , 

Prenons  en  effet  un  nombre  quelconque 

56.789.012. 

fixtrayons  la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  les 
millions,  nous  trouvons  7.  Par  hypothèse 

7»  <  56  <  8» 
La  première  inégalité  n'exclut  pas  l'égalité,  car  le  nom- 
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bre  des  millions  pourrait  être  un  carré  parfait,  mais  les 
deux  derniers  nombres  diilbrent  au  moins  d'une  unité.  De 
ces  inégalités  on  déduit  : 

7*  .  loooooo  •<  56000000  <  8* .  1 000000 

Les  deux  derniers  nombres  diffèrent  maintenant  d'au 
moins  un  million,  donc  nous  pouvons  ajouter  au  nombre 
intermédiaire  789.012,  la  seconde  inégalité  subsistera  encore 
et  la  première  à  fortiori.  On  aura  donc 

(7000)*  <  56789012  <;  (8000)* 

Donc  la  racine  renferme  7  mille  et  n'en  renferme  pas  8; 
c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Quand  on  a  obtenu  soit  les  dizaines,  soit 

les  centaines,  soit  les  mille de  la  racine,  on  en  fait  le 

carré  et  Ton  retranche  ce  carré  du  nombre  proposé.  Nous 
nommerons  reste  le  résultat  de  cette  soustraction.  Ce  reste 
contient  le  double  produit  des  unités  par  les  dizaines,  ou 

les  centaines,  ou  les  mille plus  le  carré  des  unités,  plus 

le  reste  final  de  l'opération,  si  le  nombre  proposé  n'est  pas 
un  carré  parfait. 

Théorème  2.  —  On  obtient  une  limite  supérieure  da  non^ 
bre  des  unités^  en  divisant  le  reste  par  le  double  des  dizaines^ 
ou  le  double  des  centaines  y  ou  le  double  des  mille 

Ce  théorème  est  évident,  d'après  la  remarque  précédente, 
puisque  le  dividende  que  l'on  prend  est  supérieur  en  général, 
au  moins  égal  toujours  au  double  produit  des  unités  par 
les  dizaines,  ou  les  centaines,  ou  les  mille 

Remarc[ue.  —  Pour  faire  cette  division  du  reste  par  le 
double  des  mille,  par  exemple,  on  divisera  d'abord  par 
mille,  puis  par  le  double  du  nombre  des  mille,  ce  qui  revient 
à  diviser,  par  le  double  du  nombre  des  mille  les  mille  du 
reste.  C'est  la  règle  donnée  habituellement. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe  le  reste  est 

7.789.012. 

il  faudrait  donc  diviser  7789  par  14.  Le  quotient  556  serait 
une  limite  supérieure  du  nombre  des  unités. 
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Théorème  3.  —  On  obtient  une  limite  inférieure  du  nom' 
bre  des  unités^  en  divisant  le  reste  par  le  double  plus  un  des 
dizaineSy  ou  des  centaines,  ou  des  mille 

1®  Ce  quotient  est  toujours  inférieur  soit  à    lo,  soit  à  loo. 

Soit  à  1000 En  effet,  considérons  le  cas  particulier  que 

nous  traitons.  Nous  avons  démontré  que  le  nombre  proposé 
est  inférieur  au  carré  de  8ooo.  Or  : 

(8ooo)*  z=  (7  -|-  0*  •  loooooo  =  7".  loooooo  +  (2.74-  0 
X  1 000000  =  49000000  -f-  1 5  000000 

Donc  le  reste  56789012  — 49000000  =  7789012  est  infé- 
rieur à  iSoooooo;  donc 

7789012     ^ 

C.  q.  f.  d. 

S^  Ce  quotient  est  une  limite  inférieure  du  nombre  des  unités. 
Ce  quotient  est  ici  519  (pris  par  défaut,  ce  qui  est  toujours 
sous-entendu).  Nous  avons  donc 

7.789012  >•  i5ooo  .  519 
d*oh  aussi 

56789012  >  49000000  +  14000  .  5i9  -j-  1000  .  519. 

Remplaçons  dans  le  dernier  terme  du  second  membre  1000 
parle  nombre  inférieur  519  (1®),  nous  aurons  à  fortiori 

56789012  >  (7000  +  519)* 

donc  519  est  une  limite  inférieure  du  nombre  des  unités; 
c.  q.  f.  d. 

Théorème  4.  —  Les  deux  limites  diffèrent  au  plus  d'une 
unité  lorsque  le  nombre  des  dizaines  est  au  moins  5  ou  lorsque  le 
nombre  des  centaines  est  au  moins  5o,  ou  lorsque  le  nombre 
des  mille  est  au  moins  5oo 

Raisonnons  dans  le  cas  oîi  la  racine  est  partagée  en  mille 
et  unités  ;  désignons  par  m  le  nombre  des  mille,  la  racine 
sera  donc  looom  +  ^-  Appelons  Rie  reste  obtenu  quand 
du  nombre  donné  on  a  retranché  le  carré  des  mille  trou- 
vés. La  partie  entière  du  quotient  : 

R 

1000  .  2m 


—  197  — 

est  la  limite  supérieure  du  nombre  des  unités  et   la  partie 
entière  du  quotient 

R 

lOOO   .    (2W  +    l) 

est  la  limite  inférieure  du  nombre  des  unités.  La  différence 
de  ces  fractions  est 

R 

lOOO    .    2W   (2W   -j-    l) 

ou  bien 

r 5 1 

L  looo  (2m  +  i)  J 
2m 

Or  nous  avons  démontré  dans  le  théorème  précédent  que 
le  numérateur  de  cette  différence  est  moindre  que  1000,  si 
donc  m  vaut  au  moins  5oo,  cette  différence  sera  inférieure 
à  un.  Donc  les  deux  parties  entières  des  deux  quotients  qui 
sont  les  limites  en  question  diffèrent  au  plus  d'une  unité 
dans  ce  cas  ;  c.  q.  f.  d. 

Théorème  5.  —  Pour  vérifier  que  la  limite  supérieure  du 
nombre  des  unités  n^est  pas  trop  forte,  il  suffit  de  faire  le  carré 
de  ce  nombre.  Si  ce  carré  est  inférieur  au  reste  de  la  division 
qui  a  donné  la  limite  supérieure  considérée^  cette  limite  repré- 
sente exactement  le  nombre  des  unités  et  la  différence  repré- 
sente le  reste  final  de  Vopération. 

En  effet,  après  la  soustraction  du  carré  des  mille  (nous 
raisonnons  toujours  sur  Texemple  ci-dessus,  pour  fixer  les 
idées),  le  reste  se  compose 

du  double  produit  des  mille  par  les  unités 

-f-  du  carré  des  unités 

-|-  du  reste  final  de  l'opération. 

Après  la  division  par  le  double  des  mille,  le  reste  nouveau 
ne  contient  plus  que  le  carré  des  unités  et  le  reste  final  de 
l'opération.  Si  donc  la  division  a  donné  exdc^emenHes  unités 
pour  quotient,  le  carré  de  ce  quotient  sera  le  carré  des 
unités  et  devra  pouvoir  se  retrancher  du  reste  de  la  division. 
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—  Le  résultat  de  la  soustraction  sera  Texès  du  nombre  sur 
le  plus  grand  carré  qui  y  est  contenu  ;  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Toute  l'opération  se  dispose  comme  il 

suit  : 

56.789012 

7  789012 

78 

89 

Reste  de  la  division 5o  1 2 


14556 
556 


T336 
2780 
2780 
3o9i36 Carré  de  la  limite  supérieure 

On  voit  que  la  limite  supérieure  est  trop  forte. 

Corollaire.  —  Des  théorèmes  qui  précèdent  on  déduit 
la  règle  suivante  pour  extraire  la  racine  d'un  nombre  consi- 
dérable tel,  par  exemple,  que 

12  .  34.  56  .78  .  90  .  12 

1®  On  partage  le  nombre  en  tranches  de  deux  chiffres  à 
partir  de  la  gauche  et  Ton  extrait  la  racine  de  la  première 
tranche  à  gauche.  On  a  ainsi  EXACTEBfENT  le  chiffre  des  plus 
hautes  unités  de  la  racine. 

2^  On  considère  cette  racine  comme  les  dizaines  de  la 
racine  du  nombre  1284,  on  en  détermine  les  unités  d'après 
le  second  théorème,  on  obtient  ainsi  exactement  les  deux 
premiers  chiffres  de  la  racine,  et  l'excès  de  1234  sur  le  plus 
grand  carré  qui  y  est  contenu. 

3®  On  considère  la  racine  obtenue  comme  les  dizaines  de 
la  racine  du  nombre  formé  par  les  trois  premières  tranches 
à  gauche.  On  détermine  les  unités  d'après  le  second  théo- 
rème et  en  même  temps  le  reste  final  de  l'opération. 

4®  Au  moyen  des  trois  premiers  chiffres  de  la  racine  on 
peut  par  une  simple  division  en  déterminer  deux  autres,  en 
regardant  ces  trois  premiers  chiffres  comme  les  centaines 
de  la  racine  du  nombre  formé  par  les  cinq  premières 
tranches. 

8®  Ces  cinq  premiers  chiffres  permettraient  d'en  trouver 
quatre  nouveaux,  etc. 
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12. 34. 56. 78.90. 12 
3  34 
34 

256 

2557890 
45i8 
30690 


Diipoiition  du  oàlonl. 

35 1364,182 


2939412000000 
128532 
582600 
204240 
636960000 
619470876 


5 


70.1 
I 


reste  final. 


70272.4182 
4182 
5334 
33456 
4182 
16728 
17489124 


J.  B. 


QUESTIONS 

POSÉES  DANS  L'XXAMEN  ORAL  DU  CONCOURS  DK  SAINT-CYB» 


Géométrie. 

•  !•'  KT  II®  Livres. 

1.  —  La  somme  des  perpendiculaires  menées  d'un  point  quelconque  de  la 
base  d'un  triangle  isoscèle  aux  deux  côtés  est  une  quantité  constante. 

2.  —  Soit  ABCD  un  trapèze  articulé  à  ses  sommets.  Le  côté  AD  restant 
fixe,  si  le  reste  de  la  figure  se  meut,  quelle  sera  la  courbe  décrite  par  le 
sommet  C? 

3.  —  Mener  un  cercle  tangent  à  deux  droites  données  et  passant  par  un, 
point  donné. 

4.  —  On  donne  trois  points  qui  sont  les  pieds  des  hauteurs  d'un  triangle; 
construire  ce  triangle. 

5.  ..  Qoel  est  le  lieu  des  milieux  de  toutes  les  cordes  passant  par  un 
point  fixe  D  dans  un  cercle  0? 

IIP  ET  IV*  Livres. 

1.  —  Construire  un  triangle  connaissant  la  base,  la  bauteuret  le  rapport 
des  deux  autres  côtés  du  triangle. 

2.  —  La  longueur  d'un  arc  de  12*  est  égale  à  i  mètre.  On  demande  la 
longueur  du  rayon? 
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3.  —  On  décrit  une  circonférence  sur  un  diamètre  donné  AB,  on  élève 
le  rayon  OC  perpendiculaire  à  AB.  Par  G  on  mène  une  droite  qui  rencontre 
âB  en  m  et  la  circonférence  en  N. 

Quelle  direction  faut-il  donner  à  CMN  pour  qu'on  ait  la  relation  GM> 
+  CK»  =  K^  Que  fiiut-il  pour  que  CM»  +  EN»  =  K»  soit  minimum,  e» 
quelle  sera  alors  la  valeur  de  l'angle  NCO? 

4.  —  Trouver  le  côté  du  pentagone,  du  dodéc^one  et  du  pentédécagone 
inscrits  dans  le  même  cercle? 

5.  —  Quel  est  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs 
distances  à  deux  points  fixes  soit  constante? 

6.  —  Soit  0  un  cercle  et  AB  une  corde  prolongée  jusqu'au  point  C.  Quel 
est  le  lieu  des  positions  du  point  C  telles  que  le  produit  AB  X  AC  soit 
une  quantité  constante? 

7.  ^  Construire  un  rectangle  étant  données  sa  surface  et  la  différence 
entre  la  base  et  la  hauteur. 

8.  —  Deux  circonférences  extérieures  l'une  à  l'autre  étant  données,  trouver 
le  lieu  jdes  points  tels  que  les  tangentes  menées  de  chacun  de  ces  points 
aux  deux  circonférences  soient  égales. 

9.  —  On  donne  un  tiangle  équilatéral  ABC,  et  un  point  P  sur  la  base, 
on  demande  de  mener  MN  parallèlement  &  la  base  de  telle  sorte  que 
HP  =  2MN.  Interpréter  les  deux  solutions. 

10.  —  Deux  circonférences  extérieures  l'une  à  l'autre  étant  données,  trou- 
ver le  lieu  géométrique  des  points  d'où  l'on  verrait  les  circonférences  sous 
le  même  angle. 

11.  —  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  la  dilTérence  des 
carrés  de  leurs  distances  aux  deux  extrémités  d'une  droite  soit  une  quan- 
tité constante. 

12.  —  Inscrire  un  décagone  régulier  dans  une  circonférence. 

13.  —  Par  un  point  K  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle  ABC  mener  une 
droite  DE  qui  rencontre  les  deux  côtés  de  l'angle,  de  telle  sorte  que  \é& 

deux  parties  DK  et  KE  de  la  droite  soient  dans  un  rapport  donnée  — . 

14.  —  Partager  un  trapèze  en  deux  parties  équivalentes  par  une  droite 
partant  de  l'un  des  sommets. 

15.  ^  On  donne  un  trapèze  ABCD,  et  on  demande  de  mener  par  D  une 
ligne  qui  prolongée  jusqu'à  son  intersection  avec  le  prolongement  de  AB 
forme  un  triangle  ayant  une  surface  égale  au  quart  de  la  surface  du  trapèze. 

16.  —  Un  rectangle  a  pour  côtés  12  mètres  et  o",  2;  trouver  à  un  déci- 
mètre près  le  côté  du  triangle  équilatéral  équivalent. 

17.  —  Construire  un  hexagone  régulier  équivalent  à  un  carré  donné. 

18.  -^  On  donne  une  demi-circonférence  0  et  un  point  P  situé  sur  le  dia- 
mètre prolongé.  On  demande  de  mener  par  le  point  P  une  sécante  PCD  telle 
que  le  triangle  COD  ait  une  surface  donnée  K». 

19.  —  Construire  un  triangle  rectangle  qui  ait  pour  base  un  côté  donné 
d'un  quadrilatère  et  une  surface  équivalente. 

20.  —  Les  surfaces  de  deux  triangles  semblables  sont  entre  elles  dans  le 

7 
rapport  ^«  Quel  est  le  rapport  des  côtés  homologues? 
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21.  —  Construire  un  triangle  équilatéral  équivalent  à  un  carré  donné. 

22.  —  Faire  un  carré  équivalent  à  un  triangle  équilatéral. 

23.  —  On  donne  un  triangle  rectangle,  trouver  sur  l'hypoténuse  un 
point  M  tel  que  le  produit  BM  .  CM  soit  égal  à  la  surface  du  triangle. 

24.  —  Partager  un  triangle  en  deux  parties  équivalentes  par  une  droite 
parallèle  à  l'un  des  côtés. 

25.  —  Étant  donnés  un  angle  et  un  point  à  l'intérieur  de  cet  angle,  mener 
une  droite  formant  un  triangle  d'une  surface  égale  à  une  surface  donnée. 

VS  VI%  VII«  Livres. 

1.  —  Étant  donnés  deux  plans  parallèles,  mener  un  plan  parallèle  aux 
deux  plans  donnés  et  qui  soit  deux  fois  plus  éloigné  du  premier  que  du 
second. 

2.  —  Couper  une  pyramide  par  un  plan  parallèle  à  sa  base,  de  façon  à 

détacher  une  seconde  pyramide  dont  la  surface  soit  ?  de  celle  de  la  pre- 
mière. 

3.  —  On  donne  un  tronc  de  cône;  le  rayon  de  la  grande  base  est  de  lo 
mètres,  celui  de  la  petite  de  5  mètres,  l'apothème  a  8  mètres.  On  demande 
à  un  centimètre  près  le  rayon  du  cercle  dont  la  surface  serait  égale  à  la 
surface  totale  du  tronc  de  cône. 

4.  —  Êlant  donné  un  cône,  le  couper  par  un  plan  parallèle  à  sa  base, 

de  manière  que  la  surface  latérale  du  petit  cône  ainsi  formée  soit  -r     de 

la  surface  latérale  du  grand  cône. 

5.  —  Trouver  le  rayon  d'une  sphère  impénétrable. 

VIII«  Livre. 

1.  —  Étant  donnée  une  circonférence  0,  un  point  extérieur  A  et  deux 
tangentes  AT,  AT'  issues  de  ce  point,  on  mène  en  T  le  diamètre  TM  perpen- 
diculaire à  AT  et  du  point  T'  on  abaisse  en  K  une  perpendiculaire  sur  ce 
diamètre  et  on  joint  le  point  Aau  point  K.  On  fait  tourner  la  figure  autour 
du  diamètre  et  on  demande  de  prouver  que  le  volume  engendré  par  le 
triangle  AKT  est  égal  à  celui  engendré  par  AT'MT. 

•  2.  —  On  donne  un  cercle,  et  dans  ce  cercle  un  diamètre  AB;  on  dpraande 
de  mener  dans  ce  cercle  AM  telle  que  l'on  ait  la  relation  suivante  : 

Surf,  corde  AM  +  surf.  MP  =  zone  AM. 

«  Le  calcul  montre  que  le  point  P  divise  la  longueur  AB  en  moyenne 
et  extrême  raison.  3> 

3.  —  Étant  donnés  une  circonférence,  un  diamètre  prolongé  jusqu'à  un 
point  C  et  une  tangente  MC  au  cercle  menée  de  ce  point  C,  on  demande 
quelle  est  la  position  à  donner  au  point  C  pour  avoir  la  relation 

Surf.AMC  ^  3 
Surf.   MC       2 

1i 
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4.  —  Soit  0  un  cercle,  AMB  un  segment  circulaire  :  quel  sera  le  volume 
engendré  par  ce  segment  circulaire  si  le  cercle  tourne  autour  du  diamètre 
BD  comme  axe? 

5.  —  Un  cercle  0  et  une  corde  AB  étant  donnés,  calculer  le  volume  en- 
gendré par  le  segment  circulaire  AMB  dans  la  révolution  du  cercle  autour 
du  diamètre  CD  comme  axé.  —  Quel  est  le  rapport  du  volume  engendré  par 
Xe  segment  AMB  au  volume  engendré  par  le  cercle  entier,  si  l'on  suppose 
l'arc  AMB  égal  à  un  quart  de  circonférence? 

6.  —  On  inscrit  un  cercle  dans  un  triangle  équilatéral  ABC  et  on  abaisse 
la  perpendiculaire  AD.  Si  la  figure  tourne  autour  de  AD  comme  axe,  quel 
sera  le  rapport  entre  le  volume  engendré  par  le  triangle  et  le  volume  en- 
gendré par  le  cercle? 

Courbes. 

1.  —  Étant  données  une  ellipse,  une  tangente  à  cette  ellipse  et  une 
perpendiculaire  menée  d'un  des  foyers  de  l'ellipse  à  cette  tangente,  trouver 
le  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  de  la  perpendiculaire  et  de 
la  tangente. 

2.  —  Si  des  foyers  d'une  ellipse  on  abaisse  des  perpendiculaires  à  une 
tangente  à  cette  ellipse,  le  produit  de  ces  perpendiculaires  est  une  quan- 
tité constante  et  égale  au  carré  du  petit  axe. 

3.  —  Soit  une  ellipse  FF'  et  deux  tangentes  AC,  CB  à  cette  ellipse  qui 
se  rencontrent  au  point  G.  Démontrer  qu'en  joignant  les  foyers  F  et  F'  au 
point  C,  on  forme  des  angles  ACF,  BCF'  qui  sont  égaux. 

Descriptive. 

1.  — >  On  donne  les  traces  d'un  plan  et  les  projections  d'une  droite,  trou- 
verleur  angle. 

2.  —  Trouver  l'angle  de  deux  plans'  dont  on  donne  les  traces.  ^  Exa- 
miner le  cas  où  les  deux  plans  passent  par  un  même  point  de  la  ligne 
de  terre. 

3.  —  Trouver  l'angle  d'une  droite  avec  le  plan  horizontal. 

4.  —  Trouver  l'angle  de  deux  droites  dont  on  donne  les  projections. 
Examiner  le  cas  où  l'une  des  droites  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

5.  —  Les  projections  de  deux  droites  qui  se  coupent  étant  données,  trou- 
ver l'angle  de  ces  deux  droites. 

Examiner  le  cas  où  les  projections  horizontales  des  deux  droites  se  con- 
fondent. 

6.  —  On  a  les  projections  d'une  droite  et  celles  d'un  point.  Mener  par 
le  point  une  seconde  droite  faisant  un  angle  donné  avec  la  droite  donnée. 

7.  —  Trouver  l'angle  de  deux  droites  qui  se  coupent  sur  la  ligne  de  terre. 

8.  —  Par  une  droite  dont  on  donne  les  projections,  faire  passer  un  plan 
qui  fjisse  un  angle  déterminé  avec  le  plan  horizontal  de  projection. 

9.  —  Trouver  l'angle  de  deux  plans. 

Examiner  le  cas  où  l'un^des  plans  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

10.  —  Trouver  l'angle  de  deux  plans  dont  les  traces  se  coupent  sur  la 
ligne  de  terre. 
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11.  —  On  donne  les  projections  d'une  droite  et  celles  d'un  point,  troarer 
la  distance  du  point  à  la  droite. 

Angles  d'une  droite  avec  les  plans  de  projection. 

12.  —  Trouver  la  distance  d'un  point  à  un  plan  donné  par  ses  traces. 

13.  ^  Étant  données  les  projections  de  trois  points,  trouver  les  projections 
du  cercle  qui  passe  par  ces  trois  points. 

14.  —  Étant  données  les  trois  faces  d'un  angle  triëdre,  construire  les  angles 
dièdres. 

15.  —  Étant  données  la  base  d'une  pyramide  triangulaire  dans  le  plan 
horizontal,  deux  arêtes  et  la  hauteur  de  la  pyramide,  conatruire  les  pro- 
jections de  cette  pyramide. 

Le  problème  est-il  possible  t     * 

16.  —  On  donne  les  projections  d'une  sphère  et  la  projection  horizontale 
d'un  point  de  cette  sphère;'  trouver  la  projection  verticale  de  ce  point. 

17.  —  Étant  données  les  projections  d'une  sphère  et  celles  d'une  droite 
qui  rencontre  la  sphère,  trouver  les  projections' des  points  de  rencontre. 

18.  —  Inscrire  une  sphère  dans  une  pyramide  triangulaire  dont  la  base  est 
sur  le  plan  horizontal. 

19.  —  Étant  données  les  projections  d'un  cône  et  d'un  point  extérieur, 
quelles  seraient  les  parties  du  plan  vertical  et  du  plan  hori7ontal  cachées 
par  le  cône  à  un  observateur  qui  aurait  l'œil  au  point  donné. 

20.  —  On  donne  les  projections  d'un  cône  droit.  Mener  un  plan  tangent 
à  ce  cône  par  un  point  pris  hors  du  cône. 

21.  —  On  coupe  un  cône  dont  la  base  se  trouve  sur  le  plan  horizontal  de 
projection,  par  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical;  déterminer  la 
section. 

22.  —  On  coupe  une  pyramide  triangulaire  dont  la  base  est  ntuée  sur  le 
plan  horizontal,  par  un  plan  qui  fait  un  angle  a  avec  le  plan  horizontal. 
Déterminer  la  section. 

Mécàniq[ae. 

1 .  —  Un  corps  repose  sur  trois  supports.  Chercher  la  pression  en  chaque 
point  d'appui. 

2.  —  Un  corps  d'un  poids  donné  repose  au  centre  d'une  table  qui  a 
trois  pieds  placés  à  des  distances  différentes  du  centre.  Quelle  sera  la  charge 
supportée  par  chacun  des  pieds? 

3.  —  Pour  qu'un  corps  mobile  autour  d'un  point  soit  en  équilibre  il 
faut  que  le  moment  de  la  puissance  soit  égal  au  moment  de  la  résistance. 
En  déduire  que  le  travail  de  la  puissance  est  égal  au  travail  de  la  résistance. 

4.  —  Conditions  d'équilibre  d'un  corps  qui  peut  tourner  autour  d'un  axe 
et  qui  est  sollicité  par  plusieurs  forces. 

5.  —  Résultante  de  deux  forces  parallèles  et  de  sens  contraire,  appliquées 
aux  extrémités  d'une  droite. 

6.  —  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  cylindre  formé  avec  un  cylindre 
en  fer  et  un  autre  en  platine,  placés  bout  à  bout. 

7.  —  Deux  barres  métalliques  d'égale  longueur  et  d'égale  grosseur  ont  été 
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soudées  bout  à  bout.  La  densité  de  l'une  est  8;  celle  de  l'autre  est  21. 
Trouver  le  centre  de  gravité  du  barreau. 

8.  —  On  lance  un  corps  de  bas  en  haut;  au  bout  de  10  secondes  il  s'ar- 
rête; on  demande  quelle  était  sa  vitesse  initiale.  On  demande  en  outre 
l'espace  parcouru. 

9.  —  Un  corps  tombe  pendant  10  secondes,  on  demande  l'espace  parcouru 
pendant  la  dernière  seconde. 

10.  —  Un  corps  tombe  librement  pendant  10  secondes,  on  demande  l'es- 
pace parcouru  pendant  la  neuvième  seconde. 

11.  —  Un  corps  est  lancé  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  initiale  de 
9i"*,8o  par  seconde.  Dans  combien  de  temps  sera-t-il  revenu  à  son  point  de 
départ? 

12«  —  Quelle  vitesse  initiale  doit  posséder  un  corps  qui  tombe  dans  le 
vide,  pour  parcourir  200  mètres  en  2  secondes. 

13.  —  Conditions  d'équilibre  de  deux  forces  appliquées  aux  moufles. 

14.  —  Condition  d'équiliBre  de  deux  forces  sur  le  treuil, 

15.  •—  Condition  d'équilibre  d'une  romaine.  Condition  d'équilibre  de  la 
poulie  fixe. 

16.  —  Comment  démon tre-t-on  dans  le  treuil  que  le  travail  de  la  puissance 
est  égal  au  travail  de  la  résistance. 

17.  —  Condition  d'équilibre  de  deux  forces  appliquées  à  un  levierdu  se- 
cond genre, 

18.  --  Travail  des  forces. 

Condition  d'équilibre  de  deux  forces  qui  agissent  sur  un  levier  du  pre- 
mier genre. 

19.  —  Conditions  que  doit  remplir  une  balance,  pour  être  juste  et  sensible. 

20.  —  Condition  d'équilibre  de  deux  forces  qui  agissent  sur  un  corps  qui 
glisse  sur  un  plan  incliné.  Mouvement  de  ce  corps. 

21.  —  Étant  donné  un  levier,  le  disposer  de  façon  à  soulever  avec  un 
eflbrt  de  5  kilog.,  un  poids  de  3o  kilog. 

22.  —  Travail  des  forces  dans  un  levier  du  premier  genre. 

23.  —  Conditions  d'équilibre  de  la  balance  romaine. 


NOTE  SUR  LE  CENTRE  DE  GRAVITÉ  DU  TRAPÈZE 

par  M«  Bezier,  professeur  de  mathématiques  au  Lycée  de  Ne  vers. 


Considérons  un  trapèze  ABGD  dont  nous  désignerons  les 
deux  bases  A6,  CD,  par  B  et  b.  II  a  son  centre  de  gravité 
sur  la  droite  EF  qui  joint  les  points  milieux  E,  F,  des  deux 
bases  et  s,ur  la  droite  HI  qui  joint  les  centres  de  gravité 
des  triangles  ABC,  ACD.  Donc  le  centre  de  gravité  du  tra- 
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pëze  se  trouve  à  rintersection  G  de  ces  deux  droites.  Menons 
HK  et  IL  parallèles  aux  bases  du  trapèze. 
Remarquons  maintenant  que  : 

FL  =  KE  =  LK  =  4-  EF 

3 

en  vertu  des  constructions  précédentes. 

Cela  posé  les  triangles  semblables  GIL,  GKH  donnent  ; 

GK   _    GL   _      KL       _       GF  GE 

6     ~     B     ""B4-6""2B4-6     B  +  26 

d'oii  l'on  déduit: 

GE   _   B  +  26 

GF"  ~   2B  +  6 

Ce  qui  conduit  à  la  construction  connue  que  Ton  démontre 
d'ordinaire  à  l'aide  du  théorème  des  moments  des  forces 
parallèles. 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES  (Paris). 

Session  d'avril. 

1.  —  Calculer  à  un  millimètre  près  les  dimensions  du 
litre  sachant  qu'il  a  la  forme  d'un  cylindre  dans  lequel  le 
diamètre  de  la  base  est  égal  à  la  moitié  de  la  hauteur. 

2.  —  A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  nombres 
positifs  a,  5,  c  pour  qu'il  existe  un  angle  réel  A  vérifiant 
l'équation  a*  =  fe^  -|-  c*  —  26c  cos  A. 

3.  —  Partager  un  arc  de  3o*>  en  deux  parties  telles  que 
le  sinus  de  la  première  soit  triple  du  sinus  de  la  seconde. 

4.  —  Connaissant  tff  a  trouver  sin  —  ,  cos  —  .  Application 

22 

au  cas  où  l'on  a  tg  a  =  y^'T. 

5.  —  Sur  chacun  des  côtés  d'un  rectangle  comme  hypoté- 
nuse, on  construit  en  dehors  du  rectangle  un  triangle  rectan- 
gle isoscèle.  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  des  valeurs 
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que  prend  Taire  de  la  figure  totale  lorsqu'on  fait  varier  les 
côtés  du  rectangle,  de  manière  que  la  diagonale  de  celui-ci 
conserve  une  valeur  constante  2a. 

6.  —  Calculer  le  rayon  de  la  base  d'un  cône  circulaire  droit, 
connaissant  sa  hauteur  H  et  sachant  que  sa  surface  totale 
est  égale  à  la  surface  latérale  d'un  cylindre  droit  de  même 
base  et  de  même  hauteur. 

7.  —  La  base  inférieure  d'un  tronc  de  pyramide  régulière, 
à  bases  parallèles  est  un  triangle  équilatéral  dont  le  côté  a 
est  donné.  Calculer  le  côté  de  la  base  supérieure,  sachant 
que  le  volume  du  tronc  de  pyramide  est  égal  au  volume 
du  prisme  dont  la  base  est  la  base  inférieure  du  tronc  et  la 
hauteur  moitié  de  celle  du  tronc. 


ACADÉMIE  DE  TOULOUSE 


Goncoors  de  1876. 


Par  deux  points  donnés  A  et  B  pris  sur  une  circonférence  dont  0  est  le 
centre  et  dont  le  rayon  OA  est  donné,  mener  deux  cordes  parallèles  AA', 
BB'  telles  que  le  trapèze  ABA'B'  soit  équivalent  à  un  carré  donné. 

Parmi  tous  les  trapèzes  ainsi  formés  quel  est  celui  dont  l'aire  est  maxima? 


ACADÉMIE  DE  GRENOBLE 


GôncooTB  de  1876. 


On  donne  deux  sphères  tangentes  extérieurement,  et  un  cône  circonscrit 
à  ces  deux  sphères.  On  demande  :  !•  de  calculer,  en  fonction  des  rayons  de 
ces  sphères,  le  volume  V  compris  entre  les  trois  corps;  2«  les  centres  des 
deux  sphères  restant  flxes,  on  demande  de  calculer  les  rayons  R  et  r  de 
manière  que  le  volume  ait  une  valeur  donnée.  ~  Discussion.  —  Nombre  de 
solutions.  —  Conditions  de  possibilité.--  Maiimun  de  volume. 

[Math,  élémen,) 

1.  —  On  donne  un  vase  prismatique  droit  dont  le  fond  est  un  triangle 
équilatéral  ayant  un  décimètre  de  côté,  et  la  hauteur  4  centimètres.  U 
est  éclairé  par  des  rayons  lumineux  parallèles,  situés  dans  des  plans  per- 
pendiculaires à  la  ligne  de  terre,  venant  de  haut  en  bas,  et  à  45*  sur  les 
plans  de  projection.  On  denuinde  Tombre  sur  les  parois  intérieures  du 
vase. 

2.  —  On  a  un  système  de  deux*  poids  reliés  par  unfllACB,  flxé  en  A,  pas- 
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sant  en  G  sur  une  poulie  mobile  supportant  le  poids  Q,  et  en  B  sur  une 
poulie  fixe;  à  Textrémité  libre  est  le  poids  P.  On  demande  la  valeur  nu-' 
mérique  de  l'angle  BCD  que  fait,  dans  la  position  d'équilibre,  le  fil  BC  avec 

p 
la  verticale  CD  :  !•  lorsque  P  =  Q;  2»  lorsque  Q  =  :  dans  ce  dernier 

10 

cas,  calculer  BC  et  AG  en  supposant  A  et  B  à  la  même  hauteur  et  AB  a 
o",  5o.  {Enseignement  spécial] 


CONCOURS  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  1877 

On  considère  toutes  les  coniques  circonscrites  k  un  triangle  ABC  rectangle 
en  A  et  telles  que  les  tangentes  en  B  et  G  à  ces  coniques  aillent  se  couper 
sur  la  hauteur  du  triangle. 

On  demande  : 

1*  Le  lieu  du  point  de  concours  des  normales  en  B,  G  à  ces  coniques. 

2*  Le  lieu  des  centres  de  ces  coniques.  On  distinguera  les  points  du  lieu 
qui  sont  centre  des  ellipses  de  ceux  qui  sont  centres  des  hyperboles. 

3*  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  quelconque  D.  Ce  lieu  est  une  conique  ; 
on  considère  toutes  les  droites  D  pour  lesquelles  cette  conique  est  une  para- 
bole et  l'on  demande  le  lieu  des  projections  du  point  A  sur  ces  droites. 


CONCOURS  ACADÉMIQUES  DE  1877 


ACADÉMIE  DE  BORDEAUX 

1.  —  Résoudre  le  système  d'équations 

X  sin  a  +  y  sin  2a  =  sin  3a. 
X  sin  3a  -f-  V  sin  6a  =  .sin  ga. 
Transformer  les  valeurs  obtenues  de  manière  à  réduire  leurs  numérateurs 
et  leur  dénominateir  commun  à  des  monômes. 

Vérifier  que  les  expressions  obtenues  satisfont  aux  équations  proposées 
en  prenant  a  =  i4i<'i'. 

2.  —  Démontrer  que  dans  un  tétraèdre  les  droites  EI,KGquijoignentles 
milieux  de  deux  couples  d'arêtes  opposées  sont  situées  dans  un  même  plan 
parallèle  k  chacune  des  arêtes  AG,  BD  du  troisième  couple.  —  Démontrer 
ensuite  que  si,  dans  un  tétraèdre,  les  arêtes  opposées  sont  égales  deux  à 
deux,  la  droite  FH,  qui  joint  les  milieux  d'un  de  ces  couples  est  perpen- 
diculaire au  plan  des  deux  lignes  qui  joignent  les  milieux  des  deux  autres 
couples.  [Mathém.  élém,] 

ACADÉMIE  DE  CAEN 

1.  —  On  donne  un  rectangle  dont  on  prolonge  au  besoin  les  côtés,  et  on 
demande  d'inscrire  dans  ce  rectangle  un  losange  de  surface  donnée.  Remar- 
quer: 1*  le  cas  du  losange  de  surface  minimum;  2*  le  cas  du  losange  équi- 
valent en  surface  au  rectangle;  3*  le  cas  où  le  losange  et  le  rectangle  ont 
une  diagonale  commune. 
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2. — Oiidonneun  tronc  de  pyramide  régulière  triangulaire  dont  la  hauteur 
est  égaie  à  4  centimètres;  le  côté  de  la  petite  base  a  5  centimètres,  et  celui 
de  la  grande  base  10  centimètres.  Ce  tronc  repose  sur  le  plan  horizontal 
par  sa  grande  base  dont  une  arête  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre; 
on  le  fait  tourner  autour  de  cette  arête  jusqu'à  ce  que  la  face  latérale  adja- 
cente vienne  s'appliquer  sur  le  plan  horizontal.  On  demande  de  construire 
les  projections  du  tronc  considéré,  d'abord  dans  sa  position  initiale,  puis 
renversé  sar  le  plan  horizontal.  [Enseignement  spécial.) 


ACADÉMIE  DE  CLERMONT 

Trouver  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  qui  coupent  une 
surface  du  second  degré  donnée  suivant  deux  coniques  dont  l'une  est  fixe 
et  donnée,  et  dont  l'autre  mobile,  a  son  plan  qui  tourne  autour  d'un  point 
fixe  donné.  [Malhématiqties  spéciales.)  (i) 

On  donne  une  circonférence  et  deux  points  pris  arbitrairement  dans  son 
plan;  démontrer  qu'il  y  a  généralement  un  point  de  la  circonférence  pour 
lequel  le  rapport  des  distances  aux  deux  points  donnés  est  un  maximum, 
et  un  autre  où  il  est  minimum.  Déterminer  la  position  de  ces  points  et 
la  valeur  du  rapport  maximum  ou  minimum.  —  On  suppose  en  particulier 
r  =  4  mètres;  les  deux  points  sont  à  3  mètres  l'un  de  l'autre  et  tous  deux 
à  une  même  distance  5  mètres  du  centre  de  la  circonférence. 

(Malhématiques  élémentaires.) 


ACADÉMIE   DE  DIJON 

1.  —  Dans  un  triangle  ABC  on  donne  l'angle  A,  et  les  longueurs  n,  p 
des  médianes  qui  aboutissent  respectivement  aux  sommets  B,  C.  On  demande 
de  construire  géométriquement  le  triangle  et  de  calculer  en  fonction  des 
données  A,  n,  p,  les  longueurs  des  côtés  AC,  AB. 

2.  -*  On  donne  un  cercle  et  un  point  A  dans  son  plan.  Déterminer  par 
une  formule  logarithmique  les  variations  de  l'angle  sous  lequel  on  voit  du 
point  A  le  diamètre  du  centre,  lorsque  cp  diamètre  prend  toutes  les  direc- 
tions possibles  autour  du  centre. 

(Mathématiques  élémentaires.) 

Dans  un  rhomboèdre  (parallélipipède  dont  toutes  les  faces  sont  des  losanges 
égaux),  il  existe  une  diagonale  nommée  axe  dont  les  extrémités  Oi,  0,  sont 
les  sommets  de  deux  trièdres,  réguliers  chacun,  et  égaux  l'un  À  l'autre. 
Soient  0,  A,,  0,  B,,  0,  Ç,,  les  arêtes  du  solide  qui  concourent  en  0,,  et 
0,  Aj,  0,  B2,  Oj  Ca,  celles  qui  concourent  en  O2,  les  lettres  étant  placées  de 
telle  sorte  que  les  droites  A,  A,,  B,  B,,  C,  C,,  soient  les  trois  autres  diagonales 
du  rhomboèdre;  on  demande  :  1*  de  démontrer  que  les  points  milieux  des 
arêtes  A,  B,,  B3  Ci,  Ci  A3,  A,  Bi,  B,  C2,  C,  Ai  sont  les  sommets  d'un  hexagone, 
plan  régulier,  dont  le  centre  coïncide  avec  le  point  milieu  de  l'axe  0|  0,, 


(1)  Cette  composition  a  été  donnée  pour  un  concours  entre  les  académies 
de  Clermont,  Dijon  et  Poitiers. 
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et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  sur  celte  ligne  droite.—  2»  de  calculer 
au  moyen  du  côté  a  du  rhomboèdre^  et  de  la  valeur  commune  ai  des  faces 
des  trièdres  0„  Oj,Ia  longueur  de  l'axe  0,  Oj,  et  la  longueur  commune  des 
trois  autres  diagonales  k^  A,.  Bi  B,,  Ci  Cj. 

Construire  les  projections  d'un  rhomboèdre  déterminé  par  les  données 
0  =  4  cent.  ;  <«>  =  6o%  en  supposant  l'axe  0,  0,  perpendiculaire  sur  le  plan 
horizontal  et  s'y  appuyant  par  son  extrémité  inférieure  0,;  le  solide  est 
situé  tout  entier  en  avant  du  plan  vertical,  et  tellement  orienté  que  les 
projections  verticales  de  deux  arêtes  quelconques  ne  fassent  pas  partie  d*une 
même  droite.  [Enseignement  spécial.) 

[Pour  les  Mathématiques  spéciales,  voir  l Académie  de  Clermont,) 


ACADÉMIE  DE  DOUAI 

1.  —  On  donne  la  projection  A'B'  =  a  d'un  arc  circulaire  sur  une  de  ses 
tangentes,  et  les  distances  Xk'  =.  A,  BB'  =  h'  de  cette  tangente  aux  deux 
exlrémités  de  l'arc.  On  demande  : 

1*  De  calculer  le  rayon  R  de  l'arc.  _^ 

2*  D'obtenir  directement  une  formule  approchée  très-simple  de  v/'2H  pour 
le  cas  où  l'arc  n'est  qu'une  petite  fraction  d'une  circonférence  entière. 

2.  —  Étant  donné  un  tétraèdre  ABGD,  on  mène  un  plan  PQ  parallèle  à 
deux  arêtes  opposées  AB  et  CD.  On  demande  :  1"  que  sont  les  sections  faites 
dans  le  tétraèdre  par  des  plans  parallèles  à  PQ;  2**  quel  est  le  rapport  des 
deux  volumes  dans  lesquels  se  trouve  divisé  le  tétraèdre  par  une  lame  droite 
et  mobile  MN  qui  le  coupe  en  s'appuyant  constamment  sur  les  deux  arêtes 
AD,  BC  et  en  restant  constamment  parallèles  au  plan  PQ. 


ACADÉMIE  DE  GRENOBLE 

La  figure  formée  par  une  demi-circonférence  ACA',  deux  tangentes  AB, 
A'Bf  menées  aux  extrémités  du  diamètre  AA',  et  une  troisième  tangente  tou- 
chant la  circonférence  en  G  et  limitée  aux  points  où  elle  rencontre  les  deux 
premières,  tourne  autour  du  diamètre  AA'.  On  demande  :  1*  de  calculer  le 
volume  engendré  par  le  triangle  BDB",  le  sommet  D  étant  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  C  sur  AA';  2^  de  calculer  le  volume  engendré  par 
chacun  des  deux  triangles  m ixti lignes  formés  par  deux  des  tangentes  et 
l'arc  compris;  3*  de  déterminer  le  point  C  par  la  condition  que  la  différence 
entre  la  somme  des  deux  volumes  précédents  et  le  volume  engendré  par 
le  triangle  ACA'  ait  une  valeur  donnée.  (Math,  élémen.) 

1.  —  On  donne  un  prisme  hexagonal  régulier,  reposant  par  sa  base  sur  le 
plan  horizontal.  Le  côté  ab  de  la  base  du  prisme  est  parallèle  à  la  ligne 
de  terre,  et  égal  à  4  centimètres.  La  distance  oc  du  centre  de  l'hexagone  à 
la  ligne  de  terre  est  aussi  de  4  centimètres.  On  donne  un  plan  pp'  dont 
la  trace  horizontale  passe  par  le  point  0,  et  dont  les  traces  font  des  angles 
de  45*  avec  la  ligne  de  terre.  Déterminer  la  projection  verticale  de  l'in- 
tersection et  la  vraie  grandeur  de  cette  section  en  rabattant  sur  le  plan  ver- 
tical. 
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2.  — -  Un  mobile  tombe  suirant  AB;  il  part  de  A  avec  une  rltesse  de 
lo  mètres  par  seconde,  et  il  parcourt  AB  =  loo  mètres.  Combien  mettra-t-il 
de  temps  pour  venir  de  A  en  B,  et  quelle  sera  sa  vitesse  au  point  B? 

[Enseignement  spécial,) 


ACADÉMIE  DE  LYON 

Trouver  l'enveloppe  des  axes  des  sections  coniques  tangentes  à  deux 
droites  données  en  des  points  donnés.  {Mathématiques  spéciales.) 

1.  —Démontrer  que  Arc»  -f-  2Brcy  +  AV  +  2Ca;  -f  2C'y+  D  est  tou- 
jours décomposable  en  une  somme  de  carrés.  —  Dans  quel  cas  la  décom- 
position peut-elle  faire  voir  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction? 
—  Cas  où  elle  peut  se  décomposer  en  un  produit  de  facteurs  linéaires  plus 
un  nombre  constant. 

2.  —  Trois  cercles  concentriques  étant  donnés,  ainsi  qu'un  triangle 
A|  As  A3  dont  les  sommets  sont  respectivement  sur  les  trois  cercles,  on  forme 
le  triangle  A|OB,  semblable  à  ce  triangle.  Calculer  AjB  en  fonction  des 
rayons  des  cercles  donnés  et  de  AiB.  £n  déduire  la  solution  de  ce  problème: 
Construire  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné  et  dont  les  sonunets 
soient  respectivement  sur  trois  circonférences  concentriques  données. 

{Mathématiques  élémentaires.) 


ACADÉMIE  DE  MONTPELLIER 

Étant  donnés  un  ellipsoïde  rapporté  à  son  centre  et  à  son  axe  et  une 
surface  quelconque  du  second  ordre,  trouver  l'équation  de  la  surface  S  lieu 
des  centres  des  sections  faites  dans  la  deuxième  surface  par  les  plans  tan- 
gents à  l'ellipsoïde.  En  supposant  que  la  deuxième  surface  soit  un  hypcr- 
boloïde  concentrique,  et  ayant  ses  axes  dirigés  suivant  les  mêmes  droites, 
discuter  les  courbes  qui  résultent  de  l'intersection  de  la  surface  S'  par  les 
plans  de  coordonnées.  —  Chercher  l'intersection  de  cette  surface  par  une 
surface  da  second  ordre  concentrique  et  homothétique  À  Thyperboloïde.  En 
déduire  un  certain  mode  de  génération  de  la  surface  en  considérant  le 
rapport  de  similitude  comme  paramètre  variable.  [Mathém,  spéc) 

Déterminer  algébriquement  la  hauteur  et  les  rayons  de  bases  d'un  tronc 
de  cône  inscrit  à  une  sphèr3  et  dont  on  donne  l'apothème  et  la  surface 
totale.  —  Discussion  de  la  formule.  —  Trouver  le  volume  du  troncide  cône 
et  l'aire  de  la  section  méridienne.  {Mathém.  élém.) 


ACADÉMIE  DE  NANCY 

1.  —  Étant  données  doux  sphères,  déterminersur  la  ligne  des  centres  un 
point  tel  que  la  somme  des  zones  visibles  de  ce  point  soit  maximum  ou 
minimum. 

2.  —  Déterminer  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  l'équation 

sin  {x  —  a)  =  sin  x  —  sin  a. 

{Mathém,  élém.) 
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ACADÉMIE  DE  PARIS 
[Les  Lycées  de  Paris  et  de  Versailles  ne  prennent  pas  part  à  ce  concours.) 

1.  —  Étant  donnés  deux  cercles  et  une  droite,  construire  un  (cercle  qui 
coupe  à  angle  droit  les  deux  cercles  ainsi  que  la  droite  donnée. 

2.  —  Étant  donnée  une  équation  du  second  degré,  en  former  une  seconde 
qui  admette  pour  racines  celles  de  la  première  augmentées  chacune  de 
leur  inrerse.  (Mathématiqttes  élémentaires.) 

1.  —  On  donne  un  plan  et  la  projection  horizontale  ab  d'une  droite  si- 
tuée dans  ce  plan;  on  demande  de  faire  passer  par  cette  droite  un  plan 
qui  fasse  avec  le  premier  un  angle  donné. 

2.  —  Transformation  du  mouvement  rectiligne  alternatif  [en  circulaire 
continu.  —  Parallélogramme  de  Watt.  [Enseignement  spécial.) 


ACADÉMIE  DE  POITIERS 

Deux  sphères  0  et  (K  se  coupent.  Les  rayons  de  ces  sphères  sont  b  +  a 
et  &  —  a;  la  distance  des  centres  est  2C.  Evaluer  le  volume  compris  dans 
la  sphère  0  en  dehors  de  la  sphère  0',  et  dans  la  sphère  0'  en  dehors  de 
la  sphère  0.  Comment  varie  le  rapport  de  ces  volumes  quand,  a  et  c  con- 
servant des  valeurs  constantes,  on  fait  varier  b  ?  (Mathématiques  élém.) 

On  donne  un  solide;  les  deux  bases  sont  deux  carrés;  la  base  inférieure 
est  dans  le  plan  horizontal  de  projection;  la  base  supérieure  est  dans  un 
plan  horizontal.  Les  centres  des  deux  bases  sont  sur  une  même  verticale, 
mais  les  côtés  de  l'une  sont  parallèles  aux  diagonales  de  l'autre.  On  joint 
un  sommet  de  la  base  inférieure  aux  deux  sommets  les  plus  rapprochés  de 
la  base  supérieure.  On  coupe  le  solide  ainsi  formé  par  un  plan  horizontal 
passant  par  le  milieu  de  la  hauteur. 

Représenter  :  1*  Les  projections  du  solide  sachant  que  l'un  des  côtés  de 
la  base  fait  un  angle  de  22*  3o'  avec  la  ligne  de  terre;  2*  Les  projections 
de  la  section  fait&  par  le  plan  donné. 

Calculer  la  surface  de  cette  section,  et  le  volume  du  solide. 

[Enseignement  spécial.) 

[Pour  les  Mathématiques  ^>éciales,  voir  Académie  de  Clermont.) 


ECOLE   NAVALE 


CONCOURS  DE  1877. 


Géométrie  doscriptiTe  (Ih.  30m.). 

Trois  points  A,  B,  C,  du  premier  dièdre  sont  dans  des  plans  de  profil, 
distants  de  2  centime  très  pour  les  points  A  et  B,  et  de  6  centimètres  pour 
les  points  B  et  C.  Le  point  A  est  distant  de  3  centimètres  du  plan  horizontal 
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et  de  I  centimètre  du  plan  vertical  ;  le  point  B  est  distant  de  6  centimètres 
du  plan  horizontal  et  de  3  centimètres  du  plan  vertical;  le  point C est  dis- 
tant de  3  centimètres  du  plan  horizontal  et  de  2  centimètres  du  plan  ver- 
tical. Déterminer  les  traces  du  plan  qui  passe  par  les  deux  points  A  et  B, 
et  est  distant  de  3  centimètres  du  point  G.  Mesurer  et  donner  l'angle  de  ce 
plan  avec  le  plan  déterminé  par  les  trois  points  donnés. 

Algèbre  et  Trigonométrie  reotiligne  [2  heures). 

Dans  un  triangle  ABC,  on  donne  b  =  5i7"»,i35;  c  =  862,256,  et  l'on 
sait  que  l'angle  A  satisfait  à  la  condition 

cos  2A  •=  1,375  (cos  A  —  sin  A) 
Résoudre  le  triangle  et  calculer  la  surface. 

Arithmétique  et  Géométrie  [2  heures). 

Le  volume  d'un  cylindre  icR^H=  loooo^'jSy.  La  hauteur  H  =  lo".  On 

22 
prend  pour  ic-la  valeur  rigoureuse  — ;  on  trouve  ainsi  une  valeur  exacte 

7 
de  R',  dont  on  cherche  la  racine  carrée  avec  6  décimales;  puis  on  suppri- 
mera la  quatrième  décimale  dans  R^  et  on  calculera  de  nouveau  la  racine 
carrée   avec  6  décimales.  La  comparaison  des  deux  racines   conÛrnie-L-clle 
Tapproximation  donnée  par  la  théorie? 

±  —  Dans  un  cercle  donné  par  son  centre  et  son  rayon,  on  inscrit  un 
triangle  rectangle  isoscèle  BAC.  Les  bissectrices  des  angles  aigus  B  et  C  ren- 
contrent les  quadrants  opposés  en  P  et  Q,  et  coupent  en  0'  la  bissectrice  de 
l'angle  droit.  Le  point  0'  est  le  centre  du  cercle  inscrit,  dont  on  demande 
le  rayon.  Les  points  de  contact  M  et  N  avec  les  côtés  de  l'angle  droit  BAet 
CA  sont  sur  la  droite  PQ;  le  quadrilatère  OBMP  est  un  losange;  l'on  a 
MQ  =  NP  =r=  MA.  La  corde  OM  =  O'P.  Le  triangle  CO'P  est  isoscèle; 
et  l'on  a  OB  X  OT  =  2Rr  =  R^  ~  r>.  (Les  candidats  se  servant  des  mêmes 
lettres  que  dans  l'énoncé,  pourront  employer  plusieurs  figures.)  —  (U  n'y 
avait  pas  de  figure  sur  le  texte  de  la  composition.] 


ECOLE  POLYTECHNIQUE 


Composition  d'admissibilité. 

i.  —  On  donne  une  surface  rapportée  à  un  système  de  plans  coordonnés 
rectangulaires  : 

3x^  —  3y^  -I-  j5^  —  2yx  —  4zx  +  Sooy  +  Sa?  —  61/  -f  2»  =  o. 

Trouver  l'équation  de  la  même  surface  par  rapport  à  un  même  système 
de  plans  principaux. 

Opérer  directement  en  supposant  l'équation  du  plan  diamétral  connue. 

2.  —  Démontrer  que  dans  une  équation  à  coefficients  réels,  qui  a  ses 
racines  réelles,  le  nombre  des  racines  positives  est  égal  au  nombre  des  varia- 
tions du  premier  membre  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  dex. 

On  supposera  connue  la  règle  des  signes  de  Descartes. 
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Composition  d'admissioii; 

Soit  —  —  n  =  '  TéquatioD  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes,  Ç  et  îj 

les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  de  l'hyperbole.  Par  ce  point  M  on 
mène  deux  tangentes  à  l'hyperbole  la  touchant  en  À  et  B.  Trouver  l'équa- 
tion du  cercle  passant  par  À  et  D  et  le  centre  0  de  l'hyperbole. 

Ce  cercle  rencontre  r)\^'perbole  en  C  et  D  distincts  de  A  et  B.  Trouver 
l'équation  de  la  droite  CD. 

Si  M  décrit  une  ligne  droite,  aux  diverses  positions  du  point  M  corres- 
pondent diverses  positions  de  CD.  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  du  centre  de  l'hyperbole  sur  ces  droites. 

MÉLANGES 


DU  ROLE  DE  L'EXPERIENCE 

DANS  LES  SCIENCES    EXACTES 

par  M.  «i.  Hottol»  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Bordeaux. 

(Voir  page  li8.) 


Celle  Géoméirie  générale  peul  èlre  développée  jusqu'au 
boul,  sans  que  rien  n'oblige  à  déterminer  d'une  manière 
quelconque  un  cerlain  paramèlre  arbitraire,  qui  entre  dans 
la  plupart  des  relations  métriques.  Elle  est  absolument  vraie 
indépendamment  de  cette  détermination,  et  si  l'expérience 
venait  à  nous  offrir  un  espace  où  les  relations  métriques 
fondamentales  fussent  vérifiées  par  une  valeur  de  ce  par- 
amètre autre  que  zéro ,  toutes  les  déductions  obtenues 
seraient  vérifiées  par  cette  espace.  C'est  ainsi  que  M.  Bel- 
Irami  a  constaté  que  la  Géométrie  plane  de  Lobatchefsky 
et  de  Bolyai  trouvait  sa  réalisation  complète  dans  les  sur- 
faces à  courbure  constante  négative. 

Mais,  pour  obtenir  avec  l'expérience  un  accord  aussi  com- 
plet que  possible,  on  est  amené  à  choisir,  parmi  toutes  les 
valeurs  que   peut  prendre  le  paramètre  en  question  (1),  la 

(1)  Ce  paramètre  pourrait  recevoir  non-seulement  des  valeurs  négatives 
qui  répondraient  à  la  Géométrie  de  Lobatchefsky  ou  Géométrie  hyperbolique 
(Voir  Klein,  MaUi.  Ànnalen,  t.  YI,  p.  112).  comme  on  l'a  nommé  dans  ces 
dernier  temps,  mais  encore  des  valeurs  positives,  comme  dans  la  Géométrie 
elliptique,  où  les  lignes  de  plus  courte  distance  peuvent  se  rencontrer  en 
plus  d'un  point. 
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valeur  zéro,  qui  se  trouve  en  même  temps  correspondre 
au  cas  le  plus  simple  et  le  plus  facile  à  traiter.  On  obtient 
de  cette  manière  la  Géométrie  euclidienne  ou  Géométrie 
ordinaire.  Ge  choix  du  paramètre  répond,  sous  sa  forme  élé- 
mentaire, à  rhypothèse  d'une  direction  unique  pour  le 
parallélisine. 

Jusqu'à  quel  point-ce  choix  était-il  imposé  par  Texpérience? 
C'est  ce  qu'on  n'avait  jamais  su  avec  précision  avant  les 
dernières  recherches  de  Legendre  et  de  Lobatchefsky.  On 
savait  déjà  que  les  observations  les  plus  précises  n'avaient 
indiqué  jusque-là  aucun  désaccord  avec  la  Géométrie  eucli- 
dienne. Mais  ce  sont  ces  deux  géomètres  qui  ont  démontré 
les  premiers  que,  si  l'accord  a  lieu  pour  des  figures  (Je 
grandes  dimensions,  il  a  lieu  à  plus  forte  raison  pour  des 
figures  de  dimensions  moindres,  et  leurs  conclusions  ont 
donné  à  la  vérification  expérimentale  de  l'hypothèse  eucli- 
dienne une  valeur  et  une  portée  incomparablement  supé- 
rieures à  ce  que  l'on  peut  obtenir  d'analogue  pour  les  autres 
sciences  physiques. 

Ge  n'est  pas  ainsi,  on  le  sait,  que  J'expérience  a  parlé 
aux  premiers  inventeurs  de  la  Géométrie,  qui,  ainsi  que  le 
font  encore  bien  des  modernes,  ont  confondu  les  données 
expérimentales  avec  celles  de  la  raison  pure.  L'hypothèse 
euclidienne  a  été  admise  au  nom  de  ce  qu'on  appelle  Tétn- 
dencBy  c'est-à-dire  d'un  troisième  moyen  de  connaître  l'in- 
termédiaire entre  l'expérience  et  le  raisonnement,  et  parti- 
cipant à  la  fécondité  de  l'une  et  à  la  certitude  de  l'autre. 
Pour  nous  révidence  n'est  autre  chose  qu'une  expérience  si 
souvent  répétée  que  la  force  de  l'habitude  nous  en  a  fait 
perdre  la  conscience,  et  dont  les  résultats,  conservés  par 
la  mémoire,  nous  dispensent  de  la  reproduire  matériellement 
chaque  fois  que  nous  voulons  y  recourir.  Il  nous  est  impos- 
sible d'admettre  cette  entité,  si  commode  à  invoquer  quand 
les  raisons  solides  font  défaut. 

On  a  remarqué,  en  jugeant  soit  d'après  une  construction 
géométrique,  soit  d'après  les  indications  d'un  œil  exercé, 
que  si  l'on  fait  tourner  tant  soit  peu  une  parallèle  à  une 
droite  autour  d'un  de  ses  points,  on  obtenait  une  rencontre 
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des  deux  droites.  Cela  a  suffi  pour  faire  introduire  ce  fait 
parmi  les  principes,  et  on  l'y  a  maintenu,  parce  que  toutes 
ses  conséquences  se  sont  trouvées  conformes  aux  expériences 
les  plus  variées  de  la  vie  de  chaque  jour,  aussi  bien  qu'aux 
mesures  scientifiques  les  plus  précises. 

Il  nous  parait  donc  bien  établi  que  la  Géométrie,  comme 
la  Mécanique,  l'Optique,  la  théorie  de  la  Chaleur  ou  celle 
de  l'Électricité,  se  compose  ;  1®  d'une  partie  physique,  plus 
restreinte,  à  la  vérité,  que  dans  les  autres  sciences,  mais 
à  laquelle  sont  dues  les  hypothèses  fondamentales  relatives 
aux  propriétés  de  l'espace,  et  qui  comprend  aussi  les  appli- 
cations de  cette  science  à  l'étude  de  la  nature  :  l'Astro- 
nomie pratique,  la  Géodésie,  la  Topographie,  etc.;  2**  d'une 
partie  théorie  et  abstraite,  qui  met  en  œuvre  les  hypothèses, 
quelles  qu'elles  soient,  fournies  par  la  partie  physique,  et 
qui  seule  a  droit  au  titre  de  science  exacte.  C'est  à  cette 
dernière  partie  seule  qu'appartient  la  certitude  mathématique, 
laquelle  ne  porte  que  sur  l'accord  des  hypothèses  avec 
leurs  conséquences,  et  nullement  sur  la  valeur  des  hypo- 
thèses elles-mêmes.  Le  contrôle  des  hypothèses  appartient 
exclusivement  à  la  partie  physique,  qui,  après  les  avoir 
suggérées  à  la  science  abstraite,  a  encore  à  apprécier 
leur  exactitude  soit  directement,  soit  d'après  leurs  consé- 
quences. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTION  7. 
HoliitioB  par  M.  Bibttb,  élève  du  Lycée  du  Havre. 

On  donne  un  secteur  circulaire  dont  Vangle  au  centre  est  2(jl, 
et  Fon  demande  d*inscrire  dans  ce  secteur,  en  plaçant  deux 
sommets  sur  Varc,  un  rectangle  dont  la  surface  soit  maxima. 

Soit  COM  =  a?  et  S  la  surface  du  rectangle,  on  a  : 

S  =  CF.  CD. 
Dans  le  triangle  COK,  on  a  : 

DK  =  OC  sin  ce  =  R  sin  x 
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donc  :  GF  =  2R  sin  x 

Dans  le  triangle  GDO,  on  a  : 


CD 


OD 


sin  GOD       sin  DCO 


(i) 


or  : 


COD  =  a  —  X,  DCO  =  x 

Rsin  X 

m 


OD  = 


sin  a 


en  portant  ces  valeurs  dans  (1)  on  a  : 

R  sin  (a  —  x) 


CD  = 


donc  : 


S  = 


sm  a 

2R*  sin  X  sin  (a  —ce) 
sin  a 


cr  :        2  sin  x  sin  (a  —  x)  =:  cos  {2X  —  a)  —  «oS  a 

par  suite  :      S  =  - —  [cos  i2X  —  a)  —  cos  al- 
^  sin  a  •■  .  -* 

S  sera  le  maximum  en  même  temps  que  cos  (2a?  —  a). 

La  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre  cos  (20?  —  a) 
est  I ,  on  a  donc  au  maximum 

cos  (2X  —  a)  =  I 
par  suite  2X  —  a  =  o 

d  ou  ;  x  =  — . 

2 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lorain,  de  Semur;  Richard, 
de  Chartres;  Simon,  d'Avignon. 


QUESTION  19. 
Solution  par  M.  Jullidière,  élève  au  Lycée  de  Mont-de-Marsan. 

Un  point  fixe  0  est  donné  dan^  un  angle  plan  A.  Par  0,  on 
mène  une  transversale  rencontrant  les  côtés  de  Vangle  en  B  et 
enC.  S  et  S'  sont  les  aires  des  triangles  OAB^OA.G;  démontrer 

que  la  somme  ^  +  -^pest  constante  quelle  que  soit  la  manière 

dont  on  mène  les  transversales. 

Par  le  point  0,  menons  OM  parallèle  à  CA  ;  nous  avons 

AB  BC  ,,, 


AM 


OC 


—  «n  — 


ou 


ou 


AB 


mais  ou  yoit  facilement  que  — ?  représente 

le  rapport  des  aires  desjdeux  triangles  OAB, 

BP 
OAM  et  —  le  rapport  des  aires  de  BAC  et 

OAG.  La  proportion  (1)  peut  donc  s'écrire 
surf.  OAB  _  surf.  BAC 
surf.  OAM  ~  surf.  OAC 

S      _  S  +  y 

~"       S' 


surf.  OAM 
I 


surf.  OAM  SS' 

La  surface  OAM  étant  constante  ;  il  en   est   de  même  de 

^  +  -^ 
S  ^  S'' 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Bozonet,  petit  séminaire  de 
Beiley;  Platiau,  Joire,  au  lycée  de  Saint-Omer  ;  Biette,  lycée  du  Havre  ;  Àurenty, 
à  Marseille;  Maquaire,  à  La  Flèche;  Orth,  àLiége;  Florentin,  à Bar-le-Duc; 
Mathieu,  k  Caen;  Thual,  à  Lorient. 


QUESTION  22. 
flolutloB  par  M.  Dbhortain,  élève  à  l'École  communale  de  Doullens. 

On  donne  deux  points  fixes  A  et  B. 

Déterminer  le  lieu  géométrique  d^un  point  variable  G  tel  que 
la  surface  du  triangle  AGB  soit  équivalent  à  celle  d'un  triangle 
AGD  construit  sur  AG  comme  base. 

Soient  G  un  point  du  lieu 
AG  =  £c  et  AB  =  6 
on  doit  avoir  ^_ 

1  flc^  V  3 
bx  sin  A  = — 

2  4 

X      26  ^3 

^       3 


^,^  ou 


Le  rapport 


X 


sin  A 


sin  A 
étant  constant,  il  est  facile  de  voir 


que  X  sera  maximum  quand  sin  A  =  i ,  c'est-à-dire  quand 
A  =  90®.  Alors 
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Au  point  A  élevons  une  perpendiculaire  AE  égale  à 


2b\JÏ^ 


le  point  E  est  un  point  du  lieu.  Si  sur  cette  droite  comme 
diamètre,  nous  décrivons  une  circonférence,  nous  aurons  le 
lieu  demandé.  En  eifet,  soit  G  un  point  du  lieu,  le  triangle 
AEG  étant  rectangle  on  a 

2b>JÏ 


AG«  = 


.  AD' 


or 
donc 

ou 


AG«  = 


AD'  =  AG  sin  A. 

3 
AC  2b  s'T 


^  • 


X  AG  sin  A, 


G,  q.  f,  d, 


Nota,  -•  Ont  résolu  la   même  question  t  HM.  Blette,  lycée  du  Havre; 
Srnst,  à  Périgueuz;  Nlgri  et  Gomaudré,  à  Pau;  Gulnet,  à  Bourg. 


QUESTION  24. 
itolntioB  par  M.  Pbrrin,  élève  au  I^cée  de  Clermont-Ferrand. 

Un  cercle  étant  circonscrit  à  un  triangle  ABG,  par  un  point 
D  du  plan  on  mène  les  lignes  DB,  DG  coupant  le  cercle  enT  et 
Q.  Les  droites  qui  passent  par  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  deP  et  Q  sur  les  côtés  du  triangle  se  coupent  en  S 
sous  un  angle  égal  à  la  différence  des  angles  A  et  D. 

Soient  QH,  QI,  QF,  PN,  PK,   PE   les  perpendiculaires 

abaissées  des  points  P  et  Q  sur  les 
trois  côtés  du  triangle.  On  sait  que  les 
trois  points  H,  I,  F  sont  en  ligne  droite, 
ainsi  que  les  trois  points  N,  E,  E. 

Soit  S  rintersection  des  droites  HIF, 
NKE.  Je  dis  que  ESF  =  BAG  —  BDC. 

BC 

En  effet  BÎG  a  pour  mesure  —  ; 

BC  — PQ   ^ 

a   pour  mesure  donc 


bSg 
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^  PO 

BÎC  —  BSC  aura  pour  mesure  —  .  L'angle  EMF  extérieur 

au  triangle  MSF  est  égal  à  M§P  +  Mf^S.  Le  quadrilatère 
FQHC  étant  inscriptible 

QfH=QeA  +  Q8A 

Les  angles  EMF,  PEM  sont  égaux  comme  alternes-internes. 

Or,  le  quadrilatère  PKEB  étant  inscriptible,  PfiM  =  PSK 
et  par  suite  PÊK  =  QÊA  +  mSF. 

Il  faut  donc  que  MËF  =  PSQ,  c'est-à-dire  soit  mesuré 

PQ 

par  — -  et  soit  égal  à  la  différence  des  angles  A  etD;  c«q.f,d. 

I    ■  ■  -iB  I   lli    il» 


QUESTION  2», 

ISolntiom  par  M.  Picaud,  élève  du  Cours  des  mineurs,  pensionnat  Saint- 
Louis,  à  Saint-Etienne. 

MeMT  une  ligne  droite  parallèle  à  une  droite  dofinée  et  cou-^ 
pont  un  demircercle  de  telle  manière  que  le  trapèze  formé  par 
la  corde^  le  diamètre  et  les  ordonnées  des  extrémités  de  la  eorde^ 
soit  maximum. 

Supposons  le 
problème  résolu 
et  soit  CD  la  pa- 
rallèle à  xy  qui 
détermine  avec 
les  deux  ordon* 
nées  CE  et  DF 
le  trapèze  ma- 
ximum C!DEF. 
Soit  et  l'angle  constant  de  a?;/  ou  CD  avec  le  diamètre  AB« 
Cet  angle  est  égal  à  l'angle  OMH. 

Du  centre  0  j'abaisse  la  perpendiculaire  OM  que  je  repré- 
seùte  par  x  et  du  point  M  la  perpendiculaire  MH  sur  le 
diamètre.  MH  étant  la  base  moyenne  du  trapèze,  sa  surface 
sera  EF  .  MH.  Mais  MH  =  œ  cos  a,  EF  =  CD  cos  a.  D'ail- 
leurs le  triangle  rectangle  GOM  donne  : 

CM  =  —  =  v^R  >  —  ûD» 
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par  suite  EF  =  2  cos  a^  R*  —  x* 

et  Texpression   de  la  surface  deviendra 

2X  cos^  av^  R2  —  x^        ' 
Cette   expression  sera   maximum  en   même    temps   que 

05 VR*  —  fic*    ou  son  carré  x^i^  —  a;-). 
On  devra  avoir  a?^  =  R^  —  x^. 

R      .^ 


d'où 


^  =  —  V2. 


La  corde  correspondante  est  le  côté  du  carré  inscrit. 

AToto.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Vautré  ;  Biette  ;  Brice,   Ma- 
qoaire^  à  La  Flèche;  Cousin,  de  Caen;  Aubert,  de  Marseille. 


QUESTION  28. 
Solmtton  par  M.  Vautré,  élève  au  Grand  Séminaire  de  Saint-Dié. 

Dan^  un  trapèze  isoscèle^  on  connaît  le  périmètre  4p,  la  surface 
a',  et  la  surface  latérale  du  tronc  de  cône  engendré  par  le  ira- 
pèze  tournant  autour  de  la  ligne  qui  joint  les  milieuœ  des  bases 
est  égale  à  icb*.  Déterminer  les  côtés  du  trapèze. 

Nous  allons  déterminer  le 
trapèze  cherché  ABCD  par 
sa  base  moyenne  EF  =  a?, 
son  côté  AD  =  y  et  leur  an- 


H 


gle  DEF  =  a. 


Menons  la  hauteur  DH.  On  a 

AB  +  CD  +  2AD  =  4P 

ou  en  divisant  par  2  : 

ce  -|-  y  =  2p 

EF  .  DH  =  a» 

xy  sin  a  =  a" 

ic  (AB  +  CD)  AD  =  -ïcft* 

xy  =  b^ 


D'ailleurs 


ou 


Enfin 


I 
2 


ou 


de  (1)  et  (3)  on  tire 


(1) 

(2) 
(3) 


X  =  p  ±  v'  p«  —  6« 
y  =  p  dr  V  p«  —  6* 
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puis  en  subslituant  ces  valeur^  dans  (2),  il  vient 

a" 
sm  CL  =  -T--. 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Belin,  de  Semur;  Canon, 
de  Liège;  Landouzy,  du  lycée  de  Lille;  Lecoq,  de  l'athénée  de  Liège; 
Biette,  du  Havre;  Lynch  et  Woestyn,  de  Paris;  Clabé,  de  Mont-de-Marsan; 
de  Gueldre,  Rigot  et  Nénon,  de  Dinant. 


QUESTION  29. 
SoliiiloA  par  M.  Vautré,  élève  du  Grand  Séminaire  de  SaiDt-Dié. 

Calculer  les  trois  côtés  et  la  surface  d'un  triangle  rectangle, 
connaissant  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  et  sachant  que  le  point 
de  contact  du  cercle  divise  l'hypoténuse  dans  le  rapport  de  m  an. 

^    '  Posons 

AB  =  ûc;  Ac  =  y, 

d'où 

aB  c=  By  =  05  —  r, 
et 

aC  =  pC  =  y  —  r. 

Nous  aurons  d'après  la  Ques- 


Donc 
ou 

et  comme 


B    tion  2 


Aire  ABc  =  —  AB  .  AC. 

2 

2{x  —  r)  (y  —  r)  =  051/ 

2ro5  +  ^1/  —  ^y  —  2r"  =  G 

nx 


(1) 

(2) 


il  vient,  en  portant  cette  valeur  dans  (1)  et  ordonnant 

nx^  —  2r(m  +  n)x  +  2mr»  =  o. 

r  (m  +  n)  db  Vm*  +  n^ 

n 


d'où 


..    '         r  (m  4-  n) 
et  par  suite  y  =  — ^ ■ — - 


\^  m^  +  n« 


m 

Connaissant  AG  et  AB,  on  aura  facilement  la  surface. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Maggi,  de  Frlbourg;  Lan- 
douzy,  du  lycée  de  Lille;  Belin,  de  Semur;  Canon,  de  l'athénée  de  Liège; 
Granger,  du  lycée  de  Périgueux;  Blette,  du  Havre;  Lynch  et  Woestyn,  de 
Paris;  Meurant,  Nénon,  à  Dinant;  Florentin,  à  Bar-le-Duc;  Aurenty,  à  Mar- 
seille; Bolandard,  à  Lon»-le-Saulnier. 
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QUESTION  32. 

ttolatlom  par  MM.  Ltnch  et  Woesttn  de  Paris. 

Dans  un  parallétogramme  ABGD,  on  prend  un  point  P  sur 
la  diagonale  BD  ;  on  mène  la  ligne  GP  qu^  Fon  prolonge  d^une 
longueur  PI  égale  à  GP  ;  par  le  point  I  on  mène  lE  parallèle  à 
AD  y  et  rencontrant  ÂB  en  E  e/  FI  parallèle  à  AB  et  rencontrant 
ÂD  en  F.  Prouverquele$pointsFyE,Psonten  ligne-droite. 

Joignons  AI,  AC,  KP,  FE.  Dans  le  triangle  AIG,  OP  joi- 
gnant les  milieux  des  côtés  AC 
et  IG  est  parallèle  à  AI.  Les 
^  deux  triangles  AFI  et  ADB  ayant 
leurs  trois  côtés  parallèles  ont 
aussi  leurs  médianes  AO  et  FK 
parallèles.  Donc  FE  est  parallèle 
à  AG.  Dans  le  triangle  AIG,  KP 
joignant  les  milieux  des  côtés  AI  et  IG  est  parallèle  à  AG. 
Les  deux  droites  FE  et  KP  étant  parallèle  à  AG  et  se  ren- 
contrant en  K  se  confondent.  Donc  les  trois  points  F,  E,  P 
sont  sur  une  même  droite. 

Nota.^  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lorain,  de  Semur  ;  Landouzy, 
de  Lille;  Béringuier,  du  lycée  de  Montauban ;  Dessirier,  de Dqon  ; Mahieux, 
de  Saint-Quentin;  Herouard,  de  Sainte-Barbe;  Laperrine  d'Hautpoul,  de 
Perpignan  ;  Chossegros,  au  Puy  ;  Bernard,  à  Liège  ;  Giros,  à  Nancy  ;  Bourgeois, 
à  Saint-Etienne. 


QUESTION  34. 
itolntloa  par  M.  Joias,  élève  du  Lycée  de  Saint-Omer. 

On  donne  un  cercle  et  un  diamètre  AB.  Trouver  le  lieu  des 
points  M  tels  que  la  surface  du  triangle  AMB  soit  égale  à  celle 
du  carré  construit  sur  la  tangente  MT,  menée  de  H  au  cercle. 

Joignons  BD,  M  étant  un  point  du  lieu,  on  a 

_—        MA  •  BD 
flTï= 

mais  on  a  aussi  MT*  =  MA  .  MD 


donc 
d'où 


—  «a  — 

MA  .  BD 


=  MA  .  MD 


en  M|.  On  a 


BD    =    2MD 

Le  triangle  rectangle  BMD  est  par 
suite  toujours  semblable  à  lui-même, 
l'un  des  côtés  étant  toujours  double  de 
l'autre.  Donc  l'angle  DMB  est  cons- 
tant et  le  lieu  est  un  segment  de 
cercle  décrit  sur  AB  comme  corde  et 
capable  de  l'angle  M. 

On  peut  finalement  trouver  le  centre 
de  cette  circonférence.  Considérons  un 
point  du  lieu  sur  la  tangente  en  B, 

BM,«  =  2R  .  —   =  R* 


donc  BM|  =  R.  Le  centre  se  trouve  donc  sur  OD»  perpen- 
diculaire sur  AB  en  son  milieu  ;  le  rayon  est  AG  ;  on  a 


d'où 


AC*  =  7«  +  —  = 


5R« 


Nota»  »  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Mahieux,  de  Saint-Quentin; 
Lynch  et  Woes^n,  de  Paris;  Yidnau,  de  Bordeaux;  Lorain,  de  Semur; 
Comandré,  de  Pau;  Tallavignes,  de  Sainte-Barbe;  Blette,  du  HaYre;  Lecoq, 
de  Liège  I  Beilamy,  de  Saint-Brieuc;  Neveu,  à  Charlevilie  ;  Estienne,  à  Bar- 
le*I>nc. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


46.  —  Si  Ton  pose 


I    .    I    .    I    .  .     I 


^  '23*4  '    2p 

on  a  l'identité 

Siji  =  (2p  +  i) 


(J—J^ î + î + 

\l   .  2p    *      2(2|)   —    l)  3(2p    —    2) 


4-  I)  ) 


p(p  4- 1) 

(de  l/mgchamps.) 
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46.  —  Si  Ton  pose 


en  =  I  +. r+. î ^2+ +, 


1.2        1.2. 3'  i.2...n 

on  a  ncn  =  (n  +  i)  ^-i  —  ^-s» 

{dfi  Longchamps.) 

47.  —  Les  perpendiculaires  menées  aux  milieux  des  bis- 
sectrices des  angles  d'un  triangle  rencontrent  les  côtés  op- 
posés en  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

(de  Longchamps.) 

48.  —  Trouver  deux  nombres  connaissant  leur  somme  et 
leur  plus  petit  commun  multiple. 

{Afan.  gén.  de  VInst,  prim.) 

49.  —  On  fait  tourner  un  angle  droit  autour  de  son 
sommet  A,  fixe  dans  Tintérieur  d'un  cercle.  Les  côtés  ren- 
contrent la  circonférence  en  B  et  G.  On  construit  le  rectangle 
ayant  pour  côtés  AB  et  AC.  Trouver  le  lieu  géométrique  du 
quatrième  sommet. 

50.  -^  Étant  donné  un  triangle  ABC,  si  Ton  prend  sur 
ses  côtés  trois  points  quelconques  A'B'C  et  les  symétriques 
A"B"C"  de  ces  points  par  rapport  aux  milieux  des  côtés 
du  triangle;  les  deux  triangles  A'B'C,  A"B"C"  sont  équi- 
valents, (de  Longchamps.) 

51.  —  Soit  ABC  un  triangle  rectangle,  AD  la  hauteur; 
mener  par  le  pied  D  des  droites  DE,  DF  également  incli- 
nées sur  cette  hauteur,  de  façon  que  le  triangle  EDF  soit 
maximum. 

(Ex.  oratuc  de  Saint-Cyr  à  Poitiers^  487S,  —  d.  L.) 

52.  —  Ëtant  donnés  deux  plans  parallèles  P,  Q,  une  per- 
pendiculaire commune  AB,  et  un  point  M  sur  cette  droite, 
trouver  un  cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  le  point 
M,  pour  axe  la  droite  MAB,  et  tel  que  le  volume  intercepté 
dans  le  cône  par  les  deux  plans  parallèles  soit  donné.  — 
Discuter. 

Rédacteur- Gérant, 
J.  BOURGET. 
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THEORIE  DE  L'INVERSION 

OU 
MÉTHODE  DE  TRANSFORMATION  PAR  RAYONS  VECTEURS  RÉCIPROQUES 

par  M.  Coehea. 


La  méthode  d'inversion  ou  de  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  a  été  proposée  pour  la  première  fois 
par  M.  Stubbs,  comme  méthode  générale  de  déformation 
des  figures  {Philosophical  Magazine^  1843).  On  trouve  ce- 
pendant des  exemples  particuliers  de  cette  méthode  de  dé- 
formation dans  les  ouvrages  les  plus  anciens,  et  concernant 
la  théorie  de  la  construction  des  cartes  géographiques  au 
moyen  du  système  des  projections  stéréographiques. 

Depuis,  M.  Thomson  Ta  appliquée  sous  le  nom  de  prin- 
cipe des  images,  et  M.  Liou ville  en  a  donné  une  théorie 
analytique  complète  (Journal  de  Liouville,  i*"®  série,  tome 
XII).  Dans  ces  dernières  années,  elle  s'est  encore  enrichie 
de  nombreux  et  intéressants  théorèmes,  grâce  aux  recher- 
ches de  MM.  Casey,  Cayley,  Glebsch,  GlifFord,  Gremona, 
Grofton,  Hart,  Hirst,  Lie,  Maxwell,  Roberts  et  Sylvester, 
à  l'étranger,  et  de  MM.  Darboux,  de  la  Gournerie,  Laguerre, 
Mannheim  et  Moutard  pour  la  France. 

La  découverte  inattendue  d'un  appareil  dû  à  M.  le  colo- 
nel Peaucellier  a  appelé  cette  méthode  à"  rendre  les  plus 
grands  services  à  l'industrie.  Cet  appareil,  formé  de  tiges 
rigides  et  articulées,  sans  glissières  permet  de  résoudre 
d'une  façon  rigoureuse  le  problème  de  la  transformation 
d'un  mouvement  circulaire  en  mouvement  rectiligne  et  ré- 
ciproquement, problème  dont  le  parallélogramme  de  Watt  ne 
donne  qu'une  solution  approchée.  Aussi  nous  pensons  être 
utile  à  nos  lecteurs  en  leur  présentant  une  exposition  élé- 
mentaire des  principes  fondamentaux  de  cette  méthode  qui 
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trouve  encore  son  application  en  astronomie  dans  l'étude 
du  phénomène  des  éclipses. 

Définitions.  I.  —  On  joint  un  point  fixe  0  appelé  pôk 

M*  à  un  point  variable  M  du  plan  ou  de 
l'espace,  et  l'on  prend  sur  la  droite  OM 
un  point  déterminé  par  la  relation 

OM  X  Om=  jx, 

^  "*'  ïi  dans  laquelle  |x  désigne  Une  constante. 

Le  point  m  est  dit  le  point  réciproque  du  point  M,  et  in- 
versement. 

Si  Ton  considère  un  second  point  M' en  dehors  de  la  droite 
OM  et  son  inverse  w',  on  a  encore 

OM'  X  Om'  =  [X 
et  par  suite  OM  X  Om  =  OM'  X  Ow' . 

Si  l'on  joint  MM',  mm'  les  triangles  OMM',  Om'm  seront  sem- 
blables. En  effet,  ils  ont  l'angle  0  commun,  et  les  côtés  qui 
comprennent  cet  angle  sont  proportionnels  puisqu'on  déduit 

de  l'égalité  précédente 

OM  _0M\ 

Om'  ~0m' 

les  angles  M'MO  et  mm'O  sont  donc  égaux,  par  suite  les 
droites  mm\  MM'  sont  anti-parallèles  et  le  quadrilatère 
MM'mm'  est  inscriptible.  On  a  par  conséquent  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  1.  —  Deux  couples  de  points  réciproques  sont 
situés  sur  une  même  circonférence. 

En  appliquant  la  construction  précédente  à  tous  les  points 
d'une  figure,  on  obtient  une  seconde  figure  que  l'on  nomme 
Yinverse  de  la  première  ou  sa  transfoi^mée  par  rayons  vec- 
teurs réciproques. 

La  quantité  constante  [x  est  appelée  le  module  de  l'inver- 
sion ou  de  la  transformation. 

L'inversion  est  dite  positive  ou  négative  suivant  que  le  mo- 
dule est  lui-même  positif  ou  négatif;  dans  le  premier  cas» 


—  Ml- 
le pôle  est  d'un  même  côté  par  rapport  aux  deux  points  M 
et  m;  dans  le  second  cas,  il  est  compris  entre  ces  deux 
points. 

IL  —  Lorsque  le  point  M  décrit  la  droite  OM  passant  par 
le  pôle,  le  point  m  demeure  sur  cette  droite  ;  si  le  point  M 
s'éloigne  indéfiniment  du  pôle,  le  point  m  s'en  rapproche  in- 
définiment, et  inversement.  Par  conséquent  :  Vinverse  d*une 
droite  passant  par  le  pôUf  co'incide  avec  cette  droite  elle-même. 

En  général,  on  désigne  sous  le  nom  de  figure  anallagma- 
tique  toute  figure  qui  coïncide  avec  son  inverse  dans  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Nous  en 
donnerons  plus  loin  un  grand  nombre  d'exemples. 

Il  résulte  des  considérations  précédentes  que,  lorsqu'une 
courbe  a  des  branches  infinies,  la  figure  inverse  possède 
un  égal  nombre  de  branches  passant  par  le  pôle,  et  réci- 
proquement. 

Nous  devons  encore  observer  que  lorsque  deux  courbes 
se  coupent  en  des  points  réels,  les  courbes  inverses  se  cou- 
pent aussi,  et  leurs  points  d'intersection  sont  les  inverses 
des  points  d'intersection  des  courbes  données.  Lorsque  deux 
des  points  d'intersection  de  deux  courbes  se  rapprochent 
indéfiniment,  les  courbes  sont  tangentes;  il  en  est  de  même 
des  courbes  inverses  qui  se  touchent  en  un  point  qui  est 
le  point  réciproque  du  point  de  contact  des  courbes  primi- 
tives. 

IIL  —  Nous  venons  de  voir  que  l'inverse  d'une  droite 
passant  par  le  pôle  ne  diffëre  pas  de  cette  droite;  mais  il 
n'en  est  plus  de  même,  lorsque  la  droite  donnée  ne  passe 
pas  par  le  pôle.  L'inversion  d'une  droite  quelconque  s'ob- 
tient de  la  façon  si^vante  : 

Théorôme  2.  —  Vinverse  d'une  droite  quelconque  est  une 
circonférence  passant  par  le  pôle. 

m 

En  effet,  soit  A  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
pôle  sur  la  droite  et  a  le  point  réciproque  de  A.  Soit  de 
plus  M  un  point  quelconque  de  la  droite  et  m  le  point 
réciproque.  Joignons  am;  nous  avons  vu  (th.  1)  que  le  qua- 
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drilatëre  AMma  est    inscriptible  ;  mais   puisque  l'angle  A 

est  droit,  il  en  est  de  même  de  l'angle  en 
m;  par  conséquent,  le  point  m  appartient  à 
^  la  circonférence  décrite  sur  Oa  comme  dia- 
mètre. 

Ainsi  l'inverse  de  la  droite  AM  est  la 
circonférence  Oam  dont  le  diamètre  Oa  est 
lié  à  la  distance  OA  du  pôle  à  la  droite, 
par  la  relation 

Oa  X  OA  =  [X. 

Réciproquement,  Finverse  d^une  circonfé- 
rence passant  par  le  pôle  est  une  droite  perpefidiculaire  au  dia- 
mètre passant  par  le  pôle. 

IV.  —  Si  l'on  fait  tourner  le  plan  de  la  figure  2  autour 
de  OA  comme  diamètre,  la  droite  AM  engendre  un  plan 
perpendiculaire  à  OA,  la  circonférence  Oawi  engendre  une 
sphère;  il  en  résulte  immédiatement  les  propositions  sui- 
vantes : 

L'inverse  d^un  plan  quelconque  est  une  sphère  passant  par  le 
pôle. 

L'inverse  d'une  sphère  passant  par  le  pôle  est  un  plan  per- 
pendiculaire  au  diamètre  passant  par  le  pôle. 

V.  —  Avant  de  passer  à  l'inversion  de  la  circonférence  et 
de  la  sphère  placées  en  dehors  du  pôle,  il  est  bon  d'obser- 
ver que  les  résultats  obtenus  précédemment  sont  indépen- 
dants de  la  grandeur  du  module  de  transformation;  il  en 
est  toujours  ainsi  et  l'on  peut  formuler  la  proposition  fon- 
damentale suivante  : 

Théorème  3.  —  Pour  un  même  pôle  et  pour  des  modules 
différents  les  figures  inverses  éCune  .figure  donnée  sont  homothé- 
iiques  ;  le  centre  d^homx)thétie  coïncide  avec  le  pôle  et  le  rapport 
d'homothétie  des  deux  figures  inverses  de  la  figure  donnée  est 
égal  au  quotient  des  modules  d'inversion. 

En  effet,  soient  m  et  m' les  points  réciproques  dHin  même 
point  M  d'une  figure  donnée  pour  des  modules  (a  et  (i»';  on  a 
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OM  X  Om  =  [L 
OM  X  Om'  =  II.' 
divisant  membre  à  membre,  il  vient 

Om  [L 

Om^  ""  [7 
donc  m  et  m'  forment  deux  figures  homothé tiques. 


(A  suivre.) 


PROPRIÉTÉS  NOUVELLES 

DBS 

POLYÈDRES  RÉGULIERS  CONVEXES 

par  €ieoTgt»  Doitor.  [Suite^  voir  page  167.) 


15.  Expressions  diverses  du  volume  d^un  polyèdre  régulier 
convexe.  Soit  N  le  nombre  des  faces  du  polyèdre.  Chacune 
de  ces  faces  sera  la  base  d'une  pyramide  régulière  ayant 
son  sommet  au  centre  0  du  polyèdre. 

Le  triangle  ABC  est  l'un  des  n  triangles  dont  se  compose 
la  face  ayant  son  centre  en  G.  La  surface  de  cette  face 
sera  donc 

n  X  ABC  =  —  AB  X  CI  =  -a  .  -  cot  -  =  -  no^  cot  - 

2  2        2        n       4  n 

et,  comme  la  hauteur  OC  est  égale  à  r,  le  volume  de  notre 
pyramide  régulière  sera 

=  —  na^r  cot  - 
12  n 

Nous  avons  donc 

(IX)  V  =  —  NnaV  cot  - 

^     ^  12  n 

pour  le  volume  du  polyèdre  convexCy  de  N  faces  ayant  chacune 
n  côtés  y  égaux  à  sl,  et  se  trouvant  circonscrit  à  la  sphère  de 
rayon  r. 
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Dans  cette  expression  remplaçons  a  cot  -par  sa  valeur 
2p  cos  a  tirée  de  (VIII)  :  elle  devient 

(X)  ^  ^^Ti  N^û^P  ^^s  *• 

Les  égalités  (VI)  et  (VIII)  nous  donnent 

4rp  cos  a  =  a^  cos*  -  tang  a 
de  sorte  qu'on  a  encore 

(XI)  V  =  —  Nna»  cot»  -  tang  a 
^  24  n        ° 

Dans  cette  dernière  formule,  mettons  à  la  place  de  Tarète 

a  successivement  les  valeurs 

cos  — 

a  =  2r  tang  -  cot  a  =  2R  cot  —  cot  a  =  20 cot  a 

cos  - 
n 

tirées  des  relations  (VI),  (VII)  et  (VIII):  elle  se   changera 

dans  les  suivantes 

I  it 

V  =  -  Nnr^  tang  —  cot^  a, 
3  n 

(XII)  ^  V  =  i  NnR3  cot»   -  cota  Jl  ^ot»  a, 

V  =1  -  Nnp^  tang  -  sin  2a  cos  a. 
0  n 

Enfin  nous  pouvons  exprimer  V  exclusivement  en  valeur 

de  R,  r  et  p. 

En  effet,  puisqu^  les    triangles   rectangles  OAI   et  OCI 

donnent  a  =  AB  :=  2  y^R*  —  p^  CI  =  Vp*  —  ^*f  il  vien- 
dra encore 

(XIII)  V  =  ^Nnr  V(R*  —  p')  (p'  —  r«). 

16.  Appliquons  ces  formules  aux  cinq  polyèdres  réguliers 
convexes;  nous  obtenons  pour  leurs  volumes  les  expressions 
suivantes  : 

Tétraèdre  :  V  =  —  o»  y  2  =   8H  V  3* 

12 

3  *^  27 
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Hexaèdre  ;    V  =  a'  =  8r* 

9 
Octaèdre  :     Y  =  ^  a^  sJT  =  ^r^  sjj 

Dodécaèdre  :  V=  ^a  v/Ï5(i  +^5)*    =  j  y/Sgo  — 174  ^5 

=  ip3  v^5(v^-  i)i  =  i  R3  V3"(io  +  2^5) 

Icosaèdre:  V=  —  a^  (i  +  V's)*       =  1-  r^  V3  (Vs'—  i)* 


5       .    ,   ,-  >  -2 


=  -pMV5-i)       =jRY,o  +  2VT. 

17.  Supposons  que  l'hexaèdre  régulier  et  l'octaèdre  régu- 
lier soient  inscrits   dans  la   même  sphère;  leurs  volumes 

8     —       J. 
seront  entre  eux  comme  les  quantités  —  sj's  et  ^  ou  comme 

2  et  V  3  ;  or  nous  savons  (n®  9)  que  les  rayons  des  sphères 
tangentes  aux  arêtes  de  ces  deux  polyèdres  réguliers  sont 
dans  le  même  rapport.  Donc  : 

Lorsque  Vhexaèdre  et  V octaèdre  réguliers  sont  inscrits  dans  la 
même  sphère^  leurs  volumes  sont  entre  eux  comme  les  rayons 
des  sphères  tangentes  aux  arêtes  de  ces  deux  polyèdres. 

Si  le  dodécaèdre  et  l'icosaèdre  réguliers  sont  aussi  inscrits 
dans  la  même  sphère,  le  rapport  de  leurs  volumes  sera  égal  à 

10  4-  2  y/T       _  y  10  +  2  VT"  ^ 

ou  au  rapport  des  rayons  des  sphères  tangentes  aux  arêtes 
(n*  9).  Donc 

Lorsque  le  dodécaèdre  et  Vicosaèdre  réguliers  sont  inscrits 
dans  la  même  sphère^  leurs  volumes  sont  entre  eux  comme  les 
rayons  des  sphères  tangentes  aux  arêtes  de  ces  deux  polyèdres. 
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ÉTUDES  SUR  LES  MÂXIMA  ET  MINIMA 

]Nir  M*  Cochez  (Suite)  m 
(Voir  p.  74.) 


La  méthode  exposée  dans  Tarticle  précédent  repose,  comme 
nous  l'avons  fait  voir,  sur  Temploi  de  quantités  infiniment 
petites,  que  Fermât  suppose  nulles  au  moment  où  la  variable 
acquiert  sa  valeur  maxima  ou  minima. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  en  mathématiques  élé- 
mentaires, cette  manière  de  procéder  ne  peut  s'appliquer, 
la  théorie  des  infiniment  petits  et  des  limites  étant  du 
domaine  des  cours  de  Mathématiques  spéciales.  C'est  ce 
qui  nous  a  fait  rechercher  un  principe,  rentrant  dans  celui 
de  Fermât  et  indépendant  de  la  théorie  des  infiniment 
petits;  mais  avant  de  l'appliquer,  il  sera  bon  de  s'assurer 
s'il  doit  y  avoir  maximum  ou  minimum. 

Dans  les  applications  réelles,  du  genre  de  celles  données 
ici,  il  est  toujours  facile  de  reconnaître  à  priori  s'il  y  aura 
maximum  ou  minimum;  le  raisonnement  suffit.  C'est  pour 
cela  qu'il  n'y  a  pas  de  critérium  à  formuler  dans  ce  sens. 

Principe  fondamental.  —  Si  une  quantité  x  répond  à  une 
valeur  maxima  ou  minima  dune  certaine  fonction^  une  valeur 
X|  infiniment  voisine  de  x  répondra  également  au  maximum  ou 
au  minimum. 

Â  ce  principe  nous  joindrons  les  suivants  : 

i^  PRINCIPE.  —  Si  X  est  maximum  ou  minimum,  ax  et 

a 

sont  aussi  maximum  ou  minimum. 

Dans  les  applications  on  pourra  supprimer  les  facteurs 
constants  positifs  multipliant  ou  divisant  x. 

2*  PRINCIPE.  —  Si  X  est  maocimum  ou  minimum,  x°^est  encore 
maximum^  si  m  est  positif';  mais^  si  x  est  maximum^  x"'^  est 
minimum;  et  si  x  est  minimum^  x-^  est  maximum. 

Donc  dans  les  applications  on  peut  supprimer  un  exposant 
constant. 

3®  PRINCIPE.  —  Si  X  est  maximum  ou  minimum^  log  x  est 
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maximum  ou  minimum,  si  la  base  des  logarithmes  est  plus 
grande  que  Vunité, 

Donc,  lorsqu'une  fonction  consiste  en  un  produit  ou  un 
quotient  de  puissances  ou  de  racines,  on  peut  employer  les 
logarithmes. 

APPLICATIONS  DE  CES  PRINCIPES. 
Questions  de  Géométrie. 

Problèue  1^'.  —  De  quel  point  de  Vhypoténuse  (Ttin  triangle 
rectangle  faut^il  abaisser  des  perpendiculaires  sur  les  côtés^  pour 
quej  par  la  révolution  du  .triangle  autour  d'un  des  côtés  AC,  le 
rectangle  EDFC  engendre  un  cylindre  de  volume  maocimum? 

Dans  cette  question  nous  avons  évidemment  un  maxi- 
mum, le  rectangle  variant  de  zéro  à  zéro  à  mesure  que  le 
point  E  se  déplace  sur  l'hypoténuse  (fig.  page  77). 

Posons  ED  =  a?,  EF  =  y,  AC  =  ft,  CB  =  a. 

Le  volume  du  cylindre  engendré  par  la  révolution  du  rec- 
tangle EDFC  autour  de  AC  a  pour  expression  %x^y* 

A  cause  des  triangles  semblables  BEF,  BCA,  on  a 

a  —  X       a 

d'où  y  =  5(a  — a;); 

et  l'expression  du  volume  devient  : 

X .  -  cc"(a  —  a?).  (1) 

Pour  une  position  E'  infiniment  voisine  de  E,  on  obtien- 
drait un  rectangle  différant  infiniment  peu  du  premier  et  par 
suite  un  cylindre  de  volume 

X  j  x,^  (a  —  X,)  (2) 

différant  infiniment  peu  du  cylindre  (1). 

Ces  expressions  (1)  et  (2)  différeront  d'autant  moins  que 
£'  sera  plus  voisin  de  E  ;  dans  le  cas  du  maximum  on  aura 

x'^(a  —  ce)  =  aCi"  (a  —  x^) 
ou  iFi*  —  a;'  =  a  (flCi*  —  a?*) 

divisant  par  x^  —  a?,  il  vient 

cci*  +  xx^  +  a;»  =  a{x^  +  x)  (3) 

16 
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Dans  le  cas  du  maximum  E'  se  confond  avec  E,  alors 
CD  =  flCi  et  la  relation  (3)  donne 

3x^  =  2ax  ou  X  (3x  —  2a)  =  o. 

La  racine  x  =  o  donnerait  un  cylindre  nul  ;  cette  solu- 
tion doit  donc  être  écartée,  et  Ton  a 

2a 

X—    .^ 

b 
par  suite  y  =  2 

Le  point  cherché  E  s'obtiendra  en  prenant  CD  =  ^  et  en 

menant  par  le  point  D  une  parallèle  à  BG.  Le  point  E  où 
cette  parallèle  rencontrera  l'hypoténuse  sera  le  point 
cherché. 

Problème  IL  —  Étant  donné  un  point  M  su7*  la  base  AB  d*un 
triangle  ABC,  à  queUe  distxince  de  cette  base  faut-il  mener  une 
parallèle  AB,  rencontrant  les  côtés  AG,  GB  en  D  et  E  pour  que 
le  triangle  DEM  ait  une  surface  maxima? 

Dans  cette  question  il  y  aura  un  maximum,  la  surface  du 

triangle  DEM  variant  de  zéro  à  zéro. 
Posons  AB  =  6      HG  =  A 

DE  =  î/ 

MK  =  a?. 

La  quantité  à  rendre  maximum  est 

f  m- 

Or  bh=bx  -\-  hy 

d  ou  y=b  — T — 

remplaçons  y  par  cette  valeur  dans  (1),  on  aura 

-  x{h-x) 

ou  en  supprimant  le* facteur  constant  —  la  quantité  à  ren- 
dre maximun  sera 

x[h  —  ce)  (Principe  i) 

Appliquons  le  principe  fondamental,  nous  aurons 

x{h  —  ce)  =  Xi(h  —  cci) 
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ou  k{Xi  —X)=  Xi*  —  x^ 

divisons  par  Xi  —  a?  et  faisons  dans  le  résultat  x^  =  x,  il 
vient  a;  =   - 

2 

Il  faut  donc  mener  la  parallèle  DE  par  le  milieu  de  la 
hauteur  CH  pour  avoir  le  triangle  maximum. 

Problème  III.  —  Un  triangle  rectangle  ABC  tourne  autour 
d'un  axe  passant  par  un  de  ses  sommets  B  et  parallèle  au  côté 
AC.  Calculer  les  trois  côtés  connaissant  le  périmètre  2p  et  sachant 
que  le  volume  engendré  est  maximum* 

Soient  BG  =  a? 

AG  =  t/ 
ÀB  =  z 
les  côtés  du  triangle. 
On  a  CD  +  î/  +  j5  =  2p        (i) 

y«  -}-  ;5«  =  a;* 
et  Ton  sait  que  yz*  est  maximum. 
Des  relations  (1)  on  tire 

_2p(p— g) 
^  2p  —  s 


multipliant  cette  relation  par  z*  il  vient 

^_    2pg'(p— g) 

2p  —  Z 
2pz'^{p — Z) 


yi^ 


or 


2p — z 


(2) 


est  maximum,  z  est  la  variable;  on  doit  donc  avoir  : 

g'(p  —  g)  __  gjVp  —  gj) 

2p — Z  2p — Zi 

effectuant,  divisant  par  z  —  Zi  ei  faisant  Zi  =  z^  il  vient  : 

a(2j3«  —  jpz  +  4P*)  =  o 
d'oîi  :  z  =o 


ou 


2Z' 


—  7ps  4"  4P*  =  o 


(3) 


La  valeur  «  =  o  ne  saurait  convenir  à  la  question  ;  l'équa- 
tion (3)  donne  : 

telle  est  la  valeur  de  z  qui  rend  maximum  le  produit  (2), 
ou  le  volume  engendré. 
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Portant  cette  valeur  de  3  dans  les  équations  (1)  on  trouve  : 

x  =  f(_3+V77) 

»=i('-V.T) 

alorSy  le  yolume  maximum  est 


ysy 


=  —  [71  —  17  V17J 


Problème  IY.  —  Sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  de  deux 
sphères  extérieures  Cune  à  Vautre^  trouver  un  point  telj  que  la 
somme  des  zones  vues  de  ce  point  soit  la  plus  grande  possible. 

(Frenkt.) 

Soient  G,  C  les  centres  des  deux  sphères  dont  les  rayons 

sont  respectivement  r  et 
r  ;  d  la  distance  de  leurs 
centres,  E  le  point  cher- 
ché, et  CE  =  a;. 

L'aire  de  la  zone,  vue 
du  point  E  sur  la  sphère 

C,  est  27:rHS  ;  or  HS  = 

r* 
r ,  donc,  cette  sur- 


ce 


r") 


face  est  ^^  y'  —  ^^ 

De  même  Taire  de  la  zone  située  sur  G'  et  vue  de  E  sera 

2'ïcr'  I  r'  —  -r 1 

L         d  —  xj 

il  s'agit  donc  de  rendre  maximum  la  fonction 
Appliquant  le  principe  fondamental,  on  a 

't-a+4'-î^]='['-3+'['-îi,] 

ou  après  simplications 

r»P'-'n  -  r»  r '"'-"^ 1  =  o 

L    xXi    J  L(d  —  x)  {d  —  Xi  J 


—  231  — 
Divisons  par  a?j  —  a?,  faisons  Xi  =  ûc,  il  Tient 


d'où  Ton  lire       x  =z 


r» 

r'» 

X»' 

~(d 

ce)» 

d  _ 

3 

r» 

5  1 

r    +  r'« 


Problème  Y.  —  1.^5  centres  de  deux  sphères  sont  situés  aux 
extrémités  d^une  droite  GG  =  2d, 

Sur  ce  comme  diamètre  o»  décnï  wne  circonférence.  Déter- 
miner sur  cette  circonférence  le  point  d'où  Von  voit  la  plus 
grande  portion  des  deux  sphères.  (Haddon.) 

Soit  E  le  point  qui  répond  à  la  question. 
Posons  CE  =  œ         CH  =  r 


C'E  =  y 


G'H'  =  r 

Par  le  point  E  me- 
nons les  tangentes  aux 
deux  sphferes,  nous 
obtiendrons  les  seg- 
ments visibles  AHBS, 
A'H'B'S'. 

Le  segment  AHB& 
a  pour  mesure 
2^118  ; 


or  HS  =  r  —  —  ;  donc 

X 

Surface  AHBS  =  2icr  jr  —  —1 
On  aurait  de  même 
Surface  A'H3'S'  =  2irr'  [/  —  ^ 

et  l'expression  à  rendre  maximum  est 

m  4' -  zl + •■•  ^  -  ?1 

avec  œ*  +  y^  =  4d* 

de  cette  relation  on  tire 

y  =  V4d*  —  X* 
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Portant  cette  valeur  dans  (1),  on  a  à  rendre  maximum  la 
fonction 

r«  4-  r'« 

^        v/4«'*  —  ^' 
En  appliquant  le  principe  énoncé,  on  a  après  simplifications 

or 

, , (4d'-a;')-(4d'-a;.') 

^4^'  -  «'^  -  ^*  -  «''^  =  v/^JT^^  +  v/^dUn^^ 
on  a  donc 


ce,— a;  _  r'  r  ag,«  —  a?»  n 

"xrT  ""  ^4^*— XjW4(3{«— X*  Lv^4d«  —  ar*  +  v^4d«  —  x^'J 
Divisons  par  x^  —  a:,  faisons  x^  =  x,  il  vient 

H  x* 


d'où 


2(ir 


2dr 


('il  suivre.) 


ÉCOLE  CENTRALE 


CONCOURS  DE  1877.  —  l'«  SESSION. 


CMométrie  analytiqne. 

On  donne  un  triangle  AOB,  rectangle  en  0,  et  on  considère  toutes  les 
hyperboles  qui  passent  aux  points  A  et  B,  et  ont  leurs  asymptotes  paral- 
lèles aux  côtés  OA,  OB. 

1*  Former  l'équation  générale  de  ces  hyperboles  ; 

2*  Former  l'équation  du  lieu  des  sommets  de  ces  hyperboles  et  construire 
ce  lieu; 

3*  Prenant  un  point  P  sur  le  lieu  trouvé,  construire  celle  des  hyperboles 
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considérées  qui  a  un  sommet  en  P,  et  reconnaître  sur  quelle  partie  du  lieu 
doit  être  ce  point  P,  pour  que  A  et  B  appartiennent  soit  à  une  même 
branche,  soit  aux  deux  branches  de  cette  hyperbole. 

Trigdnométxie. 

On  donne  deux  côtés  a  et  6  d'un  triangle  et  Tanglô  G   compris,  savoir  : 

a  =  3676-,35i 
6  8=  2i54*,  742 
C  =  103-46'  27*. 
On  demande  de  trouver  le  côté  c,  les  angles  A  et  B,  ainsi  que  la  surface 
du  triangle. 

Épnre. 

On  donne  :  1*  Un  cylmdre  ayant  pour  base  un  cercle  G  situé  dans  le 
plan  horizontal  de  projection,  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la 
droite  de  front  bg,  h'gf,  CS  =a  o-,o25 

C,S  =  o",o55. 

2*  Un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  Gi,  situé  dans  le  plan  horizontal 
et  dont  le  sommet  est  en  5,  5'  sur  la  génératrice  hg,  &y  du  cylindre.  Le 
cercle  de  base  du  cône  est  tangent  en  5  à  la  base  du  cylindre. 

On  demande  :  1-  de  trouver  les  projections  de  l'intersection  du  cône  et 
du  cylindre. 

2*  De  représenter  le  cylindre  supposé  plein  et  existant  seul,'en  supprimant 
la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  cône. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  nécessaires  pour  trouver 
un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Cylindre  et  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  o",2 1 
du  petit  côté  inférieur. 

Physique  et  COiimie. 

I.  —  Un  tube  recourbé  ABCD,  dont  les  deux  branches  sont  verticales  et 
de  même  diamètre,  renferme  une  certaine  quantité  de  mercure  et,  au-Hiessus 
de  ce  mercure,  dans  la  branche  AB,  qui  est  fermée,  se  trouve  de  l'air  sec, 
sous  la  pression  atmosphérique  de  o",76.  La  portion  AB  qui  .  contient  cet 
air  a  une  longueur  de  o",26.  On  verse  dans  l'autre  branche  DG  une 
oolonne  d'eau  dont  le  poids  est  de  342f',72.  Quelle  est  alors  la  différence 
de  niveau  des  deux  surfaces  de  mercure? 

La  section  du  tube  est  de  5  centimètres  carrés  et  ht  densité  du  mercure 
est  égale  à  i3,6. 

n.  —  1*  Préparation  du  chlore* 

2*  Quel  est  à  0*  et  sous  la  pression  de  o",76,  le  volume  de  chlore  que 
Ton  peut  retirer  de  750  kilog.  de  sel  marin? 

BqnivdenU  j^;,  =  H''^^ 

Densité  du  chlore  $  ^  2,44. 

Poids  d'un  litre  d'air  it',293,  à  0*  et  sous  la  pression  deo",76. 
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ECOLE  FORESTIÈRE 


de  1877. 


Composition  en  mathématiques  (3  h.). 

Les  trois  côtés  d'un  triangle  ont  respectivement  des  longueurs  de  1 3  mètres, 
14  mètres  et  i5  mètres.  On  demande  de  calculer  à  un  millimètre  près,  la 
distance  des  côtés  de  ce  triangle  à  ceux  d'un  autre  triangle,  qui  aurait  ses 
côtés  parallèles  à  ceux  du  premier  et  tellement  placé,  que  les  distances  de 
chacun  de  ses  côtés  à  celui  du  premier  qui  lui  est  parallèle  soient  toutes 
égales  entre  elles;  la  surface  du  second  étant  d'ailleurs  les  trois  quarts  de 
celle  du  premier. 

Note  du  rédacteur.  —L'énoncé  de  cette  question  manque  de  clarté;  le 
triangle  A'B'C  semblable  au  triangle  ÂBG  peut  avoir  quatre  positions  diffé- 
rentes. Il  était  nécessaire  d'indiquer  aux  élèves  que  le  problème  était  sus. 
ceptible  de  plusieurs  solutions,  ou  de  leur  dire  nettement  le  cas  à  traiter. 

Solutions  : 

Xi  =  2(2  —  v/3).  Xi  =   10,5(2  —  v/3,)  Xi  =  4(2  —  >/?), 

a?4  =  7(2  -  \/3). 

U  suffit  de  calculer  v3  à  m'oins  d'un  demi-dix-millième. 

Composition  en  trigonométrie  et  calcul  logarithmique  (3  h.). 

Les  trois  angles  d'un  triangle  sont  entre  eux  respectivement  comme  les 

u  3     114 

nombres  i,  -,    -^i- 

7     469 

On  demande  de  déterminer  les  rapports  respectifs  entre  les  longueurs 

des  trois  médianes. 

Composition  en  narration  française  (3  h.). 

Développer  par  le  raisonnement  et  par  des  exemples  cette  pensée  de  Fé- 
nelon  : 
c  L'ordre  est  la  plus  précieuse  et  la  plus  rare  des  qualités  de  l'esprit.  » 

Composition  en  thème  allemand. 

Charles  XII  est  peut-être  le  seul  do  tous  les  hommes  et  jusqu'ici  le  seul 
de  tous  les  rois,  qui  ait  vécu  sans  faiblesse  ;  il  a  porté  toutes  les  vertus  des 
héros  à  un  excès  où  elles  sont  aussi  dangereuses  que  les  vices  opposés. 

Sa  fermeté,  devenue  opiniAtre,  fit  ses  nialheurs  dans  l'Ukraine  et  le  re- 
tint cinq  ans  en  Turquie.  Sa  libéralité,  dégénérant  en  profusion,  a  ruiné 
la  Suède;  son  courage,  poussé  jusqu'à  la  témérité,  a  causé  sa  mort;  sa  jus- 
tice a  été  quelquefois  jusqu'à  la  cruauté  ;  et,  dans  les  dernières  années,  le 
maintien  de  son  autorité  approchait  de  la  tyrannie.  Ses  grandes  qualités 
dont  une  seule  eût  pu  immortaliser  un  autre  prince,  ont  fait  le  malheur 
de  son  pays.  (Yoltairè.) 
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ACADÉMIE  DE  TOULOUSE     ' 

Concours  de  1877. 

On  donne  un  cercle  0,  de  rayon  R  et  deux  points  À  et  B  situés  suiT  un 
même  diamètre,  de  part  et  d'autre  du  centre,  à  des  distances  OA  =  a, 
OB  =  b.  On  demande  1*  de  trouver  sur  la  circonférence  un  point  M  tel 
que  la  somme  des  distances  MA  et  MB  soit  un  maximum. 

2*  De  prouver  que,  dans  le  cas  du  maximum,  les  angles  AMO,  BMO  sont 
égaux; 

3*  De  chercher  comment  varie  le  maximum  de  MA.  +  BIB,  lorsque  les  deux 
points  A  et  B  se  déplacent  sur  le  diamètre  de  manière  que  la  distance  a  +  6 
des  deux  points  reste  constante.  (Mathématiques  élémeniaires.) 

i.  —  Un  fil  FABCF',  de  longueur  2{,  est  fixé  par  ses  deux  extrémités  aux 
deux  points  F  et  F,  situés  sur  une  même  horizontale.  Ce  fil  passe  dans 
l'anneau  A,  puis  sur  une  très-petite  poulie  de  renvoi  fixée  au  point  B,  sur 
rhorizontale  FF',  et  enfin  dans  un  autre  anneau  G.  A  ces  anneaux  sont 
attachés  par  des  cordons  les  p«id8  Q  et  P.  On  donne  BF  =3  2a,  BF  =  2a', 
BG  =  l',  et  on  propose  de  déterminer  le  rapport  qui  doit  exister  entre  les 
poids  P  et  Q  pour  qu'il  y  ait  équilibre. 

2.  —  L'expérience  montre  qu'un  manœuvre  travaillant  8  heures  par  jour 
effectue,  par  le  poids  de  son  corps,  en  une  seconde  de  temps  un  travail 
égal  à  9  kilogrammètres.  Quelle  quantité  de  pierre  amènera-t-il  en  une  Jour- 
née de  8  heures  et  à  l'aide  d'un  treuil  à  la  surface  d'une  carrière  dont  la 
profondeur  égale  24  mètres.  Le  poids  de  ce  manœuvre  étant  égal  èi'ôo  kilo- 
grammes, et  sachant  que  le  rapport  du  rayon  de  la  grande  roue  au  rayon 
du  cylindre  est  égal  à  25,  à  quel  poids  ferait-il  équilibre  par  son  propre 
poids? 

3.  ^  On  connaît  les  projections  horizontales  de  deux  points  A  et  B, 
situés  dans  un  plan  donné,  construire  les  projections  du  triangle  équila- 
térai  construit  sur  la  droite  AB  dans  le  plan  donné.* 

[Ensei^ftiement  spécial,  S*  année.) 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES  (PARIS) 

Session  do  Jalllet. 

1.  —  On  demande  de  construire  un  trapèze  connaissant  les  deux  bases 
a  et  &  et  les  côtés  non  parallèles  c  et  d  ;  à  quelle  condition  le  trapèze  est- 
il  possible? 

Exprimer  sa  surface  au  moyen  de  a,  h,  c,  d. 

2.  —  Rendre  calculable  par  logarithmes  la  somme  sin  A  +  cos  B. 

3.  —  On  donne  une  sphère  de  rayon  R,  déterminer  sur  le  diamètre  AB 
de  cette  sphère  la  longueur  AG  de  façon  que,  en  menant  par  le  point  G  le 
plan  DGE  perpendiculairement  au  diamètre,  la  somme  de  la  surface  de  la 
zone  dont  la  hauteur  est  AG  et  de  la  surface  latérale  du  cône  qui  aurait 
pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  et  pour  base  le  cercle  DGE,  soit  égale 
à  une  surface  donnée  imK 

.  Discuter  le  problème.  . 
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4.  —  La  hauteur  AB  d'un  rectangle  ÂBCD  dtant  égale  à  i  mètre,  trouver 
une  longueur  DE  moindre  que  DC  telle  que  les  volumes  engendrés  par  le 
quadrilatère  AEGB  tournant  1<»  autour  de  AD,  2<*  autour  de  BG,  soient  dans 
le  rapport  de  26  à  19. 

5.  —  On  donne  une  sphère  de  rayon  R  ;  sur  le  diamètre  AB  on  prend 
une  longueur  AG  =  rt;  et  l'on  mène  par  le  point  G  le  plan  DGE  perpendi- 
culaire au  diamètre  AB;  exprimer  au  moyen  de  R  et  de  x  : 

1*  Le  rapport  du  volume  du  segment  ADGE  à  celui  de  la  sphère  qui 
aurait  AG  pour  diamètre  ; 

2*  Le  rapport  du  volume  du  segment  BDGE  à  celui  de  la  sphère  qui 
aurait  GB  pour  diamètre. 

3<»  Déterminer  ce  de  façon  que  le  premier  rapport  soit  le  triple  du  second. 

6.  —  Trouver  sur  une  demi-circonférence  décrite  sur  AB  comme  diamètre 
un  point  G  tel  que,  la  figure  tournant  autour  de  AB,  les  volumes  engendrés 
par  les  segments  de  cercle,  dont  les  cordes  sontAG  et  BG,  soient  entre  eux 
dans  un  rapport  donné. 

7.  —  Un  point  matériel  pesant  est  lancé  dans  le  vide  de  bas  en  haut  sui- 
vant la  verticale  avec  une  vitesse  t;;  démontrer  qu'il  repassera  au  point  de 
départ  avec  la  vitesse  initiale  v. 

8.  ^  Déterminer  les  distances  d'un  point  M  à  deux  points  A  et  B,  con- 
naissant la  distance  AB  =  a,  la  somme  des  distances  MA  +  MB  =  m  et 
l'angle  AMB  sous  lequel  on  voit  du  point  M  la  droite  AB. 

9.  —  Énoncer  la  troisième  loi  de  Kepler  et  s'en  servir  pour  calculer  en 
années  la  durée  de  la  révolution  de  Jupiter  autour  du  soleil,  sachant  que 
la  distance  moyenne  de  cette  planète  au  soleil  est  égale  &  5,  2,  la  dis- 
tance moyenne  du  soleil  à  la  terre  étant  prise  pour  unité. 

10.  —  Soit  ABGun  triangle  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  lon- 
gueur BG  =  8,  AG  =  7,  AB  =  9. 

On  abaisse  du  sommet  A  une  perpendiculaire  AD  sur  le  côté  BC  ;  calculer 
les  segments  BD  et  DG. 

11.  —  Soient  AB  s=  a,  GD  «=  &,  les  deux  bases  d'un  trapèze,  soit  F  un 
point  qui  divise  AB  dans  le  rapport  de  ~.  On  demande  dans  quel  rappport 

il  faut  diviser  l'autre  base  GD  pour  qu*en  joignant  le  point  de  division  E 
au  point  F,  l'aire  du  trapèze  soit  partagée  par  la  droite  £F  en  deux  parties 

qui  soient  entre  elles  comme  £. 

i%  —  Étant  donné  un  demi-cercle  décrit  sur  la  droite  AB  comme  dia- 
mètre, sous  quel  angle  faut-il  mener  par  le  point  B  une  droite  BC  ren- 
contrant en  G  la  demi-circonférence,  pour  que,  la  figure  tournant  autour 
de  AB,  le  volume  engendré  par  la  surface  comprise  entre  AB,  BC  et  l'arc 
GA  soit  la  n*  partie  de  la  sphère  engendrée  par  le  demi-cercle. 

13.  —  Rendre  calculable  par  logarithmes  cos  a  4*  <^3  ^- 

14.  —  On  coupe  une  sphère  par  un  plan  dont  la  distance  au  centre  est 
égale  à  la  moitié  du  rayon  ;  calculer  1<*  le  rapport  des  deux  parties  dans 
lesquelles  ce  plan  divise  la  surface  de  la  sphère;  2*  le  rapport  des  deux 
parties  dans  lesquelles  le  môme  plan  partage  le  volume  de  la  sphère. 

15.  —  On  partage  l'angle  de  60*  en  deux  parMes  telles  que  le  sinus  do 
l'une  soit  le  double  du  sinus  de  l'autre.  Calculer  les.sinus  des  deux  parties. 
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16.  —  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  connaissant  ses  angles  et  la  surface 
décrite  par  la  rotation  de  la  ligne  brisée  BAC  autour  de  BG. 

17.  —  Calculer  les  diagonales  d'un  parallélogramme  connaissant  leur  an- 
gle et  les  côtés  du  parallélogramme.  ~. Discussion. 

18.  —  Étant  donné  tg  a,  calculer  sin  2a,  cos  2a,  tg  2a. 

19.  —  On  partage  l'angle'  de  60*  en  deux  parties  telles  que  la  tangente 
de  Tune  soit  le  double  de  la  tangente  de  l'autre.  —  Calculer  les  valeurs 
des  deux  tangentes. 

20.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  trouver  les  distances  aux  trois  côtés 
d'un  point  M  situé  à  l'intérieur  du  triaugle  et  tel  que  les  surfaces  des*trian- 
gles  MAB,  MBC,  MAC  soient  dans  des  rapports  donnés. 

21.  —  Étant  donné  un  angle  droit  OAB  et  un  point  M  dont  les  distances  aux 
deux  côtés  de  l'angle  droit  sont  connues,  mener  par  le  point  M  une  droite 
qui  forme  avec  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  un  triangle  de  surface  don- 
née w»*. 

22.  —  On  donne  dans  un  plan  un  cercle  de  rayon  égal  à  2  mètres  et  un 
point  A  dont  la  plus  courte  distance  au  cercle  est  i  mètre.  Du  point  A 
on  mène  des  tangentes  AB  et  AG  au  cercle  ;  on  joint  les  points  B  et  G  de 
contact;  calculer  le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC  tournant  autour 
du  diamètre  XY  parallèle  à  BC. 


Les  côtés  AB,  AG  d'un  angle  droit  BAC  sont  3  et  4. 

Mener  par  le  sommet  A  de  l'angle  BAC  et  dans  son  plan  une  droite  telle 
que  les  projections  AB',  AG'  des  deux  côtés  AB,  AG  sur  cette  droite  soient 
égales.  Trouver  les  angles  de  la  droite  avec  les  deux  côtés  AB,  AG. 

{Marseilley  40  avril  1877,) 

D'un  point  donné,  on  voit  deux  circonférences  concentriques  sous  des 
angles  la,  2p.  La  distance  de  ce  point  au  point  de  contact  de  la  tangente  à 
la  grande  circonférence  est  h.  Calculer  les  rayons  des  deux  circonférences. 

Application  :  a  =  21*  18'  i6",9. 

p  =7»  19'  26",7. 

h  =   022",  177. 

[Nancy,  avril  4S77.) 


ÉCOLE  SAINT-CYR 


EXAMENS    ORAUX    DE     1877» 


Algdbre. 


1.  —  On  donne  un  demi-cercle.  Trouver  sur  le  prolongement  du  diamètre 
AB  un  point  P  tel  que  si  l'on  mène  par  ce  point  une  tangente  PC  au  cer- 
cle et  par  le  point  de  contact  G  une  corde  CD  parallèle  au  diamètre,  on 
ait  PC  «  CD. 

2.  —  Soit  un  demi-cercle,  et  un  rayon  prolongé  jusqu'en  un  point  P. 
Par  le  point  P,  on  mène  une  perpendiculaire  au  ri^on  OP,  et  on  prend 
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une  longueur  PI  »  h.  Trourer  un  point  M  sur  OP,  tel  que  si  on  mène  la 
tangente  MH  au  cercle,  on  ait  MH  =  MI. 

3.  —  On  donne  une  demi-circonférence  0.  Sur  le  prolongement  du 
diamètre  AB,  on  donne  un  point  P.  On  demande  de  trouver  sur  la  demi- 
circonférence  un  point  M  tel  que  si  l'on  mène  la  corde  MG  parallèle  au 
diamètre,  on  ait  PM  =  MG. 

4.  —  Étant  données  deux  droites  rectangulaires  Ax  et  Ay,  sur  l'une  on 
prend  deux  longueurs  égales  AB  et  BG.  Déterminer  sur  l'autre  un  point 
P  tel  que  l'angle  BPG  soit  la  moitié  de  l'angle  APB. 

5.  —  Par  le  point  de  contact  A  de  deux  cercles,  on  mène  la  corde  AB, 
puis  la  corde  AB'  perpendiculaire  à  la  première.  On  détermine  ainsi  un 
triangle  rectangle  ABB.  On  demande  de  mener  AG  de  telle  manière  que  le 
volume  engendré  par  le  triangle  tournant  autour  de  la  ligne  des  centre» 
soit  maximum.  —  Examiner  les  cas  où  les  cercles  ont  le  même  rayon. 

6.  —  Soit  un  cercle  0.  On  élève  GM  perpendiculaire  sur  le  prolongement 
du  diamètre.  On  demande  de  mener  la  sécante  OM  rencontrant  en  N  la 
circonférence  de  façon  que  MN  =  NG.  —  On  demande  en  second  lieu  de 
mener  la  sécante  par  l'extrémité  A  du  diamètre  de  manière  que  Ton  ait 
encore  MN  =  NC. 

7.  —  La  ligne  GM  étant  menée  comme  précédemment,  on  demande  de 
mener  la  ligne  ONM  de  telle  manière  que  le  volume  engendré  par  BNMC 
soit  équivalent  au  volume  engendré  par  le  secteur  OBN. 

8.  —  On  demande  de  trouver,  s'il  est  possible,  une  progression  géomé- 
trique décroissant  à  l'infini,  et  dont  un  terme  quelconque  soit  égal  à  la 
somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent. 

Ëq[aations. 

i.  —  Galculer  cos  4a  en  fonction  de  cos  a.  —  En  déduire  cos  —      en 

4 
fonction  de  cos  a.  —  Appliquer  au  cas  où  cos  a  &=  o. 

2.  —  Trouver  le  maximun  ou  le  minimum  de  cotg  222;  4-  cotg  ^* 

3.  —  Résoudre  tg  (a?  +  «)  =  —  3  tg  a? 

4.  —  Résoudre  sin  [x  ■{-  a)  =  cos  œ, 

5.  —  Résoudre  tg  {a  +  x)  ig  [a  —  x)  =  m. 

6.  -:  Résoudre  sin  a  tg'  a;  -^  2  cos  a  tg  â;  +  1=0.  Gonditions  de  réalité 
des  racines. 

7.  —  Résoudre  o^  sin  a  —  2œ  cos  a  +  sin  a  b  o.  Gonditions  de  réalité 
des  racines. 

8.  —  Résoudre  tg  a?  tg  3a;  =  o.  Peutron  prévoir  que  les  racines  seront 
deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

9.  —  Résoudre  — : —  H r-r  = • 

X  +  a  '    X  -{-  h  .       X 

10.  —  Résoudre   -U  a?  =  6. 

a?  —  a     ' 

H.  —  Résoudre  l'inégalité  3aî»  —  8a?  +  "  <  o. 

Géométrie. 

1.  ^  Soit  une  droite  DE  menée  dans  un  triangle  parallèlement  à  la  base 
BG.  Lesextrémités  D  et  E  delà  droite  DE  étant  Jointes  par  des  droites  auxsom- 
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mets  C  et  B  da  triangle,  on  demande  quel  est  le  lieu  des  points  d'intersection 
M  des  deux  droites  DG  et  EB   lorsque  DE  se  meut  parallèlement  à  BG. 

2.  —  Deux  rayons  OÀ  et  O'A'  étant  menés  parallèlement  dans  deux  cer- 
cles tangents,  démontrer  que  l'angle  ÂMAf  formé  par  les  droites  menées  des 
extrémités  des  rayons  au  point  de  contact  des  cercles  est  un  angle  droit 

3.  —  Deux  cercles  étant  tangents  l'un  à  l'autre,  on  mène  par  leur  point 
de  contact  les  deux  cordes  AB  et  AG  perpendiculairement  lune  à  l'autre. 
On  joint  ensuite  les  deux  points  B  et  G  par  une  droite  et  du  point  A  on 
mène  la  perpendiculaire  AD  sur  BG.  On  demande  quel  est  le  lieu  du  point 
D  quand  les  cordes  tournent  autour  du  point  A  en  restant  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre. 

4.  —  Partager  le  trapèze  ABGD,  par  une  droite  partant  du  point  G,  de 
manière  que  la  surface  inférieure  GFD  soit  à  la  surface  supérieure  AGFB, 
comme  3  est  à  5. 

5.  —  Trouver  le  rapport  des  surfaces  et  des  volumes  engendrés  par  un 
hexagone  régulier,  lorsqu'il  tourne  autour  d'un  diamètre  passant  par  deux 
sommets  opposés  et  autour  d'un  diamètre  perpendiculaire  à  deux  côtés 
opposés. 

6.  —  Étant  donnée  une  circonférence  tangente  à  deux  autres,  la  droite 
menée  par  les  points  de  tangence  passe  toujours  par  le  centre  de  similitude 
des  deux  circonférences  données. 

Trigonométrie. 

1.  —  On  donne  un  demi-cercle  et  on  prolonge  le  diamètre  AB  jusqu'en 
un  point  P.  On  demande  de  mener  par  le  point  P  une  sécante  au  cercle 
telle  que  le  segment  intercepté  MN  soit  vu  du  point  G^  milieu  du  rayon 
AO,  sous  un  angle  droit. 

2.  —  On  donne  une  droite  XY,  et  deux  droites  AB,  A'B  perpendiculaires 
à  XY.  On  considère  le  point  M  de  XY  d'où  l'on  voit  AB  et  A'B'  sous  le 
même  angle  Y-  D'un  point  N  de  XY,  on  voit  AB  sous  Tangle  ai  et  A'B' 
sous  l'angle  a'.  On  connaît  MA'  =  d;  MN  =  a.  Galculer  AB,  A'B',  AA'. 

3.  —  Par  le  point  fixe  P  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre,  mener 
une  sécante  qui  fasse  avec  ce  diamètre  un  angle  x  qui  soit  le  quart  de 
celui  sous  lequel  on  voit  du  centre  le  segment  intérieur.  Galculer  sin  x 
lorsque  OP  =  2B. 

4.  —  Étant  donnée  une  circonférence,  déterminer  l'angle  MOB,  de  façon  que 
l'arc  BM  tournant  autour  de  AB  et  le  rayon  OM  tournant  autour  de  la 
même  droite,  engendrent  des  surfaces  dont  la  somme  soit  donnée. 

Mécanique 

1.  —  On  a  sur  une  verticale  AB  deux  points  placés  à  une  distance  d.  Du 
point  A,  on  laisse  tomber  un  corps  librement  ;  du  point  B,  on  lance  de 
bas  en  haut  un  corps  animé  d'une  vitesse  initiale  v».  On  demande  à  quel 
moment  ces  deux  corps  se  rencontreront, 

2.  —  Étant  donné  un  carré  ABGD,  on  joint  le  point  E,  milieu  de  AB 
au  point  F,  milieu  de  BG.  On  demande  de  déterminer  le  centre  de  gravité 
du  polygone  restant  AEPDG. 
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QUESTIONS 

POSÉES  DANS  LES  EXAKENS  ORAUX  DU  CONCOURS  DE  SAINT-CYR 

1875,  1876 


Problèmes  2*  degré. 

On  donne  deux  tangentes  aux  extrémités  d'un  diamètre.  Mener  une  troi- 
sième tangente  déterminant  arec  les  premières  et  le  diamètre  un  trapèze  : 
1"  de  périmètre  donné;  2*  de  surlace  donnée. 

Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  trapèze  isoscèle  tel  que  la  somme  des 
carrés  de  la  base  et  de  la  hauteur  soit  maxima. 

m.        .  .        •     .  ,       (X    —     l)     (X   —    3) 

Maximum  et  mmimum  de  r-^ • 

a?»  H-  4 

On  donne  le  polynôme  x^  -\-  2axy  +  by*  +  ^cx  +  2dy  +  c,  et   on 

demande  de  le  décomposer  en  deux  facteurs  du  premier  degré  en  o;  et  en  y. 

Quelles  sont  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  a, 

6,  c,  d,  e,  pour  que  le  polynôme  soit  un  carré? 

Inscrire  dans  un  cercle  un  triangle  isoscèle  tel  que  la  somme  des  carrés 
des  trois  côtés  soit  égale  à  un  carré  donné.  —  Discuter. 

Étant  données  deux  parallèles  et  deux  points  A  et  B  sur  l'une  d'elles, 
trouver  par  le  calcul  sur  l'autre  parallèle  un  point  M  tel  que  MA'  +  MB' 
=  K^  —  Discuter. 

Étant  donnée  une  corde  AB,  trouver  sur  la  circonférence  un  point  M  tel 
que  MA*  +  BIB»  =  K^  —  Discuter. 

Mener  dans  un  cercle  une  corde  AB  telle  que,  si  on^mène  le  rayon  per- 
pendiculaire 01,  rencontrant  en  P  la  circonférence,  la  somme  AB  +  IP 
soit  maxima  ou  minima. 

Étant  donnée  une  demi-circonférence  AB.  mener  la  corde  CD  parallèle 
à  AB  de  telle  manière  que  AC»  +  CD»  =  K^  —  Discuter. 

Étant  donnée  Téquation  x^  -{-  px  ^  q  ==  o,  on  veut  en  trouver  une  autre 
dont  les  racines  soient  celles  de  la  proposée  diminuées  d'un  nombre  donné  h. 
Quelle  serait  l'équation  qui  déterminerait  h,  de  telle  façon  que  l'une  des 
racines  de.  la  nouvelle  équation  fût  nulle.  —  Pourrait-on  déterminer  h  de 
manière  que  les  racines  de  la  nouvelle  équation  fussent  égales  et  de  signes 
contraires? 

Couper  une  sphère  par  un  plan  de  manière  que  le  cône  qui  a  pour  base 
la  section  et  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  soit  équivalent  à  la  ca- 
lotte sphérique  qui  surmonte  ce  cône. 

Dans  un  demi-cercle  mener  trois  cordes  consécutives  dont  la  seconde  soit 
parallèle  au  diamètre  et  les  autres,  terminées  au  diamètre,  de  manière  que 
la  somme  des  carrés  de  ces  cordes  soit  égale  à  un  carré  donné.  —  Discuter. 

Dans  un  demi-cercle  AB,  mener  une  corde  CD  parallèle  au  diamètre,  de 
manière  que  AC  -{-  CD  soit  donné.  —  Discuter. 

La  figure  étant  la  même  que  précédemment,  déterminer  le  point  C  par 

AG 
la  condition  p=r  ss  K. 
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Dans  un  demi-cercle  AB,  on  mène  CD  perpendiculaire  au  diamètre,  et  on 
mène  la  corde  AG.  Déterminer  le  point  G  par  la  condition  que  AC  +  CD  s  L 

—  Discuter. 

On  considère  une  circonférence  de  cercle,  une  tangente  TA,  et  le  dia- 
mètre TS  du  point  de  contact.  Déterminer  sur  la  circonférence  un  point  P 
tel  que  la  somme  des  distances  à  la  tangente  et  au  diamètre  soit  égale  à 
une  constante  l.  —  Discuter. 

Étant  donnés  sur  une  droite  trois  points  fixes  A,  B,  G,  déterminer  sur 
cette  ligne  un  quatrième  point  M  tel  que  MB'  =  MA  x  MG. 

On  donne  un  triangle  ABG.  Mener  une  parallèle  DE  à  la  base  BG  de  ma- 
nière que  le  trapèze  DE6G  ait  une  sur&ce  donnée. 

Étant  donné  or'  -|-  f/>  =  a',  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de 
bx  -f  cy. 

Étant  donné  un  triangle  isoscèle  ABG,  déterminer  sur  l'un  des  côtés  égaux 
un  point  D  tel  qu'en  menant  D£  parallèle  à  BG,  on  ait  BD>  +  DE'  +  EC'  =  K'. 

—  Discuter. 

On  prend  un  demi- cercle  et  par  un  point  P  du  diamètre  prolongé,  on 
mèn|  une  tangente.  Trouver  la  position  du  point  P  pour  que,  si  la  figure 
tourne  autour  du  diamètre,  la  surface  latérale  du  cône  soit  dans  un  rap- 
port donné  avec  la  surface  de  la  zone  enveloppée. 

On  donne  une  circonférence  de  rayon  B,  et  deux  rayons  rectangulaires. 
Mener  une  circonférence  tangente  intérieurement  à  la  première  et  aux  deux 
rayons.  —  Si  on  mène  la  tangente  commune,  on  demande  de  calculer  les 
côtés  du  triangle  rectangle  qu'elle  forme  avec  les  rayons  prolongés. 

Dans  une  sphère  de  rayon  B,  inscrire  un  cône  qui  soit  au  segment  déter- 
miné par  la  base  dans  le  rapport  de  m  à  n. 

Dans  l'équation  ax^  +  6a;  -f-  c  =.o,  quelle  est  la  relation  qui  doit  exis- 
ter entre  les  coeflicients  pour  que  les  racines  aient  un  rapport  donné? 

Trouver  sur  une  demi-circonférence  AA'  un  point  M  tel  que  2A'M  -j-  SAM 
soit  maximum. 

On  donne  un  angle  BAG  et  un  point  D,  E  sur  chaque  côté.  Mener  par  le 
sommet  A  une  droite  telle  que  si  des  points  D,  E,  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires DP,  EG  sur  cette  droite,  le  produit  AF  x  AG  soit  égal  à  un 
carré  donné.  —  Discuter. 

On  donne  un  cercle  0,  et  deux  points  P,  F  sur  un  des  diamètres.  Mener 
par  le  point  P  une  sécante  PCD  telle  que  le  triangle  DFG  soit  maximum 
ou  minimum.  On  supposera  P  extérieur  et  P'  intérieur  à  la  circonférence. 

Étant  donnée  une  circonférence  mener  une  corde  AB  telle  que  si  OC  est 
la  distance  du  centre  à  cette  corde,  AB  +  OC  soit  maximum. 

Soit  un  triangle  équilatéral  ABG,  le  point  P  sur  le  milieu  de  AB;  on 
propose  de  mener  une  parallèle  MN  au  côté  AB,  de  telle  manière  que  le 
triangle  MNP  ait  un  périmètre  donné.  —  Discussion. 

Trouver  sur  la  base  BG  d'un  triangle  ABG  un  point  M  tel  que  la  somme 
AM'  -f.  BM'  +  CM»  soit  égale  à  m*.  —  Discuter. 

Trouver  la  valeur  de  x  qui  rend  minima  la  quantité 

(ax  —  a'Y  +  [bx  —  Vy. 

Étant  donné  un  rectangle  ABCD,  on  prend  sur  le  proloogement  de  BC  un 
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point  M,  et  on  le  joint  au  point  A .  Cette  ligne  AM  rencontre  le  côté  CD  en 
N.  Trouver  la  position  du  point  M  pour  que  ADN  +  MNC  ait  une  valeur 
donnée.  —  Trouver  le  minimum. 

On  donne  une  circonférence  et  deux  tangentes  parallèles.  Un  point  P 
étant  donné  sur  le  diamètre  de  contact,  mener  une  troisième  tangente  telle 
que  la  portion  comprise  entre  les  deux  premières  soit  vue  du  point  P  sous 
un  angle  maximum  ou  minimum. 

Équations  trigonométric[a68. 

Sin  X  -{-  s\n  {a  ^  x)  =  -^  , 

m 

2  sin*  X  —  3  sin  a;  -^  a  =  G. 

Cos*  a?  —  3  cos  a;  +  a  =  G. 

2  cos*  a:  -—  5  cos  T  +  a  =  G. 

2  sin*  a;  +  4  sin^  a?  +  o  =  o 

X  • 

Cos  — h  2  cos  a;  =  o. 

2 

Sin  20;  =  4  cos^  x. 
Sin  X  +  sin*  a?  -f-  2  cos*  x  =  a. 
2  tg*  a;  —  3  tg  a;  +  20  =  G. 
Sin  a?  =  cotg  x. 
sin  X  sin  a 

sin  [b  -\-  x)       2  sin  c' 

tg  (45  —  x)  ^  ^ 

igx  • 

Sin  X  +  sin  6g»  —  «  =  m. 
Sin  3a;  =  sin  x. 
Tg  X  =s  2  cos  X. 
Sin  X  -{-  cos*  X  =  a. 
Tg  a:  +  cotg  a;  =  g. 
Tg*  X  +  cotg*  X  =  K*. 
Sin  a;  tg  a;  +  2  cos  a;  =  m. 
I 

-: =  tg  X. 

Sin  X 
a 


+  --— =  6. 


sin  œ       cos  a; 
5tg2a?  +  3tga?—  I  =so. 
3  sin*  X  —  2p  sin  x  4-  4  =  G. 
p  sin  a;  +  9  <:  sin*  x. 

3  tga?  =  tg  (a?  +  «). 

Cos  a?  4-  cos  3a?  +  cos  5x  =  o. 

Sin  X  +  ^,  cos  X  =  m.  Discuter. 

2 
Sin^  X  +  cos*  a?  =a  -r. 

Sin  (B  s  4  sin  t^;  a;  +  t/  ^o*- 
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Tg*  X  +  »in'  X  =  m, 

Tg  X  —  cotg  X  ^  (iù&  X  -\»  %m  X. 

Sin  â;  +  Gos  j;  =  sin  ^x, 

Tg  [X  +  43)  +  tg  («  -  45)  =  4- 

Tg  2^;  tg  3a;  =  i. 

Tg  a;  tg  3a;  s  2. 

Sin  X  sin  (6o*  —  a;)  =s  a. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


QUESTION  V^. 

Solutlom  par  M.  VAUTRi. 

Déterminer  un  triangle;  dont  les  côtés  soient  des  multiples  du 
rayon  du  cercle  inscrit.  Démontrer  que^  le  rayon  étant  pris  pour 
unité,  le  cube  du  nombre  qui  représente  la  surface  est  égal  à  la 
somme  des  cubes  des  trois  côtés. 

Soit  ABC  le  triangle  cherché,  a,  p,  y,  les  points  oli  le 
cercle  inscrit  touche  les  côtés.  En  prenant  R  =  Oa  pour 
unité    et  donnant   à  p,  a,  6,  c  les    significations  connues, 

on  a  t/'  (P-fl)  (p-fc)"(P^__  ^ 

f  P 

ou  {jp^)  (jfhb)  ip-c)  =  p  (1) 

Posons  Ap  =  x,  aB  =  j/,  aC  =  z. 
Nous  aurons  p  =  x  +  V  +  ^ 

a  =  y  -\-  z 
6  =  0?  -f-  5 
c  =  X  +  y 
Par  suite  l'équation  (1)  devient 

xyz  =  X  +  y  +  z  (2) 

Si  a;,  j/,  js  sont  entiers,  a,  6,  c  le  seront  également  et  par 
conséquent  multiples  de  R.  Or  l'équation  (2)  est  satisfaite 
pour  X  =  1,  y  =  2,  z  =3; 

ce  sont  donc  les  valeurs  cherchées.  On  en  tire 

a=  5, 6  =  4;  c  =  3, 
oii,  en  rétablissant  le  rayon 

a=5R,  6=4R,c=  3R. 
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De  ce  que  a;  ^  i  =  R,  on  en  conclut  que  ApOf  est  un 
carré  et  que  ABC  est  un  triangle  rectangle.  (On  a  d'ailleurs 

Par  suite  aire  ABC  =  -  6c  =  6 

2 

or  a*  4"  *'  +  ^*  =  ^^^  =  ^*- 

Donc 


QUESTION  23. 
SolutloM  par  M.  Bibtte,  élève  du  Lycée  du  Havre. 

Un  triangle  isoscèle  ABC,  mobile,  a  deux  côtés  AB  et  AG 
égaux  à  une  longueur  donnée.  Le  sommet  A  décrit  une  circonr 
férence  donnée  0  et  les  deux  sommets  B  et  C  se  meuvent  sur 
une  autre  circonférence  également  donnée  0'.  Trouver  le  lieu 
géométrique  du  symétrique  du  point  A  par  rapport  à  BG  : 

Soient  R  et  R'  les  rayons  des  circonférences  0  et  0',  et 
AB  =  Ha  longueur  donnée.  Dans  le  triangle  BAO'  on  a 
R'«  =  /»  +  A0'«  —  2AO'.  AD  (1) 

Supposons  t  >  R'  ;  l'égalité  (1)  peut  s'écrire 

p  _  R'«  _  AO'  (2AD  —  AO)  =  AO'.  A'O' 

Ce  qui  prouve  que  le  lieu  cherché  est  la  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques  de  la  circonférence  0  par  rap- 
port au  point  0'.  C'est  donc  une  circonférence.  Le  point  0' 
est  dans  ce  cas  le  centre  de  similitude  inverse  de  la  cir- 
conférence du  lieu  et  de  la  circonférence  0. 

Si  l'on  avait  I  <  R'  on  aurait 

AO'  —  AO'  =  P  —  R'« 
quantité  négative.  Le  point  0'  serait  alors  le  centre  de  simi- 
litude directe  de  la  circonférence  du  lieu  et  de  la  circonfé- 
rence 0. 

Remarque.  —  Si  la  circonférence  0  passait  par  le  point  0' 
le  lieu  géométrique  serait  réduit  à  une  droite  ;  si  l'on  avait 
l  =  R',  on  aurait 

AO'  — A'O'  =  o; 
dans  ce  cas  le  lieu  se  réduirait  au  point  0'. 
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QUESTION  33. 

■•tattom  par  HM.  Ltnch  et  Woisttn,  Lycée  Condorcet 

Etant  données  deux  parallèles  TA  et  N  et  deux  points  quel- 
conques P  et  P',  mener  par  le  point  P  une  sécante  PAB  telle 
que  la  partie  interceptée  AB  sait  vue  du  point  P'  sous  un  angle 
donné  a. 

Supposons  le  problème  résolu. 

Par  A  menons 

AR  parallèle  à  BF. 

Les  triangles  sem- 

blables  PBP'  et 

PAR  donnent 

PR  _  PA  _ 

P'R  ~  AB  "" 

constante. 

Or  rangle  RAP' 
=  AFB  =  a. 

Le  point  A  se  trouve  donc  sur  le  segment  capable  de 
l'angle  a,  décrit  sur  RP'. 

Donc  pour  résoudre  le  problème  on  devra  partager  PF 
dans  le  rapport  constant  de  PA  à  AB  et  sur  RP'  décrire  un 
segment  capable  de  Tangle  donné  a.  L'intersection  de  Tare 
de  ce  segment  avec  la  parallèle  M  donnera  le  point  A.  On 
joindra  PA,  ce  sera  la  droite  demandée. 

Le  problème  aura  généralement  deux  solutions,  Tare  du 
segment  coupant  la  droite  M  en  un  second  point  A'. 

Nota.  —  A  résolu  la  même  question  M.  Belin,  de  Semur. 

QUESTION  36. 
••IwiloM  par  M.  Biettb,  élèye  au  Lycée  du  HaTre. 

Si  Von  mène  les  diamètres  passant  par  les  sommets  Sun 
triangle  inscrit  dans  unecirconférence^  on  détermine  enjoignant 
les  points  de  division  de  la  circonférence,  un  hexagone  dont  te 
périmètre  est  égal  à  4  fois  la  somme  du  rayon  du  cercle  circons- 
crit et  du  cercle  inscrit  au  triangle.  (léon  àrnoyb.) 

Nous  démontrerons  d'abord  que  deux  côtés  opposés  AE, 
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BD,  par  exemple»  sont  égaux.  En  effet,  les  deux  triangles 

rectangles  ABD,  BEA  ont  Thypo- 
ténuse  égale  et  un  angle  aigu  égal 
AÊB  =  AfiB. 

Or    dans    le    triangle    rectangle 
ABE  on  a 

AE  =  2R  cos  BEA  =  2R  cos  C 
de  même 
CE  =  2R  cos  BEC  =  2R  cos  A 
T  CD  =  2R  cos  CDA  =  2R  cos  B 

On  aura  donc  en  désignant  par  P  le  périmètre 

F  =  2  (AE  +  CE  +  CD) 
donc  P  =  4R  (cos  A  +  cos  B  +  cos  C) 

mais  A  +  B  +  C  =  1 8o%  donc 

ABC 

cos  A  +  cos  B  4-  cos  G  =  I  4"  4  sin  —  sin  —  sin  — 
*  222 

donc  P  =  4  (R  -\-  4R  sin  —  sin  —  sin  —  ) 

\  2*2  2/ 

^    .    A    .     B    .     C 

et  comme  4R  sin  —  sm  -  sin  -  =  r 

222 

r  étant  le   rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle,  on  a  finale- 
ment P  =  4  (R  +  r). 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Demortain,  école  commu- 
nale de  DouUens;  Bernaou,  collège  d'Épernay. 


QUESTION  37.. 
SolstloM  par  M.  Mahibux,  élève  du  Lycée  de  Saint-Quentin. 

Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  dont  la  surface  totale^  aug- 
mentée de  la  surface  latérale,  soit  égale  à  la  surface  de  la  sphère, 

(l.  julliàrb.) 

Prenons  pour  inconnue  la  hauteur  SO  du  cône  et  soit  D 
le  diamètre  de  la  sphère.  

La  surface  latérale  du  cône  est  toc  ^  D*  —  Dx  et  la 
surface  totale  est  %  >Jx  (D  —  x)  \y]  J>x  +  v/  a?  (D  —  a:)]  ; 
on  a  donc  à  résoudre  l'équation 
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2x  VD»— Dec  +  Da:  —  a:*  =  D« 
ou 

x«  +  (D*  —  Do;)  —  2X  v^D*  — Da: 

=  0 

que  l'on  peut  écrire 

(a?  —  v/D«— Da?)'  =  o 

ou        0?»  =  D  (D  -w  œ). 

La  hauteur  cherchée  est  donc 
égale  au  plus  grand  segment 
du  diamètre  divisé  en  moyenne 
et  extrême  raison. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Pyolle,  du  lycée  de  Cons- 
taotine;  Merieult  et  Blette,  du  Havre;  Canon  et  Orth,  de  Liège;  Clabé  et 
Jallidière,  de  Mont-de-Marsan;  Osmont  et  Chastan,  de  Valence.;  Aubert,  de 
Marseille;  Nénon,  de  Dînant. 


QUESTION  40. 

KolutioB  par  M.  VAUTaé,  de  Saint-Dié. 

Toute  puissance  entière  n*  d'un  nombre  entier  est  toujours 
égale  à  la  somme  de  n  termes  consécutifs,  pris  dans  la  suite 
naturelle  des  nombres  impairs  i,  3,  5,  7, . . . 

Application  au  cas  oi»  a  =  3,  ef  où  n  reçoit  su^ccessivement 
les  valeurs  i,  2,  3,...  (de  montferrier.) 

Ce  théorème  est  traduit  par  Téquation 
n*=a  +  (a+2)+  ....  +  [a'+  2{n  -   1)]  (1) 

dans  laquelle  il  faut  prouver  que  a  est  entier,  positif  et 
impair. 

Cette  équation  peut  s'écrire 

n^  =  n*  +  n{a  —  1) 
d'où  a  =  n«-  i  —  n  -{-  i. 

Il  est  d'abord  évident  que  a  est  entier,  et  de  plus  positif, 
puisqu'on  a  a  >  2  ;  d'ailleurs  n«  "  *  est  pair  avec  n,  ou 
impair  avec  elle  ;  donc  n*  -  *  —  n  est  pair  et  par  suite  à  est 
impair;  c.  q.  f.  d. 

Dans  l'équation  (1)  faisons  a  ==  3  et  n  =  i,  2,  3,. .  .  il 
vient 

i«  =  I  ;  2»  =  3  +  5,  3»  =  7  +  . . . .  (2) 
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En  général,  la  progression  qui  égale  n'  a  pour  dernier 

terme  I»  =  n*  -}"  **  —  ^  > 

celle  qui  égale  (n  +  !.)•  a  pour  premier  terme 

On  +  I  =  n*  +  ^  +  I 
Donc  On  +  I  =  Al  +  2. 

Par  suite,  si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  n  pre- 
mières équations  (2),  les  seconds  membres  forment  la  pro- 
gression continue  i,  3,  5,  7,. .  .  composée  de  i  +  2  -|-  . . . 
-f-  n  termes,  ,et  Ton  a 

i«-h  2'  +  ••••+«•  =  I  +  3  +  5  +  7+  .... 

Calculant  d'abord  le  nombre  des  termes  du  second  mem- 
bre, puis  leur  somme,  on  trouve  successivement 

n  («  +  0 
1  +  2+3+ +n  = 


I» 


+  ,.+3»  + ■...+»»=[.  "';+"]! 


La  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  est  égale 
au  carré  de  leur  somme. 

Nota.  —  Ont  résolu  la   même  question  :  MM.  Jullidière,  de  l^ont-de- 
Marsan;  X***,  du  collège  RoUin;  Nénon,  de  Dinant. 


QUESTION  41. 

Solution  par  M.  Bernaou,  élève  du  Collège  d'Épernay. 

Inscrire  dans  une  sphère'donnée  un  prisme  triangulaire  régu- 
lier de  volume  maanmum.  Ce  maximum  est  égal  au  cube  du 
rayon  de  la  sphère.  (hartus.) 

Soit  X  le  rayon  du  petit  cercle  de  la  sphère  circonscrit  à 
la  base  du  prisme  et  2y  la  hauteur  de  ce  prisme  ;  on  a  la 
relation  (1)  ce'  +  y"  =  r». 

La  base  est  un  triangle  équilatéral  dont  la  surface   est 

3x*^3                                                3a;*v3 
et  le  volume  du  prisme  sera .  2y. 

4  4 

En  tenant  lieu  de  la  relation  (1)  la  quantité  à  rendre 

3v^ 
maxima  est  y(R*  —  y^)  ou  simplement  y(R*  —  y*). 
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Cette  quantité  sera  maxima  en  même  temps  que 
y*(R^  —  y*)K  La  somme  des  facteurs  étant  constante,  le 
maximum  aura  lieu  quand  on  aura 


d'oîi 


par  suite 


t 

I 

y 

R«  - 

2 
R 

■y 

X 

rVz 
~     3 

ime  maximum 

sera 

2RV3 
4 

2R 

n/3 

R». 

Nota.—  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Pradel,  de  Montauban;  Blette, 
da  Havre;  Landouzy,  de  Lille  ;  Gouot,  de  Tonnerre;  PyoUe,  de  Constantine; 
Nénon,  Rigot,  Meurant,  de  Dînant. 

M.  Degueldre,  du  collège  de  Belle-Vue,  à  Dînant,  fait  remarquer,  en  outre, 
que,  par  la  même  méthode,  on  pourrait  démontrer  que,  dans  le  cône  mini- 
mum circonscrit  à  une  sphère, 

1*  La  hauteur  du  cône  est  double  du  diamètre  de  la  sphère; 

2*  Son  volume  est  double  de  celui  de  la  sphère; 

3*  Sa  surface  totale  est  double  de  celle  de  la  sphère. 

Il  indique,  en  outre,  cette  propriété  que  .  le  volume  maiimum  du  cylin- 
dre inscrit  dans  une  sphère  est  au  volume  de  la  sphère  cooune  3  :  i. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


53.  —  Construire  un  pentagone  dans  lequel  chaque 
diagonale  soit  parallèle  au  côté  opposé.  (Dellac.) 

64.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  OX  et  OY. 
Sur  OX,  on  prend  deux  points  fixes  A  et  B,  et  sur  OY  un 
point  mobile  jG.  On  fait  passer  une  circonférence  par  ces 
trois  points.  Trouver  géométriquement  :  1®  le  lieu  de  l'ex- 
trémité M  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  G;  2^  le  lieu 
du  point  N  de  rencontre  de  AG  avec  une  parallèle  à  OX 
menée  par  le  point  M.  (Launoy.) 

56.  —  Trouver  cinq  nombres  entiers  consécutifs  tels  que 
la  somme  des  carrés  des  deux  plus  grands  soit  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  trois  autres.  (Amoye.) 
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56.  —  Lorsq[ue  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  sont 
en  progression  arithmétique,  le  rayon  du  cercle  inscrit  est 
égal  à  la  raison  de  cette  progression.  JAmoye.) 

57.  —  Parmi  tous  les  triangles  MNP  que  Ton  forme  en 
abaissant  d'un  point  quelconque  M  du  côté  AB  d'un  triangle 
ABC  des  perpendiculaires  MN,  MP  sur  les  deux  autres  côtés, 
AG,  BC,  quel  est  celui  dont  la  surface  est  maxima  ? 

(Amoye.) 

58.  —  Les  numérateurs  de  plusieurs  fractions  égales 
sont  des  équimultiples  respectivement  des  quotients  trouvés 
en  divisant  les  dénominateurs  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur.  (Reynaud.) 

69.  —  On  a  un  angle  BAC  ;  par  le  sommet  A  on  fait 
passer  un  cercle  0,  ayant  son  centre  sur  le  côté  AB  ;  puis 
l'on  considère  le  cercle  0,  tangent  au  premier  cercle  et  aux 
deux  côtés  de  l'angle.  Lieu  géométrique  du  point  de  con- 
tact M  des  deux  cercles.  (Julliard.) 

60.  —  Les  centres  des  cercles  inscrits  dans  les  quatre 
triangles  formés  par  deux  côtés  et  une  diagonale  d'un  qua- 
drilatère inscriptible  sont  les  sommets  d'un  rectangle. 

(Thual.) 

61.  —  Résoudre  les  deux  équations 

acv  =  y^  ;     • 
XV  =  y^  , 
Relations  qui  doivent  exister  entre  p  et  g  pour  que  ce  et  y 
soient  rationnels.  (WeilL) 


ERRATUM  DE  LA  PAGE  49$. 

La  figure  ci-contre  doit  remplacer  celle  de  la 
solution. 

En  outre,  au  lieu  de  dire  \ma\s  les  droites 
FI  et  GE  étant  médianes,  0  et  F  leurs  points  de 
rencontre...^  il  faut  lire  :  mais  les  droites  FI 
JE  étant  médianes  du  triangle  OEF,  leurs  points 
de  rencontre.». 


Rédacteur  Gérant, 
J.  BOURGET. 


IMPHraiMIB  CBNTtALB  DBS  CHKMINS  D2  FBR.  —  A.  GHAIX  IT  d«, 
moi  BIRGftKB,  aO,  A  PABX8.-  itSSO-?. 
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THÉORIE  DE  L'INVERSION 

OU 
KÉTHODK  DE  TRÀNSFOEMÀTION  PAR  RATONS  VECTEURS  RÉGIPROQDES 

par  M.  CioeliCB. 

[SuUûj  voir  page  235.) 


Définitions.  YI.  —  Inversian  (Tune  circonférence. 

On  sait  que  Ton  appelle  puissance  d'un  point  0  par  rap- 
port à  une  circonférence,  le  produit  constant  Om  X  OM 
des  segments  Om  et  OM  compris  entre  le  point  0  et  la  cir- 
conférence,  d'une  sécante  mobile  passant  par  le  point  0  ; 
que  ce  produit  est,  conformément  à  la  règle  des  signes, 
considéré  comme  positif  ou  comme  négatif,  suivant  que  le 
point  0  est  situé  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  du  cercle. 
Par  conséquent,  si  Ton  prend  le  point  0  pour  pôle  et  un 
module  égal  en  grandeur  et  en  signe  à  la  puissance  du 
point  0,  par  rapport  à  la  circonférence,  celle-ci  se  trans- 
formera en  elle-même,  quelle  que  soit  la  position  du  point 
0.  On  voit  ainsi  que  la  circonférence  est  une  figure  anallag- 
matique,  en  prenant  pour  pôle  un  point  quelconque  de  son 
plan  et  pour  module  la  puissance  du  pôle  par  rapport  à 
cette  circonférence. 

Mais  si  le  module  de  transformation  donné,  que  nous 
désignerons  par  (a,  n'est  pas  égal  à  la  puissance  p  du  pôle, 
l'inverse  d'une  circonférence  est  une  figure  homothétique 
de  cette  circonférence  par  rapport  au  pôle,  et,  par  suite, 
d'après  le  théorème  précédent,  une  autre  circonférence  dont 
le  rayon  est  égal  à  celui  de  la  première  multiplié  par  le 

rapport  -^' 
P 
Il  est  facile  de  vérifier  que  ce  résultat  subsiste  lorsque 

Ton  tient  compte  des  signes  de  \l  et  de  p. 

JomuiAi.  ns  MATH.  1877.  i? 
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VII.  —  Inversion  d'une  sphère  et  d'un  cercle  quelconque  de 
Vespace. 

Si  Ton  fait  tourner  une  circonférence  autour  du  diamëtre 
passant  par  le  pôle,  cette  circonférence  engendre  une 
sphère  ;  mais  en  même  temps  la  figure  inverse  tourne 
autour  de  son  diamètre  et  engendre  une  seconde  sphère 
homothétique  à  la  première  par  rapport  au  pôle.  On  a  donc 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  4.  —  Pour  un  point  quelconque  de  Vespace  la 
figure  inverse  d'une  sphère  est  une  sphère  homothétique  de  la 
première  par  rapport  au  pôle  et  dont  le  rayon  est  égal  à  celui 
de  la  première  multiplié  par  le  quotient  du  module  par  la  puis- 
sance du  point  par  rapport  à  la  sphère. 

Nous  ferons  observer  qu'il  résulte  immédiatement  de  la 
définition  des  figures  inverses  que  trois  groupes  de  points 
inverses  quelconques  de  l'espace  M  et  m,  M  et  m',  M"et  m", 

sont  situés  sur  une  même  sphère. 

» 

VIII.  Théorème  6.  —  L'inverse  dune  circonférence  C 
par  rapport  à  un  point  quelconque  de  Vespace  pris  pour  pôle 
est  une  autre  circonférence  c. 

En  effet,  faisons  passer  par  cette  circonférence  G  deux 
sphères  quelconques  S  et  S'  ;  il  est  évident  que  l'inverse  de 
la  circonférence  G  est  l'intersection  des  figures  inverses  des 
deux  sphères  S  et  S\  Mais  les  deux  figures  inverses  de  S 
et  de  S'  sont  elles-mêmes  en  général,  deux  sphères  S  et  S'. 
L'mtersection  de  ces  deux  sphères  est  une  circonférence  c 
inverse  de  la  circonférence  donnée  G;  c.  q.  f.  d. 

Nous  donnerons  plus  tard  des  applications  de  ce  théorème 
fort  important. 

§2. 

IX.  —  Inverseur  Peaucellier. 

Get  appareil  se  compose  d'un  losange  formé  de  quatre 
tiges  égales,  MAmB  articulées  en  leurs  points  d'intersection  ; 
deux  autres  tiges  égales  OA  et  OB,  sont  articulées  entre  elles 
au  point  0  et  avec  les  précédentes  en  A  et  B.  Si  Von  déforme 
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le  losange  en  fiaxuU  le  point  0,  les  points  TA  et  m  décrivent 
de^AX  figures  inverses. 
En  effet,  les  points  M,  m  et  0  sont  en  ligne  droite  puis- 

M  11 


qu'ils  sont  à  égale  distance  des 
points  A  et  B.  En  désignant  par  I 
le  point  d'intersection  des  diago- 
nales du  losange,  on  a  : 
OM  =  01  +  Im 
Om  =  01  —  Im 
par  suite,  en  multipliant  membre 

à  membre  OM  X  Om  =  0"P  —  Im* 

mais  les  triangles  rectangles  donnent 

OÏ*  =  OP  —  iW 

lin*  =  Bm*  —  IB* 

d'oii  l'on  tire      OP  —  Im*  =  OB*  —  Bm* 

et  enfin  OM  X  Om  =  OB*  —  Bm*. 

Le  second  membre  est  une  quantité  constante;  c'est  le 
module  de  l'inversion.  On  remarquera  que  ce  module  est 
positif  ou  négatif  suivant  que  le  point  0  est  situé  à  l'exté- 
rieur ou  à  l'intérieur  du  losange. 

La  démonstration  fort  simple  que  nous  venons  de  donner 
est  due  à  M.  Mannbeim. 
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X.  —  Parallélogramme  de  Watt, 

Si  Tun  des  points  M  ou  m  de  Tinverseur  est  relié  par  une 
tige  inflexible  à  un  point  fixe  0',  ce  point  M  ou  m  décrira  une 
circonférence;  par  conséquent  le  point  réciproque  m  ou  M 
décrira  aussi  une  circonférence  de  rayon  généralement  dif- 
férent. L'inverseur  Peaucellier  miïni  de  cette  tige  supplé- 
mentaire a  été  utilisé  pour  tracer  des  cercles  de  12  mètres  de 
rayon  et  de  centre  inaccessible  :  et  aussi,  pour  simplifier  la 
construction  des  planisphères  et  des  cartes   géographiques. 

Si  la  longueur  de  cette  tige  supplémentaire  est  égale  à 
00',  la  circonférence  décrite  par  le  point  Mou  m  passe  par 
le  point  0  et  son  inverse  est  une  droite  perpendiculaire  à 
00'. 

De  cette  façon  on  transforme  rigoureusement  un,  mouve- 
ment circulaire  alternatif  en  un  mouvement  rectiligne  al- 
ternatif, et  réciproquement.  Par  conséquent,  cet  appareil 
remplace  avec  avantage  le  parallélogramme  de  Watt  qui  ne 
donnait  de  ce  problème  qu'une  solution  approchée. 

Cette  remarquable  découverte  (1864)  a  valu  à  M.  le  colonel 
Peaucellier  le  prix  Monthyon  que  lui  a  décerné  l'Institut 
de  France. 

XI.  —  Inverseur  de  Hart. 

M.  Hart  a  appliqué  un  théorème  de  S.  Roberts  à  la  con- 
struction d'un  inverseur  plus  simple  que  celui  du  colonel 
Peaucellier. 

Soit  le  trapèze  symétrique  ABDC  dans  lequel  AB  =  CD, 

AD  =  BC;  menons  une  parallèle  OMm  aux  deux  bases  AC, 

BD. 

OM_OC 

^''*-"  BÏÏ~GD' 

Ow  _  OD 

AC~CD' 

multipliant  membre  à  membre  ces  deux  relations,  il  vient  : 

OMxOm_OCxOD 

BDxAC"      CD"     ' 
mais  puisque  le  trapèze  ABDC  est  symétrique,  il  est  inscrip- 


iB 
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iible  et  le  théorème  de  Ptolémée  sur  le  produit  des  diagonales 
A  donne  : 

AB  X  CD  +  BD  X  AC  =  AD  X  BG, 

d'où         AB«  -f  BD  X  AG  =  AD*; 

et  enfin 

OM  X  Om  =.2L^^   (aB"  -  Air 

gS'      ^ 

L'inverseuf  de  Hart  se  compose  de  quatre 
tiges  AB,  BG,  GD,  DA  égales  deux  à  deux 
et  articulées  aux  quatre  points  A,  B,  G,  D. 
Par  conséquent  si  Ton  déforme  le  quadrila- 
tère autour  du  point  0,  les  deux  points  M 
et  m  restent  fixes  sur  les  côtés  BG  et  AD, 
)X)  mais  décrivent  dans  le  plan  deux  figures 
inverses. 

Les  considérations  que  nous  avons  exposées 
dans  le  numéro  précédent  concernant  la 
transformation  des  mouvements  rectiligne 
et  circulaire,  s'appliquent  naturellement  à  Tinverseur  de 
Hart,  ainsi  qu'à  tous  les  autres  inverseurs. 

Nous  avons  supposé  le  point  0  pris  pour  pôle  sur  le  côté 
GD  ;  dans  ce  cas  l'inverseur  est  positif;  si  l'on  prend  le  point 
0  sur  le  prolongement  de  GD,  en  supposant  que  les  tiges 
BG  et  AD  de  l'inverseur  ont  été  prolongées,  l'inverseur  est 
négatif. 

(A  suivre.) 


ETUDES  SUR  LES  MAXIMA  ET  MINIMA 

par  M*  Cochez  (suite)  • 

(Voir  p.  232.) 


Problême  VI.  —  On  donne  un  cercle  0  et  une  divite  xy. 
Parmi  tous  les  triangles  ayant  leur  sommet  en  un  point  P 
donné  sur  cette  droite  et  pour  base  une  corde  AB  parallèle  à 
cette  droite f  quel  est  celui  de  surface  maximum  ? 
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Ce  problème  donne  lieu  à  un  naximum,  car  si  la  base  se 

déplace  parallèlement  à  elle- 
^  même  depuis  D  jusqu'à  D',  elle 
part  de  zéro  pour  revenir  à 
zéro;  il  en  est  donc  de  même 
de  la  surface  du  triangle.  Cette 
surface  variant  de  zéro  à  zéro 
passera  par  un  maximum. 

Ceci  posé,  appelons  R  le  rayon 
du  cercle  et  soient 
PK  =  A 
HK  =  OC  =  a; 
AB  =  2y. 
La  surface  du  triangle  est  {x  ^  h)  y;  àe  plus 

y  =  V  R*  —  x*. 
La  fonction  à  rendre  maximum  est  donc 

(A)  (x  -f-  h)  V  R"  —  œ« 

Appliquant  le  principe  énoncé,  il  vient 

(1)      (x  +  h)  V  R"  —  ac"  =  {Xi  +  h)  V  R*  —  flCi». 

Si  Ton  voulait  faire  disparaître  les  radicaux  en  élevant  au 
carré,  on  arriverait  à  une  équation  du  troisième  degré  pour 
déterminer  Yx  du  maximum. 

L'artifice  suivant  permet  de  ramenerTéquation  au  second 
degré. 

L'égalité  (i)  donne 

X  VR*— aî»+  h  VR*  —  x*  =  Xi  v/r*  —  x^*  +  h  \/r«  —  a?i» 

ou        

(2)  h  [)JB}  —X*  —  VR*  —  Xi*]  =  fiCi  v^R«  —  ûDi»  —  0?  VR'—  œ* 
Si  l'on  remarque  que 


Vp  —  Vg  =  7^ 


et  que 


n  Vqr  —  m  V'p  = 


Vp  +  Vg 


(B) 


n  vÇ  +  m  v/p 
la  relation  (2)  s'é(*.rira  après  simplifications 


Xt*  —  X' 


R«  (Xi*  —  x»)  —  (j;/  —  jc*) 

VR*  —  X»  +  VR«  —  a?|"  ""   a5i  v^rTZ^  -j.  a?  y/B}  —  ar« 
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Divisant  les  deux  membres  par  (Ci*  —  x'  et  faisant  dans 
le  résultat  Xi  =  x,  on  a  pour  déterminer  Vx  qui  rend  maxi- 
mum la  fonction  (A), 

2ac*  -\-  hx  —  R*  =  o. 


d'oîi 


—  A  ±  V  A*  +  8R« 

X  =  ' 

4 
La  solution  négative  doit  être  négligée,  x  ne  pouvant  être 

négatif,  car  il  est  bien  évident  que  la  surface  augmente  tant 

que  H  est  entre  le  point  P  et  le  point  K,  puisque  la  corde 

augmente  ainsi  que  la  hauteur. 

Donc 

-  ft  -j-  y/  ft«  +  8R«> 

Vx  maximum  est • 

4 

R 
Si  la  droite  xy  est  tangente  au  cercle  A  =  R,  et  a;  =  —  . 

Si  le  point  P  se  confond  avec  le  point  de  contact  Pj,  le 

triangle  F^AB  est   isoscële  et  inscrit;  sa  surface  est  alors 

3R*  \/3 

ï- .  Nous  voyons  donc  que  de  tous  les  triangles  isoscèles 

inscrits  c^est  le  triangle  équilaiéral  qui  a  la  surface  maximum. 

Problème  VIL  —  Parmi  tous  les  vases  de  même  capacité 
dont  la  forme  est  celle  d*un  tronc  de  cône  et  dans  lesquels  Va- 
rête  fait  avec  le  fond  un  angle  donné  a,  trouver  celui  dont  la 
surface  totale  soit  la  plus  petite  possible.  (Frenet.) 

Soient  A'H'  =  r 

Hff  =  y 

AB  =  A'B'  =  z 

RW  =  X 

AH'  =  HK  =  HB'  +  B'K 

=  X  +  B'K. 

tg  (i8o«—  a)  ''       ^ 

r  =  X  —  y  cotg  a  (1) 

y  (2) 


on  a 


or 
donc 

et 

alors 

(3) 


B'K  = 


A'K 


Z  =i 


sin  a 


V  =  -^Ty  (œ*  +rx  +  r«)  =  -y  «y  ^ 
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remplaçons  dans  cette  expression  r  par  sa  valeur  (1),  il  vient 
toutes  réductions  faites 

(3')  Y  =  -jX  tg  a  [x»  —  (a;  —  y  colg  a)'] 

telle  est  l'expression  du  volume. 

La  surface  totale  du  vase  se  compose  de  la  surface  de  la 
base  BB'  plus  de  la  surface  latérale  du  tronc  de  cône;  on  a 

S  =  xa?*  +  w   ^.^  ^    (x+  (x  —  y  cotg  a)  j 

Divisant  les  deux  membres  de  cette  relation  par  «,  mul- 
tipliant par  cos  a,  et  remarquant  que 

cos  a  =^  2  cos* I 

2 

il  vient  toutes  réductions  faites 

S  cos  a             .        .     «        /  .      , 
=  2X*  cos* (x  —  y  cotg  a)* 

or  (3')  donne 

3V 
(x  —  y  cotg  a)'  =  a?'  — 


X  tg  a 


,              Scosa  .        .a        /    .         3  V  \l 

donc        =  2  0?*  cos 


par  suite  (x  —  y  cotg  «)•  =  (x^ ^  ' 

\  X  tg  a  / 

«  2     \        w  tg  «y 

telle  est  l'expression  qu'il  s'agit  de  rendre  minimum. 
Posons  pour  plus  de  simplicité 

2  COS*  —  =  m 

2 

3V 

=  n 


X  tg  a 

la  fonction  prend  la  forme 

X 

mx*  —  (ûc*  —  n) 

Appliquons  le  principe  fondamental,  il  vient 

mx*  —  {x^  —  n)    =  iwa?|"  —  (aji*  —  n) 


ou 


m{x*  ~  X,*)  —  [(X»  -  tî)'  —  (x,»  —  n'J  =  o      (4). 
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Bemarquant  que 

p*  —  g*  */~      %i — 

J7=     r7== — i7==  V  p*  — Vî*- 

V  P'  +  VpY  +  V  7* 

l'expression  (4)  prendra  la  forme 

Divisant  par  x  —  x^,  faisant  dans  le  résultat  œ  =  0?^,  il 
Tient  toutes  réductions  faites 

mx  {a^  -^  n)  Voc^  _  n  —  a?»  (or»  —  n)  =  o 

ou  X  (oî»  —  n)  [m  ^a;«  —  n  —  a?]  =  o 

d'où  (a)  X  =  o 

(a')  œ*  —  n  =  o 

(o")         m  y  CD«  —  n  —  a?  =  o 

(a)  doit  être  rejeté,  cette  solution  répondant  à  un  cône  ; 
(a)  doit  également  être  rejeté  car  on  aurait 


a?=\/- 


ou 

w  tg  a 

qui  porté  dans  (1)  donnerait 

r  =  05  —  y  cotg  a  =  G  ; 
l'équation  qui  donne  l'a;  minimum  est  alors 

m  i/a;*  —  n  ^  X 

d'oîi  oj  =  V     f *» 

remplaçant  m  et  n  par  leurs  valeurs  on  a 


24V  cos*  — 
_    .  2 


[8  COS.  -1  -  x] 


(il  sutt^e.) 

18 
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CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1877. 

dasse  de  mathâmatiqueB  spéciales. 

Composition  en  mathématiques. 

Rechercher  les  surfaces  S  du  second  degré,  sur  lesquelles  existe  une 
droite  D,  telle  que  rhyperboloïde  de  révolution  H,  qui  a  pour  axe  une  géné- 
ratrice rectiligne  quelconque  G  de  la  surface  S,  et  du  même  système  que  D, 
et  qui  passe  par  la  droite  D,  coupe  orthogonalement  la  surface  S  en  tons 
les  points  de  cette  droite. 

Si  Ton  considère  tous  les  hyperboloïdes  H  qui  se  rapportent  k  une  même 
surface  S,  jouissant  de  la  propriété  énoncée  : 

!•  Trouver  le  lieu  des  sonunets  A  et  celui  des  foyers  F  des  hyperboloïdes 
H'  conjugués  des  hyperboloïdes  H; 

2*  Par  l'un  des  foyers  F  de  rhyperboloïde  H'  on  mène  un  plan  P  paral- 
lèle à  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  G  et  D  et  faisant  avec 
cette  dernière  un  angle  supplémentaire  de  celui  que  fait  avec  cette  même 
droite  l'axe  G  de  rhyperboloïde  H.  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  joint 
le  point  où  le  plan  P  coupe  la  droite  D  à  Tan  des  points  où  ce  plan  coupe 
la  courbe  d'intersection  de  la  surface  S  et  de  rhyperboloïde  H. 

Classe  de  mathématiqaes  élémentaires. 

Composition  en  mathématiques. 

Étant  donnés  deux  plans  P  et  F  et  un  point  A  en  dehors  des  deux  plans» 
on  considère  toutes  les  sphères  qui  passent  par  le  point  A  et  qui  sont 
tangentes  aux  deux  plans  donnés. 

1"  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  A  au  centre  de  la  sphère 
variable. 

2*  Trouver  le  lieu  du  point  où  cette  sphère  touche  l'un  des  plans. 

Enseignement  spécial. 

Mathématiques  appliquées  et  géométrie  descriptive, 

I.  •-  Sur  deux  plans  inclinés  P,  Q,  faisant  avec  le  plan  horizontal,  le 
premier  un  angle  de  6o*,  le  second  un  angle  de  3o«,  et,  dans  un  plan  per- 
pendiculaire À  l'intersection  des  plans  P  et  Q,  on  place  deux  petits  poids 
égaux  réunis  par  un  fil  qui  s'enroule  sur  une  petite  poulie  dont  l'axe 
coïncide  avec  l'intersection  des  plans  P  et  Q,  et  dont  les  dimensions  sont 
telles  que  les  deux  portions  du  fil  sont  repectivement  parallèles  aux  deux 
plans  inclinés.  On  demande  : 

1*  Dans  quel  sens  se  produit  le  mouvement; 

2«  Qels  sont  les  espaces  parcourus  par  les  poids  après  trois  secondes  ; 
3*  Quelles  sont  les  vitesses  acquises  par  ces  mêmes  poids  après  trois 
secondes. 

II.  —  On  donne,  dans  le  plan  vertical  de  projection,  un  hexagone  régu- 
lier dont  un  côté,  égal  &  4  centimètres,  co'ïncide  avec  la  ligne  de  terre;  cet 
hexagone  est  l'une  des  bases  d'un  prisme  oblique  dont  les  arêtes  sont  hori- 
zontales, et  forment  un  angle  de  6o*  avec  la  ligne  de  terre  ;  la  seconde 
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base  du  prisme  est  dans  un  plan  parallèle  au  plan  vertical  de  projection 
situé  à  12  centimètres  en  avant  de  ce  plan.  Sur^laface  supérieure  du  prisme 
repose  une  sphère  qui  a  4  centimètres  de  rayon,  et  qui  touche  le  plan  de 
la  face  supérieure  du  prisme  au  centre  du  parallélogramme  formé  par  cette 
face. 

On  demande  de  représenter  le  système  de  ces  deux  corps  solides,  et  de 
dessiner  leurs  ombres  propres,  l'ombre  portée  par  la  sphère  sur  le  prisme, 
et  les  ombres  portées  par  les  deux  corps  sur  les  plans  de  projection. 

On  supposera  le  qrstème  éclairé  par  la  lumière  dite  à  4s: 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1875 

Classa  de  troisième. 

1.  —  Inscrire  dans  une  circonférence  un  triangle  ABC  dont  TangleAsoit 
connu  et  dont  les  côtés  AB  et  BC  soient  tangents  à  deux  cercles  donnés. 

2.  ^  Trouver  les  dénominateurs  des  fractions  ordinaires  irréductibles  qui, 
réduites  en  fractions  décimales,  donnent  naissance  &  une  fraction  décimale 
périodique  simple  de  un,  deux  ou  quatre  chiil^. 

Classe  de  seconde. 

i.  —  Lieu  géométrique  des  points  dont  la  somme  des  distances  à  deux 
droites  données  est  constante.—  Lieu  géométrique  des  points  dont  la  somme 
des  distances  à  trois  droites  est  constante. 

2.  —  Construire  un  triangle  MNP  dont  les  côtés  vont  passer  par  trois 
points  fixes  A,B,G,  sachant  que  les  sommets  M  et  N  sont  sur  un  cercle  donné 
passant  par  les  points  A  et  B,  et  que  l'angle  P  a  une  valeur  donnée. 

3.  —  Ëtant  donnée  une  équation  du  second  degré,  former  les  équations  qui 
ont  pour  racines  :  1*  les  carrés  des  racines  de  la  première;  2*  les  inverses 
des  racines  de  la  première.  —  Chercher  quels  doivent  être  les  coefficients  de 
la  première  pour  que  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  carrés  des  racines 
de  la  proposée  ne  diffère  pas  de  celle-ci. 

Classe  de  rhétoriciae. 

Une  sphère  repose  sur  un  plan  horizontal;  sur  le  même  plan  repose  par 
sa  base  un  cône  droit  dont  la  hauteur  égale  le  diamètre  de  la  sphère.  On 
demande  de  couper  les  deux  corps  par  un  plan  horizontal  de  telle  sorte  que 
les  sections  soient  entre  elles  comme  deux  nombres  donnés. 

Classe  de  philosophie. 

Deux  triangles  équiiatéraux  ABC,  A'B'C  sont  disposés  dans  deux  plans 
parallèles  de  façon  que  les  sommets  de  l'un  et  les  pieds  des  perpendiculaires 
ababsées  des  sommets  du  deuxième  sur  le  plan  du  premier  soient  les  som- 
mets d'un  hexagone  régulier.  Les  centres  des  deux  triangles  étant  0  et  0', 
on  demande  de  déterminer  la  figure  du  solide  commun  aui  deux  tétraè- 
dres OABC,  O'A'fi'C'  et  d'exprimer  le  volume  de  ce  solide  à  l'aide  du  côté  a 
des  triangles  équiiatéraux  et  de  la  distance  d  des  deux  plans. 
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G*a«fl6  dé  mathématlqniéB  élémentaires. 

On  donne  les  cotés  afi,c^  d'un  triangle  ABC.  Des  sommets  comme  centres, 
on  décrit  trois  circonférences  qui  se  touchent  deux  à  deux  extérieurement. 
Déterminer  les  rayons  des  deux  circonférences  tangentes  aux  trois  premières. 


ACADÉMIES  D'AIX  ET  DE  MONTPELLIER 

Gonooors  académique  de  mathématiques  élémentaires  (1877). 

Un  plan  mobile  P  reste  superposé  à  un  plan  fixe  Q  et  se  meut  arec  cette 
condition  que  deux  droites  déterminées  MXy  My  du  plan  mobile  P,  faisant 
entre  elles  un  angle  6,  restent  tangentes  à  deux  cercles  C'C  situés  dans  le 
plan  fixe  Q,  la  distance  des  centres  G,  G'  étant  2C  et  les  rayons  étant  R 
et  R'.  1*  Prouver  que  toute  droite  d'un  plan  mobile  P  passe  constamment 
par  un  point  ou  reste  toujours  tangente  à  un  cercle  situé  dans  le  plan 
fixe  Q,  et  distinguer  les  droites  du  plan  mobile  passant  par  des  points 
correspondants  du  plan  fixe,  et  les  droites  du  même  plan  mobile  qui 
restent  tangentes  à  des  cercles  correspondants  du  plan  fixe,  et  discuter 
les  positions  de  ces  droites,  de  ces  points  et  de  ces  cercles;  3*  Démon- 
trer que  les  droites  du  plan  mobile  qui  restent  tangentes  à  des  cercles 
égaux  du  plan  fixe,  sont  toutes  tangentes  à  un  cercle  situé  dans  le  plan 
mobile;  3*  Prouver  qu'il  existe  un  point  du  plan  mobile  qui  décrit  un 
cercle  sur  le  plan  fixe,  et  déterminer  par  le  calcul  ce  point  et  ce  cercle 
en  fonction  des  données;  4**  Êlablir  que  pendant  le  mouvement  du  plan 
mobile,  un  cercle  situé  dans  ce  plan  roule  sans  glisser  sur  un  autre  cercle 
situé  dans  le  plan  fixe,  et  déterminer  ces  deux  cercles  en  position  et  en 
grandeur,  chacun  dans  son  plan  respectif. 

Gonoours  de  1874. 

Un  plan  mobile  glisse  sur  un  plan  fixe  av^c  la  condition  que  deux  points 
fixes  du  premier  décrivent  deux  droites  données  dans  le  plan  fixe. 

1*  Démontrer  qu'il  existe  dans  le  plan  mobile  un  cercle  qui  roule  sans 
glisser  sur  un  cercle  du  plan  fixe; 

2*  Quels  sont  les  points  du  plan  mobile  qui  décrivent  sur  le  plan  fixe 
des  lignes  droites; 

3"  Quel  est  le  point  du  plan  mobile  qui  décrit  un  cercle  sur  le  plan  fixe. 

Concours  académique  de  mathématiques  spéciales  (1877]f. 

On  donne,  un  ellipsoïde  E  rapporté  à  ses  plans  principaux  et  une  surface 
du  second  degré  S. 

1*  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  la  surface  S  par 
les  plans  tangents  à  rellipsoîde  E  :  ce  lieu  est  une  surface  S. 

2*  Gonstruire  les  traces  de  la  surface  £  sur  les  plans  coordonnés  dans  le 
cas  où  la  surface  S  a  ses  axes  coïncidents  avec  ceux  de  l'ellipsoïde. 

3*  Dans  ce  même  cas  couper  la  surface  £  par  des  surfaces  concentriques 
et  homothétiques  à  S,  et  en  déduire  un  mode  de  génération  de  la  surfoce  £ 
en  faisant  varier  le  rapport  d'hoçiothétie. 
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INSEIGNKHENT  SPÉCIAL  1877. 

Oéométrle  desoriptlTe. 

On  donne  deux  points  A  et  B  dont  les  distances  au  plan  horizontal  sont 
3  et  I  centimètres;  les  distances  au  plan  yertical  i  et  2  centimètres;  la 
distance  du  point  A  au  point  B  étant  3  centimètres,  on  demande  1*  de 
construire  les  traces  du  plan  qui  contient  les  deux  points  A  et  B  et  qui 
foit  un  angle  de  70*  avec  le  plan  horizontal  ;  2*  d'indiquer  le  nombre  de 
solutions  du  problème,  de  les  discuter,  de  déterminer  les  angles  que  la 
droite  AB  fiait  ayec  les  traces  verticales  et  horizontales  du  plan  et  avec 
le  plan  vertical. 

Méoaniqne. 

Étant  donnés  deux  plans  inclinés  AB  et  AG  ayant  même  hauteur  AD  et 
formant  avec  le  plan  horizontal  BG  des  angles  AGD,  DBA  complémentaires 
et  dans  le  rapport  de  i  à  2.  On  laisse  tomber  simultanément  du  point  A 
trois  corps  :  le  premier  suivant  le  plan  incliné  AC,  le  second  suivant  le 
pUn  inclina  AB,  le  troisième  suivant  la  verticale  AD. 

Leur  vitesse  initiale  est  nulle  et  l'on  fait  abstraction  du  frottement  et 
de  la  résistance  de  l'air. 

L'intensité  de  la  pesanteur  est  g,8o88. 

On  demande  1*  de  déterminer  les  positions  M,  L,  P,  des  trois  corps 
après  une  chute  de  3  secondes, 

2*  De  calculer  les  côtés  et  les  angles  du  triangles  MLP  que  l'on  obtient 
en  joignant  deux  à  deux  les  points  M,  L,  P,  par  des  droites. 

3'  De  démonter  que  quel  que  soit  le  temps  de  la  chute,  ce  triangle  reste 
toujours  semblable,  à  lui-même  et  que  son  aire  est  proportionnelle  à  la 
quatrième  puissance  de  ce  temps. 


BACGAJAURÉAT  ES  SCIENCES. 

Sachant  que  tga  ettgp  sont  racines  de  l'équaUon  a^  +  px  +  q  ^  o, 
calculer  en  fonction  de  p  et  de  9  la  valeur  de  l'expression 

sin»  (a  +  B)  +  p  sin  (o  +  B)  cos  («  +  p)  +  î  cosM»  +  P)  =  <>• 

(àlgûr,  4876.) 
Les  côtés  opposés  AB,  GD  de  la  base  d'une  pyramide  quadranguLaire 
SABCD,  se  coupent  en  E,  et  les  deux  autres  côtés  en  F,  de  telle  sorte  que 
les  faces  ASB;  GSD  se  coupent  suivant  SE,  et  les  faces  ASD,  BSG  suivent  SF. 
Démontrer  que  toute  section  faite  dans  la  pyramide  par  un  plan  parallèle 
à  ESF  est  un  parallélogramme.  Déterminer  le  point  M  de  SD  pour  lequel 
la  section  est  équivalente  à  un  carré  donné.  (lyoti,  4S76.) 

On  donne  un  losange  ABGD.  Aux  points  A  et  G,  extrémités  d'une  de  ses 
diagonales,  on  élève  des  perpendiculaires  données  A£  et  GH,  au  plan  du 
losange.  Galculer  le  volume  du  tétraèdre  DEHB.  (Poitiert,  4S76.) 

Dans  un  triangle  rectangle  on  connaît  le  périmètre  et  la  surface.  Galculer 
tous  les  éléments  en  fonction  de  ces  quantités.        (Lille,  49  avril  4877.) 

Un  carré  dont  le  côté  est  a  tourne  autour  d'un  axe  passant  par  un  de  ses 
sommeuet  pajrallèle  àl'une  de  ses  diagonales.  On  demande  le  volume  engendré. 

(Lille,  47  avril  4977.) 


—  270  — 

i.  *-  Étant  donnée  l'équation  â^^  20^74-  3^=  <>,  quelle  valeur  doit-on 
donner  à  a  pour  que  l'une  des  racines  soit  double  de  l'autre. 

2.  —  On  prépare  du  gaz  ammoniac  avec  du  chlorhydrate  d'ammoniaque 
et  de  la  chaux  vive  en  excès.  On  recueille  10  litres  de  ce  gaz  à  3o*  sous 
la  pression  de  0,700.  On  demande  le  poids  de  chlorure  de  calcium  formé 
dans  cette  réaction.  L'équivalent  du  calcium  est  20. 

{Caen,  le  44  avril  4877.) 

La  densité  de  l'acide  carbonique  est  i,53;  celle  de  l'oxyde  de  carbone 
est  0,957.  Quel  est  le  poids  du  litre  du  mélange  de  ces  deux  gaz  fait  par 
parties  égales  à  10*  sous  une  pression  de  760.      {Cam,  le  43  avril  1577.) 

Le  récipient  d'une  machine  pneumatique  a  une  capacité  de  10  litres; 
chaque  corps  de  pompe  a  une  capacité  de  i  litre.  Combien  faudra- t-il  de 
coups  de  piston  pour  que  la  pression  descende  de  750  millimètres  à  10 
miilimètres.  (Caen,  45  avril  4877.) 


EXAMENS  ORAUX  DE  SAINT-CYR  1877. 

Algèbre. 

1.  -^  On  donne  deux  cercles  tangents.  Par  le  point  de  contact  A,  on  mène 
une  corde  AG  ;  puis,  dans  l'autre  cercle  une  autre  corde  AB  faisant  avec  la 
première  un  angle  «.  On  demande  de  mener  AG  de  manière  que  Taire  du 
triangle  ABG  soit  maxima. 

2.  —  On  donne  deux  cercles  tangents;  par  le  point  de  contact,  on  mène 
dans  l'un  des  cercles  une  corde  AB,  puis  la  corde  AB'  perpendiculaire  à  la 
première,  dans  l'autre  cercle.  On  demande  de  mener  AB  de  telle  sorte 
que  AB  +  AB'  sont  un  maximum. 

3.  —  Étant  donnée  une  demi-circonférence  limitée  par  un  diamètre  AB, 
trouver  sur  la  circonférence  un  point  G  tel  que  si  l'on  mène  CD  parallèle 
à  AB,  on  ait  GD  =  3GA. 

4.  —  Étant  donnée  une  demi-circonférence  terminée  par  le  diamètre  AB 
on  mène  le  rayon  OG,  perpendiculaire  à  AB  et  la  corde  AG.  Gela  posé,  on 
demande  de  trouver  sur  le  diamètre  AB  un  point  P  tel  que  si  l'on  mène 
la  perpendiculaire  PN  au  diamètre  AB,  et  rencontrant  la  circonférence  en 
M  et  la  corde  AG  en  N,  on  ait  PM  +  PiN  »  /. 

5.  ^  Quelles  conditions  doivent  remplir  les  coefficients  du  polynôme  (b^  + 
ax*  ^  bx*  +  ex  -h  d^  pour  que  ce  polynôme  soit  le  carré  d'un  trinôme 
de  la  forme  a^  +  mx  -f-  n. 

6.  —  Trouver  sur  une  demi-circonférence  AMB  un  point  H  tel  que  3AM  4- 
2BH  soit  un  maximum. 

Équations. 

1.  —  Tg  â?  tg  2a;  sa  m. 
S.  —  Sin  xaia  Sx  sn  m. 

3.  —  Gos  20?  -f*  2sin  x  tss  m. 

4.  —  Sln  a;  +  ces  a;  -f  sin  2X  sa  2. 

5.  —  3cos'  X  as  2sin  x  00s  a. 

6.  —  Gos  3a;  es  K  cos'  x. 

7.  —  Tg  («  +  •)  »  3tg  [x  —  a). 
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8.  —  Maximum  ou  minimum  de  2tg  a?  +  3ootg  x, 

9.  -^  a^^2œtgOL  -^  3  es  o.  Conditions  de  réalité  lorsque  a  est  aigu  ;  ou 
lorsque  «  est  obtus. 

10.  —  Tg  {x+  45»)  —  tg  a;  =s  m.  Cas  où  m  e=  I. 

11.  —  Maximum  de  sin  À  sin  B  lorsque  A  +  B  est  constant. 

12.  —  Maximum  de  sin'  x  -f-  sin'  (a;  -f-  a),  «  étant  un  angle  compris 
entre  o  et  90*. 

Mométrie. 

1.  —  Quel  est  le  rapport  entre  les  deux  surfaces  engendrées  par  la  tan- 
gente menée  du  point  À  à  un  cercle  et  l'arc  BMC  compris  entre  le  point 
de  contact  et  le  diamètre  passant  par  le  point  A? 

2.  —  Quel  est  le  rayon  d'un  cercle  dans  lequel  on  pourrait  inscrire  un 
hexagone  équivalent  à  un  triangle  équilatéral  donné? 

3.  ~  Le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs  d'un  triangle 
donné  a  pour  bissectrices  ces  hauteurs. 

4.  ^  Dans  un  quadrilatère,  la  ligne  qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés 
opposés  partage  en  deux  parties  é^es  la  droite  qui  joint  les  milieux  des 
diagonales. 

Trigonométrie. 

1.  —  Calculer:  Sin  3a  en  fonction  de  sin  a;  cos  3a  en  fonction  de  cos a. 

—  Vérifier  pour  a  =  6o». 

2.  —  Trourer  tg  —en  fonction  de  oo#  a. 

4 

3.  —  On  a:  tga  +  tg&=3  i.  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  les 

angles  a  et  b. 

4.  —  Vérifier  légalité  : 

X  —  sin  a         .,*  —  « 

— — ^-^— ^—    s    tg'  ■   . 

I  +  sin  a  •        4 

5.  ^  Trouver  le  rayon  d'une  circonférence  inscrite  dans  un  secteur  dont 
les  éléments  sont  connus. 

6.  —  Inscrire  dans  un  secteur  circulaire  un  rectangle  semblable  à  un 
rectangle  donné.  Cas  où  ce  rectangle  est  un  carré. 

7.  On  donne  un  triangle  ABC  ;  on  mène  les  hauteurs  AD,  CE  ;  calculer  ED. 

—  Partant  du  résultat  trouvé,  on  demande  de  comparer  le  triangle  DEF  au 
triangle  ABC. 

6.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a,  A,  — . 

c 

Méoaniqne. 

1.  —Étant  donnés  deux  plans  faisant  les  angles  a,  p  avec  l'horizontale,  un 
corps  gUsse  librement  sur  AB;  la  hauteur  AC  =3  h.  On  demande  jusqu'à 
quelle  hauteur  le  corps  remontera  sur  le  second  plan. 

3.  —  Etant  donné  un  pendule  à  l'extrémité  duquel  se  trouve  un  poids  de 
10  Idlog.,  on  fait  prendre  au  pendule  une  direction  telle  que  le  fil  fasse 
avec  la  verticale  un  angle  de  45".  On  demande  quelle  sera  la  force  hori- 
zontale qu'il  faudra  opposer  à  ce  corps  pour  qu'il  reste  dans  cette  nouvelle 
poaition. 
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3.—  Etant  donnée  une  série  de  plans  inclinés  sur  lesquels  on  fait  glisser  un 
corps  et  qai  partent  du  même  point  A,  on  demande  de  prouver  que  ce  corps 
arrive  toujours  au  bout  du  même  temps  aux  points  de  rencontre  arec  la 
circonférence  décrite  sur  ÀD  comme  diamètre. 

4.  —  On  suppose  qu'un  corps  tombe  dans  le  vide  sans  vitesse  initiale  d'une 
hauteur  h.  On  demande  de  partager  cette  hauteur  h  en  trois  parties  telles 
que  chacune  de  ces  parties  soit  parcourue  dans  le  même  temps. 

Divers. 

Partager  6o  en  deux  parties  telles  que  les  carrés  de  ces  parties  soient 
entre  elles  comme  les  nombres  -r-  et  -3-.  Calculer  l'une  de  ces  parties  k  0,01 

près. 

o  4-  & 

2.  —  Deux  nombres  a  et  6  étant  premiers  entre  eux,  démontrer  que 7*- 

est  une  fraction  irréductible. 

3.  —  Trouver  la  limite  vers  laquelle  tend 

J-+ JL  +  ^  + -L  +  Ji- + -2- + 

y     ~    ji    ~    7»  n*  7*  7^  

4.  —  Trouver  la  plus  haute  puissance  de  7  qui  divise  le  produit 

1X2X3X4X X49X5o 


EXAMENS  ORAUX  DE  SAINT-GYR  —  1878. 

Algèbre. 

1.  —  m  étant  un  nombre  entier»  dans  quel  cas  la  division  de  je*»  —  a» 
par  â^  —  a'  est-elle  possible? 

d.  —  Faire  la  division  de  a^  +  i  p^r  x*  +  px  +  q.  Déterminer  pour  p 
et  q  des  valeurs  telles  que  la  division  soit  possible. 

3.  —  Trouver  laquelle  des  deux  quantités  ^^  ou  "  «H-t^,,  ^  j  est  la  plus 
grande. 

4.  —  Etant  donnée  l'équation  aafi-^bx  +  c  «o,  former  une  autre  équa- 
tion dont  les  racioes  soient  ler  carrés  des  racines  de  la  proposée.  —  Con- 
ditions pour  que  les  racines  de  l'équation  trouvée  soient  égales. 

6.  —  a«  +  6»  ^  c»  _  3a^  est-il  divisible  par  a  +  &  +  c?  Déterminer 
X  dans  le  polynôme  a*  +  &^  +  c^  —  xabc  pour  qu'il  soit  divisible  par 
a  +  6  H-  c. 

6.  ^  Traie  valeur,  pour  â;  »  i,  de  la  fraction 

a^  —  4a?  4-  3 

aï*  —  3»  H-  2 

7.  —  Vraie  valeur,  pour  a  b  ^,  de  l'expression 

fl»  +  y  —  o»6  —  06» 

3(a  —  by 

8.  —  Diviser  ce^  -^  aa^  +  bx  ^  3  para^  —  x+  i.  Trouver  les  valeurs 
de  a  et  de  6  pour  lesquelles  la  division  se  lait  exactement. 
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9.  —  RéMudre 

m     '     n 
Examiner  le  cas  où  m  =s  n. 

10.  —  Résoudre        a;  +  a]/  »  p;  y  +  to  ss  7. 
Examiner  le  cas  où  i  -^  ad  s  o. 

11.  —  Résoudre  ax  +  hy  ^m;  ah>  +  6H/  »=  n. 
Cas  où  &  a  a. 

IS.  —  Résoudre  ax  +  by  ^  c;  a^x  •\-  b^y  ^  c. 
Supposer  a  =a  6  ass  c. 

13.  —  Résoudre  «  +  2]/  a  ajv;  jt  -f  2x  a  ^;  y  +  22  =  ex. 
D'où  Tient  que  a;  a  y  »  x  s  o  eonyient  à  ce  système? 

14.  ^  Déterminer  K  de  manière  que  les  équations  op  -}-  y  =  K,  oo:  + 
by  =  K',  o^o;  +  ^^  =>  K*  soient  compatibles. 

15.  —  Etant  donnés  une  circonférence  0,  et  deux  points  À  et  B  extérieurs 
à  la  circonférence,  trouver  sur  cette  ligne  un  point  M  tel  que  AM^  +  BM> 
s  a'.  Discussion. 

16.  —  On  donne  deux  parallèles  et  deux  points  A  et  B  sur  l'une.  Trou- 
ver sur  Vautre  un  point  M  tel  que  MA  =  2MB.  Discussion. 

17.  *  Etant  donné  un  demi-cercle,  mener  une  parallèle  CD  au  diamètre 
AB  de  telle  sorte  que  le  périmètre  du  trapèze  ACDB  soit  égal  à  une  quan- 
tité donnée.  Discussion. 

18.  —  On  donne  un  demi-cercle;  par  un  point  D,  on  mène  une  perpen 
dlculaire  DE  au  diamètre  AB,  et  la  corde  AÏ).  Trouver  la  position  du  point 
D  telle  que  AD  B  EB. 

19.  —  On  a  un  triangle  isoscèle  ABC.  Mener  une  parallèle  ED  à  la  base 
AB  telle  que  AE'  +  ED>  -f-  BD>  soit  égal  à  un  carré  donné. 

90.  ^  Etant  donné  un  demi-cercle,  mener  une  corde  AC  telle  que  en 
abaissant  CD  perpendiculaire  sur  le  diamètre  AB  et  faisant  tourner  autour 
de  AB,  le  volume  du  cône  engendré  par  le  triangle  ACD  soit  maximum. 

21.  —  On  donne  un  point  P  dans  Tintérieur  d'un  angle  droit.  Mener  par 
ce  point  une  sécante  telle  que  la  somme  des  segments  interceptés  sur  les 
côtés  de  l'angle  droit  soit  égale  à  une  longueur  donnée.  Même  question  en 
supposant  que  le  produit  des  segments  doive  être  égal  à  uo  carré  donné. 

23.  —  On  prend  un  point  P  sur  la  bissectrice  d'un  l'angle  droit  GAB  ; 
mener  par  le  point  P  une  droite  GB  telle  que  PC'  +  PB>  «s  K^  Discussion. 

23.  '  On  prend  le  milieu  0  d'une  droite  AB  ;  au  point  B  on  élève  une 
perpendiculaire  à  AB.  Trouver  sur  cette  perpendiculaire  un  point  C  tel  que 
AO  H-  OC  soit  égal  à  une  longueur  donnée.  Discussion. 

24.  —  Soit  un  trapèze  ABCD.  Mener  par  le  point  D  une  droite  DM  telle 
que  le  triangle  DMC  soit  égal  au  quadrilatère  ABMD.  Quel  sera  le  rapport 
des  volumes  engendrés  dans  la  rotation  du  trapèze  autour  de  DG. 

Tkigdnométrla. 

\.  ^  X  croissant  jusqu'à  90*,  vers  quelle  limite  tend  l'expression 

(i  —  sin'  x)  tg  X, 

2.  —  Trouver  tg  yS*  sachant  que  tg  45*  a  1  ;  tg  3o*  -i  -=. 
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3.  —  Si  dans  la  formule 

8in  (a  +  6)  =  sin  a  cos  6  +  sin  6  cos  a, 

on  fait  a  +  6  =  3o*,  le  premier  membre  devient  égal  à  -;  proarer  qu'il 

en  est  de  même  du  second. 

4.  ^  Quelle  est  pour  o;  =s  o,  la  valeur  de  l'expression 

tga? 

I  —  cos  X 
Ne  pourrait-on  pas  prévoir  géométriquement  que  cette  expression  tend 
vers  l'infini? 

5.  —  Résoudre  un  triangle  rectangle  connaissant  l'hypoténuse  et  la  somme 
m  des  côtés  de  l'angle  droit. 

6.  —  Dans  un  triangle  rectangle  on  connaît  chacune  des  sommes  obtenues 
en  augmentant  l'hypoténuse  d'un  côté  de  l'angle  droit. 

Résoudre  le  triangle. 

7.  —  Vraie  valeur  de  l'expression  \ — ,  pour  a?  =  45». 

I  —  cotg  X 

8.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  A,  a,  et  la  différence  5  —  e  =  m 
des  deux  autres  côtés.  Peut-on  voir  à  priori  si  le  problème  sera  toujours 
possible? 

9.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  la  base  a,  l'angle  opposé  A,  et 
la  hauteur  A. 

10.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  À,  B,  G  et  la  somme 
6  +  c  de  deux  côtés. 

11.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté,  l'angle  opposé  et  le 
rayon  du  cercle  inscrit  ou  circonscrit. 

12.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a,  A  et  6^  +  c'. 

13.  —  Comment  voit-on  que  dans  la  formule 

6»  +  c»  —  tf 

cos  A  =  ■  , 

2bc 

cos  A  est  compris  entre  -f-  i  et  —  i  ? 

14.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  angle,  le  côté  opposé  et  la 
somme  des  deux  autres  côtés. 

15.  —  Si  l'on  fait  a  +  b  =  45%  prouver  que   ^  ^  +  ^       =  i.  La 

I  —  tg  a  tg  ft 
réciproque  est-elle  vraie? 

16.  —  Vraie  valeur,  pour  x  =  go^.Jlde  l'expression 

(i  —  sin  g?;» 

cos  a?      * 

17.  -^  Rendre  calculablelpar  logarithmes  l'expression 

sin  a  +  sin  2a  +  sin  3a. 

18.  ^  Quelle  relation  doit  exister  entre  les  côtés  d'un  triangle  pour  que 
le  rayon  du  cercle  circonscrit  soit  égal  au  triple  du  rayon  du  cercle  inscrit? 

19.  —  Etant  donné  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC,  on  mène  une 
tangente  HK  à  ce  cercle  faisant  des  angles  égaux  avec  AB  et  AG.  Trouver 
la  longueur  de  BH. 

20.  —  Démontrer  que  l'on  a  identiquement 

sin  *  +  sin  («  -h  I2o0  +  «in  (•  -f  H®*)  =  o. 
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21.  ->  Faire  la  somme  de 

ain  a  +  sin  (90  4-  «)  +  «in  (180  -f-  *)+•  sin  (270  -h  a). 

22.  —  Troayer  pour  a  =  6,  la  Taleur  de 

sin  g  —  sin  6 

.a        .6. 
sm  ^  —  sin  - 
2  2 

23.  —  Étant  donnée  l'égalité 

^      A  +  B     ,      A- B         ^  ,    G 
tg  __.tg-_ =tg>  _. 

en  déduire  cos  À  s  ces  B  cos  C. 

24.  «  Calculer,  pour  a  a=  45*,  l'expression 

cos  2a 
tgrc=5 


cos  a  — *  sin  a 

25.  —  Galcaler  l'angle  x  donné  par  la  relation 

tg  a;  =  cos  5o*  +  sin  5o*. 

26.  —  Calculer  l'angle  x  donné  par  l'équation 

.  .  2  sin  a  +  sin  2a 

2  sin  a  —  sin  2a 

27.  —  Maximum  de  sin  a;  +  3  cos  x. 

28.  —  On  donne  les  angles  d'un  triangle  ABC.  On  divise  BG  en  2  parties 
BD,  DG,  telles  que  l'on  ait  2DC  =  BD.  On  joint  le  point  A  au  point  D. 
Déterminer  les  angles  en  A. 

29.  ^  Déterminer  l'angle  x  formé  par  la  formule 

sin  x  =  sin  6»  +  sin  8*  +  sin  io«. 

30.  ^  Vraie  valeur,  pour  a  »  o  de  l'expression 

sin  3o 

sin  2a 

31.  —  Calculer  les  hauteurs  d'un  triangle  en  fonction  des  côtés. 

32.  —  Etant  données  deux  droites  rectangulaires  et  deux  points  B  et  G 
sur  Tune  d'elles,  trouver  sur  l'autre  un  point  A  tel  que  l'angle  GAB  ait 
une  valeur  donnée. 

33.  —  On  donne  un  angle  droit  et  un  point  sur  chacun  des  côtés.  Mener 
par  le  sommet  une  droite  telle  que  la  somme  des  projections  des  segments 
des  axes  sur  cette  droite  sont  maxima. 

3i.  ^  Etant  données  deux  droites  rectangulaires  GA  et  CD,  et  deux 
points  A  et  B  sur  l'une  d'elles,  trouver  sur  l'autre  un  point  D  tel  que 
AD  +  DB  8  2a. 

35.  ~~  Etant  données  deux  droites  parallèles  AB,  CD,  leur  distance,  et  deux 
pofaits  fixes  A  et  B  sur  l'une  d'elles,  trouver  sur  l'autre  un  point  K  tel  que 
AK  +  KB  a  2a. 

Ëqtaatlons  trlgonoméirlq[a6B. 

Sin  X  +  2  sin'  x  =  a. 
Sin  X  —  sin'  x  =z  a. 

Sin«  +  co.«  =  i. 

2 

Sin  jv  ooB  (3o*  —  â?)  =3  m.  Discuter. 


I 


« 


^nô  — 


•^       j-  6  tg*  «  +  ï  =  o- 

^'^.  *^  L  3  C08  a?  «■  m.  Discuter. 

SjB  ^  =  cos  20;. 

5UI  aj  +  afl  tg  a?  =s  ao. 

C^x+^o  cos»  a?  =  12. 

2r(3o  -  a>) 

Sin*  a?  4-  «il*  ®  =  'i^- 

Trourer  les  conditions  pour  qu'on  puisse  trourer  une  valeur  de  œ  sati»- 

faisaot  à  la  fois  aux  deux  équations  « 

a  sin  a;  4"  ^  cos  a;  =  c 
asin  a?  +  ^  cos  a;  =  <f. 
Tg  (a  '\-  x)  ^  tg  X  s»  m.  Discussion. 
3  sin  a?  +  4  cos  a;  =  o. 

Tg  a)  —  ^j^  ^^,  4-  ^jjj  j^,. 

Tg  2  a;  =s  0,625. 
Sé(î»«=  5. 

sin  X      ^  2 
sin  (a  —  a;)  ""  3' 


CONCOURS  DE  L'ÉCOLE  CENTRALE 


Composittons  do  mathématlqiies. 

On  place  au  commencement  de  chaque  année  pendant  n 
années  successives,  une  môme  somme  a  à  intérêts  composés, 
à  raison  de  r  pour  1  franc  par  an.  Il  est  convenu  qu'on  sera 
remboursé  au  moyen  d'une  annuité  x  payée  au  commen- 
cement de  chaque  année  pendant  les  3n  années  qui  suivront 
les  n  premières; 

Galculer  cette  annuité. 
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Appliquer  la  formule  obtenue  aux  valeurs  suiyanies 
a  =  loooo;      n  =  lo;      r  =  o,o5 

(Aoat  18$4.) 

Soit  0  le  centre  d'un  cercle,  R  le  rayon,  AI  la  tangente 
en  A;  sur  cette  tangente,  on  prend  d'un  même  côté  du  point 
A  deux  points  B  et  B'  tels  que 
1«  Le  produit  des  distances  AB,  AB',  soit  égal  à  2R^  ; 
2®  Le  rapport  de  la  surface  dû  triangle  ACC  qui  a  pour 
sommet  le  point  A  et  les  points  de  contact  des  deux  tan- 
gentes  menées   des   pointa  B  et  B',  soit  égal  au  nombre 
donné  m. 
Calculer  les  longueurs  OB  et  OB'  et  discuter  le  problème 

(Août  1864.) 
On  donne  dans  un  triangle  ABC 

a  =  2597",  85 
A=  560  12'  47" 
6  =  3084"»,  33 
Résoudre  ce  triangle  :  on  cherchera  à  donner  une  Térifi- 
cation  des  calculs  effectués.  (Août  4864.) 

On  donne  un  triangle  ABC  rectangle  en   A  et  isoscèle. 

P  étant  un  point  pris    dans   le  plan    de    ce   triangle,  on 

mène   la  droite  BP  qui   coupe  en   un  certain  point  D  le 

côté  AG  prolongé  s'il  le  faut.  Sur  BD  on  prend  un  point  R 

tel  que 

BP_      DP 

PR~    'DR 

K  étant  une  constante  donnée.  On  demande  : 

!«  De  trouver  le  lieu  du  point  R,  lorsque  le  point  P  par- 
court le  cercle  décrit  sur  AG  comme  diamètre. 

2^  De  trouver  le  lieu  des  positions  successives  qu'occupe 
le  centre  du  lieu  précédent,  lorsqu'on  fait  varier  le  para- 
mètre E.  (Août  1864.) 

Galculer  à  moins  de  0,001  et  sans  le  secours  des  loga- 
rithmes, la  raison  d'une  progression  géométrique,  sachant 
que  le  premier  terme  est  i  et  le  treizième  égala  10.  Toutes 
les  opérations  seront  détaillées  sur  la  copie.  (Octobre  1864.) 

Calculer  la  hauteur  d'un  cône  droit,  inscrit  dans  une 
sphère  de  rayon  R  sachant  que  le  double  de  la  surface  laté- 
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raie  augmenté  de  la  surface  de  sa  base,  est  égal  à  la  surface 
de  la  sphère  considérée.  (Octobre  1864.) 

Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  dont  les 
trois  côtés  sont  a  =  0,145672 

b  =  0,074389 
c  =  0,095674  (Octobre  4864.) 

Étant  donnée  une  ellipse  dont  F  est  l'un  des  foyers  et  O 
le  centre,  on  décrit  un  cercle  sur  le  grand  axe  comme  dia- 
mètre.* Une  perpendiculaire  au  grand  axe  rencontre  l'ellipse 
au  point  P  et  le  cercle  au  point  Q.  On  mène  les  droites  FP 
FQ  qui  se  rencontrent  en  M. 

On  demande  le  lieu  des  points  M  lorsque  la  droite  PQ  se 
transporte  parallèlement  à  elle-même.         (Octobre  4864.) 

Calculer  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  sachant  que 
1®  Le  périmètre  du  triangle  est  égal  à  2/3  ; 
2^  La  somme  des  volumes  engendrés  par  le  triangle  en 
tournant  successivement  autour  des  deux  côtés  de  l'angle 
droit,  équivaut  à  la  moitié  d'une  sphère  de  rayon  R.  On  dis- 
cutera le  problème.  (Août  4865.) 

Résoudre  un  triangle  dans  lequel  on  connaît 

A  =  I»  25'  18",  42 
C  =  4»  20'  1 5",  47  . 
6  =  p™,  07379216  (Août  4865.) 

On  donne  une  parabole  et  un  point  fixe  dans  son  plan. 
Un  angle  droit  se  meut  dans  le  plan  de  la  courbe  de  ma- 
nière que  le  sommet  de  cet  angle  décrive  la  directrice  de 
la  parabole  et  que  l'un  de  ses  côtés  passe  constamment  par 
le  point  fixe  donné.  On  demande  le  lieu  des  milieux  des 
cordes  interceptées  par  la  parabole  sur  l'autre  côté  de  l'angle. 
Lorsque  la  position  du  point  fixe  varie,  le  lieu  obtenu  se 
modifie. —  Quelle  ligne  décrit  le  sommet  de  ce  lieu,  lorsque 
le  point  fixe  se  meut  sur  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe 
de  la  parabole  donnée?  (Août  4865.) 

Dans  un  cône  droit  à  base  circulaire,  dont  la  section 
principale  est  un  triangle  équilatéral  d'un  mètre  de  côté, 
on  inscrit  une  première  sphère  tangente  au  plan  de  la  base, 
puis  une  deuxième  sphère  de  rayon  moindre  tangente  à  la 
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première,  puis  une  troisième  sphère  de  rayon  moindre, 
tangente  à  la  deuxième,  et  ainsi  de  suite.  On  demande  : 

1^  La  somme  des  volumes  des  dix  premières  sphères  ainsi 
obtenues; 

9f*  La  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  volumes  des 
sphères  ainsi  obtenues,  quand  leur  nombre  croit  au  delà  de 
toute  limite.  (OcU>bre  4865.) 

On  donne  le  volume  v  et  là  hauteur  h  d'un  tronc  de 
pyramide  dont  les  bases  parallèles  sont  des  hexagones  régu- 
liers. On  connaît  en  outre  le  côté  a  de  la  base  inférieure  et 
Ton  demande  de  calculer  le  côté  x  de  la  base  supérieure. 

Discussion  et  interprétation  des  solutions  négatives.  Appli- 
cation  numérique  pour  a  =  i", 

V  =  2««  (Octobre  4865,) 

Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  Tangle 

compris:  h  =  24845,  74 

c  =  54652,  85 

A  =  8»  24'  34"      (Octobre  4865.) 
On  donne  une  circonférence  0  et  deux  points  fixes  E  et  F 
dans   le  plan  de  la   circonférence;  puis    deux   diamètres 
rectangulaires  OA  et  OB  de  la  circonférence. 

On  mène  à  cette  circonférence  une  tangente  quelconque 
CD  qui  coupe  respectivement  les  diamètres  en  G  et  en  D  ; 
enjoint  le  point  G  au  point  fixe  E,  et  le  point  D  à  l'autre 
point  fixe  F,  et  on  demande  le  lieu  des  intersections  des 
droites  telles  que  GE  et  DF. 

Étudier  séparément  ce  lieu,  4®  lorsque  le  point  E  s'éloigne 
à  l'infini  dans  la  direction  OB  et  le  point  F  dans  la  direc- 
tion OA;  2^  lorsque  les  trois  points  E,  F,  0,  sont  en  ligne 
droite.  (Octobre  4865.) 

On  donne  dans  un  triangle  ABG  les  trois  côtés  : 

a  =  1402,448 
6=    876,53 
c  =  1227,142 
Calculer 

1»  Les  angles  A,  B,  G  et  la  surface  S  du  triangle  ;  2®  L'aire 
comprise  entre  les  cercles  inscrit  et  circonscrit  à  ce  triangle. 

(AoAt  4866.) 
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Démontrer  que  lors<pi'uiie  coniqae  passe  par  les  quatre 
sommets  d'un  parallélogramme,  elle  admet  un  système  de 
diamètres  conjugués  parallèles  aux  côtés  de  ce  parallélo- 
gramme. 

On  donne  un  angle  droit  xojf  et  une  droite  fixe  AB,  dans 
son  plan.  D'un  point  quelconque  M  pris  sur  cette  droite  AB 
on  abaisse  les  perpendiculaires  HP  et  HQ  sur  les  droites 
ox  et  off,  et  on  fait  passer  par  les  quatre  sommets  du  rec- 
tangle OPMQ  une  hyperbole  équilatère. 

On  demande  le  lieu  décrit  par  les  sommets  de  cette  hyper- 
bole équilatère,  quand  le  point  M  parcourt  la  droite  donnée 
AS.  (Août  4866.) 

Connaissant  deux  côtés  a  et  b  d'un  triangle  et  l'angle 
compris  G,  calculer  les  deux  autres  angles,  le  troisième 
côté,  la  surface  et  le  rayon  du  cercle  ex-inscrit  compris 
dans  l'angle  G.  On  supposera  : 

a  =  4565",72 

b  =    983",45 

G  =  750  23'  54"         (Octobre  4866.) 

On  donne  un  triangle  ABG.  D'un  point  quelconque  P, 
pris  sur  le  côté  AB,  on  abaisse  PQ  perpendiculaire  sur  AC; 
on  mène  les  droites  BQ  et  GP  qui  se  coupent  au  point  M. 
^o  On  demande  le  lieu  de  ce  point  M  quand  le  point  P 
parcourt  la  droite  indéfinie  AB  ;  3^  Les  droites  indéfinies 
AB  et  AG  restant  fixes,  on  fait  tourner  la  droite  BG  autour 
d'un  point  fixe  I  pris  sur  cette  droite,  et  on  demande  le 
lieu  du  centre  du  lieu  précédent.  (Octobre  4866.) 

On  demande  de  calculer  les  angles  et  l'aire  d'un  triangle 
dont  on  connaît  les  trois  côtés 

0  =  2141,79 
6  =  2847,14 
c  =  3217,25  (Août  4867.) 

On  donne  deux  droites  parallèles  AL,  AX',  une  droite  AA' 
perpendiculaire  à  ces  parallèles  et  un  point  P  situé  sur  AA'. 
Par  ce  point  P  on  mène  une  droite  quelconque  rencontrant 
les  parallèles  AL,  A'L-  aux  points  B,  B';  par  les  4  points 
A|  A',  B  et  B'  on  fait  passer  une  hyperbole  équilatère  et 
l'on  demande 
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1"  Le  lieu  des  centres  de  ces  hyperboles  quand  la  droite 
PBB'  tourne  autour  du  point  P  ; 

2**  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  ces  hyper- 
boles équilatères  parallèles  à  la  droite  AL  et  le  lieu  des 
points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  AA'; 

3®  Étant  donnée  une  position  particulière  de  la  droite  PBB', 
construire  géométriquement  les  asymptotes  de  Thyperbolc 
équilatère  qui  passe  par  les  4  points  A,B>A',B',  et  reconnaî- 
tre si  les  points  A  et  B  appartiennent  à  la  même  branche 
ou  aux  branches  différentes  de  cette  hyperbole.  (Août  4867.) 
On  donne  2  côtés  d'un  triangle  et  Tangle  compris 

a  =  456",  742 
6=12 1  °»,  847 
c  =  54«  28'  45" 
Calculer  les  2  autres  angles,  le  3®  côté  et  la  surface. 

(Octobre  4867.) 

On  donne  le  foyer  et  la  directrice  d'une  ellipse  d'excen- 
tricité yariable.  Par  le  foyer,  on  mène  une  droite  dont  l'angle 
avec  la  directrice  a  pour  sinus  l'excentricité.  Trouver  et 
construire  le  lieu  des  points  d'intersection  de  cette  droite 
avec  l'ellipse  variable.  (Octobre  4867.) 


GEOMETRIE  DESCRIPTIVE. 


Trouver  la  projection  horizontale  et  la  projection  verti- 
cale de  l'intersection  de  deux  cônes  A  et  B  définis  de  la 
manière  suivante  : 

La  base  du  cône  A  est  un  cercle  horizontal  dont  le  cen- 
tre est  situé  sur  la  ligne  de  terre  et  dont  le  rayon  est  de 
o",o5.  Son  sommet  élevé  de  o°*,2o  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal se  projette  horizontalement  sur  l'un  des  points  oîi  le 
cercle  de  base  coupe  la  ligne  de  terre. 

La  base  du  cône  B  est  aussi  un  cercle  horizontal  ayant  le 
môme  centre  que  le  premier  et  un  rayon  double.  Son  som- 
met a  la  même  projection  horizontale  que  le  sommet  du 
cône  A  et  une  hauteur  de  o°,io  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal. 
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Dans  la  mise  à  Tencre,  on  indiquera  la  construction 
pour  un  seul  point  et  on  déterminera  les  projections  de  la 
tangente  en  ce  point.  (1864.) 

Construire  le  cône  circonscrit  à  une  sphère  de  o",o3  de 
rayon,  sachant  que  Taxe  de  ce  cône  fait  respectivement 
des  angles  de  3o**  et  de  60®  avec  les  plans  de  projection  et 
que  la  distance  du  sommet  du  cône  au  centre  de  la  sphère 
est  de  o'",o45. 

On  déterminera  les  projections  de  la  courbe  de  contact  et 
les  traces  du  cône  sur  les  deux  plans  de  projection. 

(4864.) 

Par  un  point  A,  situé  à  o",o5  de  chacun  des  plans  de 
projection,  on  mène  une  verticale  et  une  parallèle  à  la  ligne 
de  terre. 

La  droite  verticale  est  Taxe  d'un  cône  de  révolution  dont 
le  sommet  P  est  à  o",o6  au-dessus  du  point  A  et  dont  la 
section  par  un  plan  mené  perpendiculairement  à  Taxe  par 
le  point  A  est  un  cercle  de  o",o3  de  rayon. 

La  droite  parallèle  à  la  ligne  de  terre  est  Taxe  d'un  autre 
cône  de  révolution  dont  le  sommet  Q  est  à  o",!!  à  gauche 
du  point  A  et  dont  la  section  par  un  plan  mené  perpendi- 
culairement à  Taxe  par  le  point  A  est  un  cercle  de  o",o3  de 
rayon. 

On  demande  : 

1°  De  représenter  les  deux  cônes  en  projections  horizon- 
tale et  verticale; 

2®  De  tracer  les  projections  horizontale  et  verticale  de 
Tintersection  des  deux  corps  et  de  mener  la  tangente  en 
un  point  de  cette  intersection.  (4865.) 

Déterminer  Tintersection  de  deux  cylindres  de  révolution 
de  même  rayon  R  et  dont  les  deux  axes  se  rencontrent  en 
un  point  M,  dans  les  conditions  suivantes  :  R  =  o",io. 

Distance  du  point  M  à  la  ligne  de  terre  o",2o, 
—  —         au  plan  horizontal  o"",i5. 

Les  deux  axes  sont  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre, 
et  chacun  d*eux  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle 
de  45^ 
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Développer  la  partie  de  Tune  des  surfaces  cylindriques 
comprise  entre  le  plan  horizontal  et  l'intersection. 

(4865.) 

On  donne  dans  le  plan  horizontal  : 

!•  Un  point  S  situé  à  0^,07  de  la  ligne  de  terre  ; 

9f^  Deux  droites,  Tune  SS'  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre,  l'autre  SA  inclinée  à  45®  sur  la  ligne  de  terre. 

La  droite  SA  est  Taxe  d'un  cylindre  de  révolution  dont 
le  rayon  a  o"*,04. 

La  droite  SS'  est  l'axe  d'un  cône  de  révolution  dont  SA 
est  une  génératrice. 

On  demande  de  trouver  la  projection  horizontale  et  la 
projection  verticale  de  l'intersection  du  cône  et  du  cylindre. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  tracera  les  lignes  de  construc- 
tion nécessaires  pour  obtenir  un  point  quelconque  de  la 
courbe  et  la  tangente  en  ce  point.  (4866.) 

On  donne  dans  le  plan  horizontal  un  triangle  abc  dont 
les  côtés  ont  pour  longueurs  ab  =  o",io,  bc  =  o^jOÔ, 
ac  =  o",o8.  La  droite  ab  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
et  le  point  c  est  situé  entre  ces  deux  parallèles  à  égale 
distance  de  chacune  d'elles.  Ce  triangle  abc  est  la  projec- 
tion d'un  triangle  ABC  situé  dans  le  plan  horizontal  élevé 
de  o"',o5  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection.  Le 
point  c  est  le  centre  d'une  sphère  dont  le  rayon  a  o",o3.  Le 
point  B  est  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  cette  sphère  ; 
et  la  droite  AG  est  l'axe  d'un  cylincre  circonscrit  à  la  môme 
sphère.  On  demande  1®  de  construire  la  projection  horizon- 
tale et  la  projection  verticale  de  l'intersection  du  cône  et  du 
cylindre;  2**  de  représenter  le  cône  avec  son  entaille,  en  le 
limitant  d'une  part  à  son  sommet  et  de  l'autre  au  plan  ver- 
tical, et  en  supposant  le  cylindre  enlevé.  Quant  aux  lignes 
de  construction,  on  ne  mettra  à  l'encre  que  celles  qui  sont 
nécessaires  pour  trouver  un  point  quelconque  de  l'intersec- 
tion et  la  tangente  en  ce  point.  {4866.) 

On  donne  une  sphère  tangente  aux  deux  plans  de  projec- 
tion et  ayant  o",o5  de  rayon.  Par  le  point  le  plus  haut  de 
cette  sphère  on  '  mène  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 
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Cette  parallèle  est  Taxe  d'un  cylindre  de  révolution  ayant 
un  rayon  égal  à  celui  de  la  sphère. 

Trouver  les  projections  de  Tintersection  de  la  sphère  et 
du  cylindre. 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  supposera  que  la  sphère 
existe  seule,  qu'elle  est  pleine  et  qu'on  a  enlevé  la  portion 
comprise  dans  le  cylindre,  on  mettra  des  hachures  sur  les 
parties  coupées  visibles  ;  on  indiquera  les  constructions 
nécessaires  pour  obtenir  un  point  quelconque  de  la  ligne 
d'intersection  et  la  tangente  en  ce  point.  (4867.) 

On  donne  :  1®  deux  points  A  et  B  situés  sur  la  ligne  de 
terre;  AB  =  9  centimètres. 

2^  Deux  points  A'  et  B'  situés  l'un  A',  sur  la  verticale  du 
point  A  et  à  o°,09  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection  ; 
l'autre  B',  sur  la  verticale  de  B  et  à  o"*,i8  au-dessus  du 
même  plan  horizontal. 

Le  point  A'  est  1b  centre  d'un  cercle  qui  a.  o",o3  de 
rayon,  qui  est  situé  dans  le  plan  horizontal  de  projection 
et  qui  est  la  base  d'un  cône  dont  le  sommet  est  en  B'.  Le 
point  B  est  le  centre  d'un  cercle  qui  a  o",o6  de  rayon,  qui 
est  situé  dans  le  plan  horizontal  de  projection  et  qui  est 
la  base  d'un  cône  dont  le  sommet  est  en  A'.  On  demande 
de  trouver  la  projection  horizontale  et  la  projection  verti- 
cale de  l'intersection  de  ces  deux  cônes. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  les  deux  cônes  pleins 
et  l'on  indiquera  les  constructions  nécessaires  pour  trouver 
un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  un 
point.  On  expliquera  succinctement  ces  constructions  à  l'aide 
d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure.  (4867.) 


CONCOURS  ACADÉMIQUE  DE  DOUAI  1876. 


Solntlon  par  M.  Joirs,  élève  du  Lycée  de  Saint-Omer. 

Dans  un  quadrilatère  BGDE  on  connaît  les  trois  côtés  DC, 
CB,  EB  et  r angle  A  formé  par  les  côtés  CD  et  BE  prolongés^ 
calculer  le  quatiHéme  côté  DE. 


—  285  — 

Donner  la  condition  que  doit  remplir  ce  quadrilaière  pour  que 
tous  les  rectangles  qu'on  lui  circonscrira  soient  semblables. 

1»  Posons  EB  =  6,  BC  =  c,  DG  =  a,  AE  =  a:,  AD  =  y, 
DE=d. 

Dans  le  triangle  ABC,  on  a 


\  •? 


_  fl  +  y  _ 

sin  B 


sin  A 


c  sin  C 

sin  A 

c  sin  B 


—  6 


—  a 


(*) 


sin  A 
Le  triangle  ADE  donne 

d*  =  x'  4"  y*  —  20^  cos  A 
ou  en  remplaçant  a?*  et  t/"  par  leurs  valeurs  tirées  de  (1) 
on  a,  en  remarquant  que 

sin*  A  =  sin*  G  +  sin*  B  —  2  sin  G  sin  B  cos  A 
et  en  simplifiant 
d«  =  a*  +  fr^  +  c*  —  2ab  cos  A 

: — r—  I  b  (sin  Û  —  sin  B  cos  A)  +  o  (sin  B  —  sin  C  cos  A) 

Mais  sin  C  —  sin  B  cos  A  =  sin  A  cos  B 

de  même      sin  B  —  sin  G  cos  A  =  sin  A  cos  G 
donc  d*=a*-\'b*-\-c^  —  2a6cos  A — 2ac  cos  G —  2bccos  B 

2**  Soit  MNPQ  un  rectangle  circonscrit  au  quadrilatère. 
On  a  en  désignant  par  p  et  y  les  angles  NBE,  BGP. 
PN  =  PB  +  BN  =  c  sin  Y  +  &  cos  p 
PQ  =  PG  +  QG  =  c  cos  Y  —  a  cos  (G  -f  y) 

De  plus  A4-P  +  90  —  T=  180® 

d'oîi  p  =:  90<>  -|-  Y  —  ^' 

Pour  que  le  rectangle   reste   toujours  semblable  à  lui- 

PN 
même,  il  faut  que 


PQ 


ou 


c  sin  t  -h  b  sm  (A  —  y)  *     a 
î — ! )-- — ; — 4-  =  constante. 

c  cos  Y  —  o  cos  (G  -J-  y) 

6  sin  A  +  (c  —  b  cos  A)  tg  y  i     i  i 

ou  que -^-sr-i = — -i--»-J-=constante,  quelque 

^      c  —  a  cos  B)  -f-  a  sin  B  tg  y 

soit  Tangle  y- 
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Le  premier  membre  sera  constant  si 

b  sin  A     c  —  6  cos  A 

c  —  a  cos  B  a  sin  B 

c'est-à-dire  si 

ab  sin  A  sin  B=c* —  bc  cos  A —  oc  cos  B-f-a&  cos  AcosB 

d'oli         c"  =  ab  cos  C  -J-  ^^  cos  B  -{'  bc  cos  A. 

Si  rpn  veut  introduire  la  valeur  de  d  dans  cette  exprès- 

a«  +  6«  +  c*  —  d* 
sion,  on  aura      c*  = = ■ 

2 

et  la  conditipn  cherchée  sera 

a«  4-  6«  =  c>  +  cP. 

Nota,  —  M.  À.  T.,  du  lycée  de  Saint-Omer,  a  résola  la  même  question. 


CONCOURS  ACADEMIQUE  DE  DIJON  1876. 


Solatlom  de  la  2"*  question  par  M.  DsHoaTAiN,  élève  à  l'École  communale 

de  Doullens. 

Construire  et  cakuler  un  triangle  rectangle  connaissant  rhy- 
poténuse  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

On  a  d'après  la  figure  AE  =:  AF  =  r.  D'autre  part  les 
A  tangentes  GF  et  CD  sont  éga- 

les ;  il  en  est  de  môme  de  BE 
E>f  \  /V.  et  BD  ;  donc 

6  -f  c  =  BD  -I-  DC  +  2r  = 
a  +  2r: 

B^^ — ^j--^ ^^^^4  on  connaît  dès  lors  un  angle, 

le  côté  opposé  a  et  la  somme 
6  4~  ^  <^es  deux  autres  côtés  ;  le  triangle  esl  dans  ce  cas 
facile  à  construire. 

SOLUTION  ALGÉBRIQUE. 

Posons  6-f.c  =  n  ,       (*) 

On  a  en  outre  &•  -f-  c"  =  a*  (2) 

Tirant  la  valeur  de  6  de  Téquation  (1)  et  la  portant  dans 
(2)  on  a  2c*  —  2cn  +  n«  —  a*  =  o 
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équation  qui  donne 

n±  v^2a*  —  n« 

'= 1 

Connaissant  c,  il  facile  de  trouver  b  et  les   angles    du 
triangle. 


QUESTIONS  PROPOSEES 

aux    Candidats    de    l'Éoole   Centrale 
par  H.  de  lioni^ehamps. 


1.  —  Un  cercle  de  rayon  invariable  roule  sur  une  droite; 
d'un  point  fixe  0,  pris  sur  cette  droite,  on  mbne  une  tangente 
à  là  circonférence.  Trouver  le  lieu  du  point  de  contact. 

2.  —  On  a  un  cercle  fixe,  un  point  0  est  pris  sur  la  cir- 
conférence ;  on  mène  une  corde  quelconque  par  le  point  0  ; 
on  joint  l'extrémité  C  de  cette  corde  au  centre  A  du  cercle, 
et  on  élève  au  point  A  une  perpendiculaire  à  AG.  Cette 
perpendiculaire  rencontre  OC  en  un  point  I,  dont  on  demande 
le  lieu. 

3.  —  Soit  OA  un  diamètre  fixe  d'un  cercle  donné,  OB  la 
tangente  è  ce  cercle  au  point  0,  C  un  point  mobile  sur  ce 
cercle  ;  la  tangente  en  C  rencontre  en  B  la  tangente  au  point 
0.  On  joint  le  point  B  au  centre,  et  du  point  C  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  OA.  Ces  deux  droites  se  rencontrent 
en  un  point  I,  dont  on  demande  le  lieu. 

4.  —  On  a  une  ellipse  ;  soit  AA'  son  grand  axe,  A'B,  AC 
les  deux  tangentes  aux  extrémités  de  cet  axe.  On  mène  à 
l'ellipse  une  tangente  quelconque  qui  rencontre  les  tangen- 
tes précédentes  aux  points  B  et  C.  On  joint  le  point  B  au 
centre  de  l'ellipse,  et  du  point  C,  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  la  droite  BO.  Le  pied  I  de  cette  perpendicu- 
laire décrit  un  cercle. 

5.  —  On  donne  un  cercle  de  centre  0  ;  soit  A  un  point 
fixe  de  ce  cercle,  AB  une  corde  mobile.  Le  point  de  concours 
des  hauteurs  du  triangle  OAB  décrit  une  strophoïde. 
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QUESTIONS  PROPOSEES. 


62.  —  Construire  deux  cercles  connaissant  le  triangle 
formé  par  Taxe  radical,  une  tangente  commune  intérieure 
et  une  tangente  commune  extérieure.  (Weill.) 

63.  —  Reconnaître  que  les  trois  équations 

a    ,   6    ,  a        b    . 

(6  +  c)x  +  (a  +  c)y  +  (a  +  6)  =  o 
sont  compatibles.  (de  Longchamps,) 

64.  —  Résoudre  le  système 

X  -{-  y  +  z  =  i; 

.1,1,1 
X  ^   y      z 
ooc  +  py  +  T^  =  ï-  fde  Longchamps.) 

65.  —  Lorsque  la  hauteur  d'un  cône  circonscrit  à  une 
sphère  est  double  du  diamètre  de  la  sphère,  la  surface 
totale  est  aussi  double  de  la  surface  de  la  sphère,  et  le 
volume  du  cône  est  double  du  yolume  de  la  sphère. 

66.  —  De  toutes  les  sphères  qui  ont  leur  centre  sur  la 
surface  d'une  sphère  donnée,  de  rayon  R,  quelle  est  celle 
dont  la  calotte  interceptée  par  cette  sphère  donnée  a  la  plus 
grande  surface?  (Martus.) 

67.  —  Trouver  trois  nombres  en  progression  arithméticpie 
ayant  r  pour  raison,  dont  la  somme  égale  le  produit.  — 
Application  au  cas  oîi  r  =  i .  {ÉmiU  Bain.) 

68.  —  Dans  tout  cône,  la  surface  latérale  «,  la  surface 
totale  S  et  le  volume  V  sont  liés  par  la  relation 

9  icV*  =  S(S  —  h)  {2S  —  S). 

Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 


IHPftIHaiB  CSNTtAU  DES  CHIMIHS  DK  FBR.   —  A.  GBAIX  IT  C**, 
MUB  BMRGfcftB,  30,  A  P  A  BU. -13690-7- 
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ÉVALUATION   DES   ANGLES 

ET  DES  SURFACES 

Des  polygones  égrédients  et  des  polygones  étoiles, 

par  «e^rges  Desfer. 


1.  Polygones  égrédients.  —  Nous  donnerons,  en  général,  le 
nom  de  polygone  égrédient  à  tout  polygone  plan,  composé 
alternativement  d'angles  saillants  et  d'angles  rentrants,  qui 
sont  tels  que  les  côtés  de  ces  angles  sont  situés  deux  par 
deux  en  ligne  droite. 


Fig.  1. 


Tels  sont"  les  polygones  ABGDE  (fig.  1)  et  ABGDEF 
(fig.  2). 

2.  Remarque  I.  —  Chaque  côté  d'un  polygone  égrédient 
joint  les  sommets  des  deux  angles  saillants,  en  passant  par 
les  sommets  des  deux  angles  rentrants  qui  leur  sont 
contigus. 

Ainsi,  dans  le  polygone  égrédient  ABGDE  (fig.  1},  la 
droite  AB,  joignant  les  sommets  des  angles  saillants  A  et 
B,  en  passant  par  les  sommets  a  et  6  des  deux  angles  ren- 
trants contigus,  est  un  côté  du  polygone. 

De  même,  dans  le  polygone  ABGDEF  (fig.  2),  les  droites 
AB,  EF  sont  des  côtés. 

3.  Remarque  II.  —  Un  polygone  égrédient  a  autant  de 
côtés  que  d'angles  saillants  ou  que  d'angles  rentrants. 

Quand  il  sera  question  des  sommets  ou  des  angles  d'un 
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polygone  égrédient,  nous  n'entendrons  parler  que  des 
angles  saillants  do  ce  polygone,  abstraction  faite  des  angles 
rentrants,  à  moins  d'avis  contraire. 

4.  Sommets  à  droite  et  sommets  à  gauche  de  chaque  côté  d'un 
polygone  égrédient.  —  Il  est  évident  que,  si  Ton  parcourt 
dans  le  môme  sens  le  contour  ou  les  côtés  d'un  polygone 
égrédient,  on  trouvera  un  môme  nombre  p  de  sommets  à 
droite  de  chaque  côté  du  polygone,  et  aussi  un  môme 
nombre  q  de  sommets  à  gauche  de  chaque  côté;  de  plus, 
si  n  désigne  le  nombre  des  côtés  de  ce  polygone,  on  aura 
toujours  (I)       n  =  p  +  ç  +  2 

Dans  le  pentagone  égrédient  ABGE  (fig.  |1),  en  supposant 
p  <ç,  on  a  p  =  I,  g  =  2; 

et  dans  V hexagone  égrédient  ABGDEF  (fig.  2),  on  a 

p  =  I,  g  =  3. 

5.  Espèce  d'un  polygone  égrédient.  —  Un  polygone  égrédient 
est  dit  de  Vespèce  e,  lorsque  le  plus  petit  p  des  deux  nom- 
bres p  et  g  est  égal  à 

e  —  I,  ou  que  e  =  p  -f-  '• 

6.  Polygones  de  première  espèce,  —  Si  l'un  des  deux  nom- 
bres p  et  q  est  nul,  p  par  exemple,  l'autre  q  sera  égal  à 
n  —  2,  d'après  (I),  et  l'on  aura 

e  =  i; 

dans  ce  cas,  le  polygone 

sera  convexe.  Donc 
L^s  polygones  convexes 

sont  de  première  espèce; 
Les  angles  rentrants 

y  sont  égaux  chacun  à 

deux  angles  droits. 

7.  Génération  des  po- 
lygones égrédients.  —  Au 
moyen  d'un  polygone 
convexe  abcde.,.  (fig.  3) 
de  71  côtés,  on  peut  for- 
mer tous  les  polygones 
des  diverses  espèces , 
ayant  tous  n  côtés. 
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Le  polygone  convexe  abcd..,  est  de  première  espèce. 

8.  Formation  des  polygones  de  deuxième  espèce.  —  Pour  obte- 
nir le  polygone  de  deuxième  espèce,  ayant  n  côtés,  en  sui- 
vant dans  le  même  sens  le  périmètre  du  polygone  convexe 
abcd,..,  on  prolonge  les  côtés  de  deux  en  deux,  jusqu'à  leurs 
intersections  mutuelles. 

Ainsi  les  côtés  ab  et  cd  se  coupent  en  A';  les  côtés  cd  et 
ef  se  rencontrent  en  B'  ;  les  côtés  efei  ga  se  coupent  en  G'  ; 
les  côtés  ga  et  be  en  D';  be  et  de  en  E';  et  ainsi  de  suite. 

9.  Génération  des  polygones  de  troisième  espèce,  —  On  obtient 
le  polygone  de  troisième  espèce,  ayant  n  côtés,  en  prolon- 
geant de  trois  en  trois  les  côtés  du  polygone  convexe  de  n 
côtés  jusqu'à  leurs  intersections  mutuelles. 

Ainsi  les  côtés  ab  et  de  (fig.  3)  se  coupent  en  A;  les  côtés 
de  et  ga  se  rencontrent  en  B;  ga  et  ed  se  coupent  en  G;  ed 
et  fg  en  D  ;  et  ainsi  de  suite. 

10.  Formation  des  polygones  cTune  espèce  supérieure  à  la 

troisième,  —  On  obtiendra  les  polygones  de  n  côtés,  qui  sont 

d'une  espèce  supérieure  à  la  troisième,  en  prolongeant  les 

côtés  des  polygones  convexes  de  n  côtés,  de  4  en  4,  de  8 

_w  —  2        n  —  2         .    n  —  I        n  —  i 
en  5...,  de •  en  ■  ou  de e    ,  sui- 

2  2  2  2 

vant  que  n  est  pair  ou  impair. 

11.  Nombre  d'espèces  de  polygones  de  n  côtés.  —  On  voit, 
d'après  ces  constructions,  qu'î7  y  a  autant  d'espèces  de  poly- 
gones de  n  côiés,  qu*il  existe  de  nombres  entiers  inférieurs  à  la 
mMtié  de  XL  ou  de  jx  -^^  ly  suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

La  première  espèce  de  ces  polygones  est  toujours  le  poly- 
gone convexe  de  n  côtés. 
Ainsi  il  y  a 

2  espèces  de  pentagones  et  2  espèces  d'hexagones, 

3  espèces  d'heptagones  et  3  espèces  d'octogones, 

4  espèces  d'ennéagones  et  4  espèces  de  décagones,  et 
ainsi  de  suite. 

12.  Autre  mode  de  génération  des  polygones  égrédients.  —  Il 
est  aisé  de  s'assurer  que  le  polygone,  ayant  n  côtés,  qui 
est  de  l'espèce  p,  peut  aussi  s'obtenir  au  mo;fen  du  poly 
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gone,  ayant  n  côtés,  qui  est  de  l'espèce  p  —  i,  en  prolon- 
geant dans  ce  dernier  les  côtés  de  deux  en  deux»  dans  les 
deux  sens. 

On  pourrait  encore  former  le  polygone,  ayant  n  côtés, 
qui  est  de  Tespèce  p,  en  prolongeant,  de  trois  en  trois  et 
dans  les  deux  sens  les  côtés  du  polygone,  ayant  n  côtés, 
qui  est  de  TespècB  p  —  2. 

Ainsi  le  polygone  ABGDEFG-  (fig.  3)  s'obtient  aussi  en 
prolongeant  de  deux  en  deux,  dans  les  deux  sens,  les 
côtés  du  polygone  A'B'C'D'ET  G'  de  Tespece  immédiatement 
inférieure  d'une  unité. 

En  effet,  les  côtés  A'B'  et  CD' se  coupent  en  C;  les  côtés 
CD' et  E'  F'  se  rencontrent  en  B;  E'F'  et  G' A' se  coupent  en 
A;  G'A'  et  B'C  en  G;  B'C  et  DE'  en  F;  D'E'  et  FG'  en 
E;F'G'et  A'B'  en  D. 

13.  Angles  saillants  et  angles  rentrants  de  deux  polygones 
d'un  même  nombre  de  côtés,  mais  d^espèces  consécutives.  — 
D'après  ce  dernier  mode  de  génération,  on  voit  que 

Les  sommets  des  angles  saillants  du  polygone  d^une  espèce 
quelconque  sont  les  sommets  des  angles  rentrants  du  polygone 
de  V espèce  immédiatement  supérieure^  qui  est  issu  du  même  poly^ 
gone  convexe. 

DanB  le  polygone  A'B'CD'E'F'G'  (fig.  3),  les  sommets  A', 
B',  C,...  des  angles  saillants  sont  les  sommets  des  angles 
rentrants  du  polygone  ABGDEFG  de  l'espèce  immédiatement 
supérieure. 

Ces  deux  polygones  sont  d'ailleurs  issus  du  môme  poly- 
gone convexe  ahcdefg^  qui,  comme  eux,  est  terminé  par  n 
côtés. 

14.  Théorème  I,  —  La  différence  des  angles  saillants  de 
deux  polygones  égrédients,  ayant  le  même  nombre  de  côtéSj  mais 
étant  de  deux  espèces  consécutives,  est  constante  et  égale  à  quatre 
angles  droits. 

Désignons  par  Sn,  p-i  et  Sn,p  les  sommes  des  angles 
saillants  de  deux  polygones  d'espèces  consécutives  de  n 
côtés  A'B'C...  et  ABC...  (fig.  3),  que  nous  supposerons  l'un 
de  l'espèce  p  —  i  et  l'autre  de  l'espèce  p. 

Tirons  le^  droites  AF,  FD,  DB,...  :  nous  formons  un  poly. 
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gone  convexe  de  n  côtés  AFDB....  Sur  les  côtés  de  ce  poly- 
gone s'appuient  les  n  triangles  AFE',  FDB',  DBF',...  dont  les 
angles  au  sommet  E',  B',  F',..-  sont  égaux  aux  angles  sail- 
lants du  polygone  de  Tespèce  p  —  i.  Nous  avons  donc. 

Sn,p-i  =  2n  droits  —  (E'AF  +  ETA  +  B'FD  + 
B'DF  +•••)•  Or  la  somme  des  angles  entre  parenthèses  égale 
la  somme  des  angles  du  polygone  convexe  AFDB....  de  n 
côtés,  moins  la  somme  des  angles  saillants  du  polygone 
égrédient  ABCD...   de  Tespèce  p  ;  et  égale  par  suite 

2(n  —  2)  droits  —  Sn,p  =  2n  droits  —  4  droits  —  Sn,p. 
On  a  donc 

Sn,  p— 1    =  2  n  droits  —  (2n  droits  —  4  droits  —  Sn,p),  ou 

Sn,p-H  =  2n  droits  —  2n  droits  -f-  4  droits  +  Sn,  p  d'où 
on  tire 

(II)  Sn,p-y  —  Sn,p  ="4  angles  droits; 
ce  que  l'on  voulait  prouver. 

15.  Corollaire.  —  Dans  tout  polygone  égrédient,  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  angles  rentrants  et  celle  des  angles 
saillants  est  constante  et  égale  à  quatre  angles  droits, 

16.  Théorème  II.  —  Dans  tout  polygone  de  n  côtés  et  de 
Ve&pèce  p,  la  somme  Sn,  p  des  angles  (angles  saillants),  est 
égale  à  autant  de  fois  deux  droits  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
nombre  n  de  côtés  diminué  du  double  nombre  2p  de  Vespèce, 
c'est-à-cfire  que 

(III)  Sn,  p  =  2  (n  —  2p)  angles  droits 
En  effet,  l'égalité  (II)  nous  donne. 

Sn.p  =  Sn,p-y  — 4  angles  droits. 
Si  nous  attribuons  à  p  successivement  les  valeurs 

2,  3,.-.,  p — 1>  p 
et  que  nous  observions  que 

S»,  f  =  (2n  —  4)  angles  droits, 
nous  aurons  la  suite  des  relations 

Sn,^  ==  2n  droits  —  4  angles  droits, 
Sn,9  =  Sn,i  —  4  angles  droits, 
Sn,a  =  Sn,«  —  4  angles  droits. 


Sn,p-/  =  Sn,p-«  —4  angles  droits, 
Sn,p  =  Sn,p-y  —  4  angles  droits. 
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Ajoutant  ces  égalités  membres  à  membres  et  réduisant, 
nous  trouvons  pour  Sn,p  la  valeur 

Sn,  p  =  2n  angles  droits  —  4p  angles  droits, 
laquelle  peut   s'écrire 

Sn,p  =  2  (n  —  2p)  angles  droits; 
ce  qu'il  fallait  établir. 

17.  Corollaire.  —  Si  n  est  pair,  l'espèce  la  plus  élevée 
sera  marquée  par  le  nombre 

n  —  2 


> 


par  suite»  on  aura 

(IV)  Sfi,  1  (n  -  «)  =  2  [n —  (n  —  2)]  droits  =  4  angles  droits. 
Si  n  est  impair,  l'espèce  la  plus  élevée  sera  marquée  par 

le  nombre  ; 

2 

par  suite,  il  viendra 

(V)  Sn,  j  (n  -  /)  =  2  [n  —  (n  —  i)]  droits  =  2  angles  droits. 
On  en  conclut  que 

La  somme  des  angles  du  polygone  égrédient  de  Vespèce  la  plus 
élevée,  parmi  ceux  d'un  même  nombre  de  côtéSy  est  égale  à 
quatre  angles  droits  ou  égale  à  deux  angles  droits,  suivant  que 
le  nombre  des  côtés  du  polygone  est  pair  ou  impair. 

Ainsi  la  somme  des  angles  du  triangle,  celle  'des  angles 
du  pentagone  de  2™®  espèce,  ou  de  l'heptagone  de  3"**  espèce, 
de  Tennéagone  de  4°®  espèce,  etc.,  est  la  même  et  toujours 
égale  à  deux  angles  droits.  ^ 

18.  Théorème  III.  —  Dans  tout  polygone  égrédient,  la 
somm^  des  angles  extérieurs,  que  Von  obtient  en  prolongeant 
tous  les  côtés  dans  le  même  sens,  est  égale  à  autant  de  fois 
quatre  angles  droits,  qu*il  y  a  d^unités  dans  Vespèce  dupolygone 
égrédient. 

En  efTet,  la  somme  des  angles,  tant  extérieurs  que  sail- 
lants, est  égale  à  autant  de  fois  deux  angles  droits  que  le 
polygone  a  de  sommets  ou  de  côtés;  mais,  si  le  polygone, 
supposé  de  n  côtés,  est  de  l'espèce  p,  la  somme  des  angles 
saillants  sera  (n®  16) 

Sn,  p  =  2(n  —  2p)  angles  droits. 

On  a,  par  suite,  pour  la  somme  Sp  des  angles  extérieurs, 
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Sp  =  2n  angles  droits  —  2(n  —  2p)  angles  droits, 
ou  Sp  =  (2n  —  271  +  4P)  angles  droits. 

Donc  il  vient 

(VI)  Sp  =  p  fois  4  angles  droits. 

Ainsi,  dans  le  pentagone  de  2"®  espèce,  la  somme  des 
angles  extérieurs  est  égale  à  huit  angles  droits. 

19.  Polygones  égrédients  réguliers. — Supposons  que  les  côtés 
du  polygone  égrédient  soient  égaux  entre  eux  et  qu'il  en 
soit  de  même  des  angles. 

Puisque  les  n  angles  saillants  sont  égaux  entre  eux  et 
valent  ensemble    (2n  —  4p)  angles   droits,   chacun    d'eux 

vaudra  (2  —  —  J  d'angle  droit. 

De  même,  les  n  angles  rentrants  étant  égaux  entre  eux  et 
valant  ensemble  [2n  —  4  (p  —  i)]  angles  droits,  chacun  d'eux 

sera  égal  à      12  —  —— j  d'angle  droit. 

Ainsi 

Théorème  IV.  —  Dans  un  polygone  égrédient  régulier  de 

n  côtés  et  de  Vespèce  p, 

i^  Chaque  angle  saillant  est  égal  à  Vexcès  de  deux  angles 

4P 
droits  sur  ^^  d'anqle  droit  ; 

n  ^  '  ■ 

2°  Chaque  angle  rentrant  est  égal  à  Vexcès  de  deux  angles 
droits  sur  ^-^^- d^angle  droit. 

20.  La  différence  entre  ces  deux  angles  est 

droit  ou  —  d'angle  droit.  Donc  on  peut  dire  : 

Corollaire.  —  Dans  tout  polygone  égrédient  régulier  de  n 
côtés,  la  différence  entre  un  angle  rentrant  et  un  angle  saillant 
est  indépendante  de  Vespèce  du  polygone  et  vaut  la  n°»°  partie 
de  qxtatre  angles  droits. 

(A  suivre.) 
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ÉTUDES  SUR  LES  MAXIMA  ET  MINIMA 

par  !■•  Coehez  (swte  et  fin), 
(Voir  p.  232.) 


APPLICATIONS  TRIGONOMÉTRIQUES. 

Problèue  VIII.  —  Parmi  les  triangles  de  même  base  et  de 
même  hauteur,  quel  est  celui  dans  lequel  la  somme  des  deux 
autres  côtés  est  minimum? 

Appelons  co  ei  t/  les  angles  à  la  base  du  triangle  et  h  la 
hauteur.  La  somme  des  côtés  sera  exprimée  par 

h        .       h 


sm  X        sm  y 
D'un  autre  côté,  AH  =  h  cotg  x 

BH  =  h  cotg  y; 

d'oîi         AH  +  BH  =  A  (cotg  x + cotgy), 
b 

Le  problème  est  alors  ramené  au  suivant  : 
La  somme  cotg  x  -]-  (^otg  y  étant  consante,  trouver  le  mini- 
mum de  -. 1 — : (2). 

sm  œ        sm  y       ^  ^ 

Remplaçant  dans  l'expression  (2)  les  sinus  par  les  cotan- 
gentes,  on  a  à  rendre  minimum  l'expression 

\^i  +  cotg*  X  +  v'i  +  cotg*  y, 
qui,  en  vertu  de  (i),  devient  ____________ 

yji  -}-  cotg*  x+\i  +  (  r  —  cotg  x\ 

Posons  cotg  x^z  et  appliquons  le  principe  fondamental  ; 
il  vient:         ___^ 

d'où 
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appliquant  les  formules   du  problème  YI,    divisant    par 
;si  —  z  faisant  ensuite  Zi  =  js,  il  Tient  après  réductions 


a-')'  ■H--)' 


d'oU 


J5« 

2Z 

1 

6 
h 

+ 

s* 

% 

= 

b 

2A' 

cotg 

X 

^^^^ 

b 

" 

c'est-à-dire 

alors  cotg  y  =  -7  ;  a?  =  y  et  le  triangle  mini- 

mum est  le  triangle  isoscèle. 

Problèhs  IX.  —  Parmi  les  triangles  qui  ont  même  surface 
S*  et  même  angle  au  sommet  2»,  quel  est  celui  de  périmètre 
minimum? 

Soient  x^  y,  %  les  côtés  du  triangle,  2^  et  2O  les  angles 

à  la  base  a;;  on  a 

y%  sin  2a  =:  28"  {{) 

et  la  quantité  à  rendre  minimum  est 

a^  +  y  +  ^ 
y    _    ^ 

or  ■  =  -: ? 

sin  2p       sm  2a 

_,  .  X  sin  2p 

d'oîi  y  =  — : î-, 

sm  2a 

a?  sin  2Ô 
de  même  z  =     . 

sm  2a 

et  le  périmètre  aura  pour  expression 

,    a;  sin  2^    -    ce  sin  2O 

sm  2a  sm  2a 

X 

ou  (2)      -r- —  [sin  2a  +  sin  2B  +  sin  26] 

^  '      sm  2a  "^    '  -* 

et  la  relation  (1)  deviendra 

.  sin  2a  sin  26  sin  26 

a?»  r-r— ï- =  2S« 

sm*  2a 
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sin  2a  r   sin  2a  sin  2p  sin  26 

Remarquant  que 

sin  2a  4"  sin  2p  -f-  sin  26  =  4COS  a  cos  p  cos  6, 
Texpression  (2)  du  périmètre  deviendra 


y 


sin  2a  sin  23  sin  2O 


[4  cos  a  cos  p  cos  0] 


ou  2S  Vcotg  a  cotg  p  tg  (a  +  P) 

en  remarquant  que     6  =  90®  —  (*  +  W* 

Et  l'expression  à  rendre  minimum  est 

cotg  p  tg  (a  +  p), 
^  étant  la  variable. 

D'après  le  principe  posé,  il  vient  : 

cotg  p  tg  (a  +  p)  =  cotg  pi  tg  (a  -f  PO- 
Impression  que  Ton  peut  écrire  : 
(cotg  p  —  cotgp,)  tg  (a  +  P)  =  cotg  p,  [tg  (a  +  pj  —  tg  (a  +  p] 
sin  (p,-p)  .N_..4^p  sin(^-p). 


sin  pi  sin^     '^  ^     '   *^^  ®  *^*  cos  (a+  pi)  cos  (a  +  p) 

Divisant  par  sin  (p,  —  p)  il  vient  après  réductions  ; 

sin  (a  -}-  P)  cos  (a  +  Pj)  =  sing  cosp^ 
Faisons  maintenant  Pj  =  p  ;  on  a  : 

sin  2  (a  +  P)  =  sin  2^. 

Il  ne  s'ensuit  pas  que  2  (a  -f-  p)  =  2p, 
mais  que  :  2  (a  +  p)  =  180  —  2^, 

d'où  :  2p  =  90  —  a. 

On  trouverait  de  même  :  28  =  90  —  a 

Le  triangle  répondant  à  la  question  est  donc  le  triangle 
isoscèle. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  pouvons  formuler  une  règle 
pour  trouver  le  maximum  d'une  fonction  d'une  ou  de  plu- 
sieurs variables. 

Après  avoir  éliminé  les  variables  moins  une,  à  l'aide 
d'équations  ou  de  relations  données  entre  ces  variables,  on 
obtiendra  une  fonction  d'une  seule  variable  dont  il  faudra 
déterminer  le  maximum  ou  le  minimum. 
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On  égalera  cette  fonction  à  une  autre  dans  laquelle  on  rempla- 
cera la  variable  par  une  nouvelle  variable,  X|  par  exemple.  On 
disposera  alors  de  cette  égalité  pour  mettre  en  évidence  dans 
chaque  membre  le  facteur  x,  —  x.  On  divisera  par  ce  binôme 
et  dans  le  reste  obtenu  on  fera  x^  =  x. 

Eïi  résolvant  V équation  en  x  obtenue j  on  aura  le  maximum  et 
le  minimum, 

PROBLÈMES  QUI  SE  RÉSOLVENT  FACILEMENT  PAR  CETTE   MÉTHODE. 

1.  —  On  donne  un  triangle  ABC.  Déterminer  sur  les 
côtés  AB,  AG  deux  points  D  et  E  tels  que  la  droite  DE  qui 
partage  la  surface  du  triangle  en  deux  parties  égales  soit 
minima. 

2.  —  On  donne  deux  points  A  et  B  et  une  droite  xy. 
Déterminer  sur  cette  droite  un  point  G  tel  que  GA--|-Gfi 

soit  minimum. 

3.  —  Parmi  les  triangles  rectangles  dans  lesquels  la 
somme  des  côtés  est  constante,  quel  est  celui  dont  l'hypo- 
ténuse est  minima  ? 

4.  —  Parmi  les  triangles  rectangles  dans  lesquels  l'hypo- 
ténuse est  constante,  quel  est  celui  qui  a  une  surface  maxima? 

5.  —  Par  un  point  M  pris  entre  les  côtés  d'un  angle 
donné  A,  mener  une  droite  rencontrant  ses  côtés  en  B  et 
G,  telle  que  la  surface  du  triangle  ABC  soit  minima. 

6.  —  Quel  doit  être  Tangle  à  la  base  d'un  triangle  isoscële 
inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R  pour  que  la  suiface  de 
ce  triangle  soit  maxima? 

7.  —  A  une  sphëre  donnée  circonscrire  un  cône  de  vo- 
lume minimum. 

8.  —  Parmi  tous  les  cônes  droits  de  surface  latérale 
donnée,  quel  est  celui  qui  a  un  volume  maximum? 

9.  —  Parmi  tous  les  cônes  droits  de  volume  donné,  quel 
est  celui  de  surface  totale  minima? 

10.  —  Parmi  tous  les  prismes  droits  triangulaires  de  même 
hauteur,  dans  lesquels  une  des.  faces  et  la  base  ont  des 
surfaces  données,  trouver  celui  qui  a  la  plus  petite  surface 
totale. 


le  de  rayon  donné  un  secteur  tel 
HûJerer  à'^^"  ^^  du  cercle,  on  fait  un  cône,  ce 

^.i  de  l^  Pf'Z  maxime- 
^"^     t  nn  ^^.j.  le  rayon  d'une  sphère  de  façon  qu  on 
^'^^  ^  pét^'''^'^mi  secteur  sphérique  tel  que  son  volume 
•ffse  ^^  ^^^me  d'une  sphère  donnée  et  dont  la  surface 

totale  ^^^    plonge  Sans  un  cône  droit  rempli  de  liquide 

iS'  '"jQjii  la  hase  inférieure  doit  être  parallèle  à  la  base 

ufl  cu^  fj-ouyer  le  volume  de  ce  cube  pour  qu'il  déplace 

f'^Jus^àe  Uq^^^^  possible. 

^^^  ^  Par  un  point  P  pris  hors  d'un  cercle  de  rayon  R  on 

ènê  deux  tangentes  faisant  entre  elles  un  angle  2a.  Mener 

une  troisième  tangente  telle  que  le  triangle  PAB  soit  minimum. 

15.  — .  Trouver  le  cône  de  volume  maximum  que  l'on  peut 
inscrire  dans  un  ellipsoïde. 

16.  —  Parmi  tous  les  triangles  qui  ont  un  angle  donné  20, 
^t  même  périmé tre.2p,  trouver  celui  de  plus  grande  surface. 

17.  —  De  tous  les  troncs  de  prismes  triangulaires  dans 
lesquels  on  donne  une  face  latérale,  l'arête  apposée  et  la 
section  perpendiculaire  aux  arêtes  latérales,  trouver  celui 
dans  lequel  la  somme  des  bases  est  minimum. 

18.  —  Soit  une  droite  EF,  faisant  un  angle  a  avec  un 
plan  donné  et  G  un  point  donné  du  plan.  Déterminer  sur 
EF  un  point  tel  qu'un  foyer  lumineux  placé  en  ce  point 
envoie  le  maximum  d'éclairement  au  point  G.         G.  G. 


QUESTION   DE  GÉOMÉTRIE, 

par  M.  Bbrgson,  élève  du  lycée  Fontanes. 


Étant  donné  un  tétraèdre  dont  les  arêtes  opposées  sont  égales 
deux  à  deux^  exprimer  son  volume  en  fonction  de  ses  trois 
arêtes.  (Ex.  124,  Questions  de  Géométrie  par  M.  Desboves.) 

Soit  un  tétraèdre  SABG,  dont  les  trois  arêtes  BG,  AG,  AB, 
respectivement  égales  à  SA,  SB,  SG,  seront  désignées  par 
a,  6,  c.  Par  chacun  des  sommets  du  triangle  ABG  menons 
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une  parallèle  au  côté  opposé  :  nous  déterminons  ainsi  un 
triangle  DEF  quadruple  du  triangle  ABC.  Si  ensuite  par  le 

point  S  et  les  droites  DE, 
EF,  DF,  nous  faisons  passer 
des  plans,  nous  obtenons 
un  second  tétraèdre  SDEF 
quadruple  du  premier.  Je 
dis  que  Tangle  trièdre  S  de 
ce  tétraèdre  est  trirectan- 
gle.  Considérons  en  effet  la 
face  DSE,  par  exemple  : 
dans  le  triangle  DSE,  la 
droite  SA  est  une  médiane;  mais  SA  est  égale  à  BC  et,  par 
suite,  à  la  moitié  de  DE.  Donc,  dans  le  triangle  DSE,  la 
médiane  issue  du  sommet  S  est  égale  à  la  moitié  du  côté 
auquel  elle  aboutit;  par  suite,  ce  triangle  est  rectangle  en 
S,  et  le  trièdre  S  est  trirectangle. 

Dès  lors,  le  tétraèdre  SDEF  peut  être  considéré  comme 
ayant  pour  hauteur  SE  et  pour  base  SDF.  Son  volume  sera 

,  .     .  ^    SD  X  SE  X  SF     T^»     4  *    1      *  •       1 

donc  égal  a    ■  .  D  autre  part,  les  triangles 

rectangles  SED,  SEF,  SFD,  donnent  les  trois  équations 

(1)  .     SD*  +  Sl^  =  EE*  =  4aS 

(2)  SD*  4-  ^*  =  ^'^  =  4&S 

(3)  SF*  +  SE*  =  EF  =  4c«. 

Ajoutons  ces  trois  équations  membre  à  membre  ;  puis,  de 
réquation  ainsi  obtenue,  retranchons  successivement,  mem- 
bre à  membre,  les  équations  (1),  (2)  et  (3)  ;  il  vient  : 

SF«  =  2(6'  +  c«  —  a«), 

SE*  =  2(a*  +  c*  —  6«), 

SD»  =  2(a»  +  ^'  —  c")- 
Donc  le  volume  du  tétraèdre  SDEF  est  égal  à 

îy  V  (a'  +  t"  —  c»)  (a»  +  c«  —  6»)  (6«  +  c»  —  a«) 

et  le  volume  du  tétraèdre  SABC,  qui  en  est  le  quart,  a  pour 
expression 

—  v^  (a»  +  6»  —  c«)  (a*  +  c»  —  6»)  (6«  +  c«  —  a«). 

I  2 
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CONCOURS  GENERAL  DE  1876. 


Classa  da  Mathématiqaas  élémantairas. 

Solntion  par  M.  Bernard,  de  Liège. 

On  donne  une  circonférence,  une  droite  fixe  LL',  qui  rencon- 
tre la  circonférence^  et  deux  points  fixes  A  et  A!  sur  la  cir- 
conférence. On  joint  un  point  quelconque  M.  de  la  courbe  aux 
points  A  et  A'.  Les  droites  MA,  MA  rencontrent  LU  en  deux 
points  variables  P  et  P'.  Démontrer  quil  existe  sur  LL'  deux 
points  fixes  I  et  V  tels  que  le  produit  IP  X  l'P'  demeure  constant 
lorsque  M  se  meut  sur  la  circonférence.  —  Déterminer  la  posi- 
tion des  points  I  et  V. 

Les  deux  points  P  et  F  étant  mobiles  sur  la  droite  LL', 

il  arrivera  un  moment  oîi  le 
point  P,  par  exemple,  se  trou- 
vera en  I,  l'un  des  points  cher- 
chés. Alors,  PI  devenant  nul, 
pour  que  le  produit  PIxPT  soil 
constant,  il  faut  que  PT  soit 

.  ^   .  j.,j.     constante  . 

infini  ;  car  on  a  P I  = ^r =  <» ,  si  PI  =  o. 

Donc,  pour  cette  position  du  point  P,  le  point  F  est  indé- 
finiment éloigné  de  r,  c'est-à-dire  que  la  droite  A'M,  mobile, 
devient  parallèle  à  LL'.  Cette  considération  nous  permet  de 
construire  le  point  I  ;  il  sufiit  de  mener  A'M'  parallèle  à  LL', 
puis  de  joindre  MA.  Cette  droite  M  A  rencontrera  LL'  au  point 
cherché  I.  Le  point  V  se  construira  de  la  même  manière,  au 
moyen  de  la  parallèle  AM"  et  de  la  droite  A'M". 

Les  deux  points  I  et  I'  étant  ainsi  déterminés,  il  est  facile 
de  prouver  qu'ils  satisfont  à  la  question,  c'est-à-dire  que 

PI  X  PI'  =  const. 

En  effet,  les  deux  triangles  PAI,  P'Al'  ayant  leurs  angles 
égaux  deux  à  deux,  sont  semblables  et  donnent 

PI  _  AT 

AI  ■"  P  r 


d'où 
or 

donc 
Donc 
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PI  X  FF  =  AI  X  Al' 

MI  =  AT 
PI  X  PT  =  AI  X  IM  ==  IL  X  IL' . 


Nota  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Perrin,  de  Clermonl-Ferrand  ; 
Canon,  de  Liège;  Blette,  du  Havre;  Simon,  d'Avignon;  Garnier,  de  Nancy 
et  Â.  T.,  de  Saint-Omer,  qui  nous  en  a  adressé  en  outre  une  solution  trigo- 
nométrique. 

Classa  de  seconda. 

Solution  par  M.  Ebnst,  élève  du  lycée  Gharlemagne.  (Copie  couronnée.) 

1**  Construire  un  triangle,  connaissant  ks  longueurs  de  deux 
côtés  et  celle  de  la  bissectrice  de  V angle  compris  entre  ces  côtés. 

Supposons  le  problème  résolu  ;  soit  le  triangle  ABC,  dans 
lequel  on  connaît  AB,  AC,  AD. 

Par  le  point  D  menons  une  parallèle  DE  au  côté  AC.  Le 

triangle  AED  est  isoscèle  ;  en  effet,  Tangle 
EAD  égale  l'angle  DAG  et  Tangle  DAC  égale 
l'angle  EDA  ; 

donc  EAD  =  EDA, 

donc  EA  =  ED. 

Les  parallèles  ED  et  AC  donnent 
BE  _  BD 

EA  ~  DCÎ 
BD  _  AB 

DG  ~  Ac; 

BE  _  AB 

EA  ~  AC 

Le  point  E  divise  donc  la  droite  AB  connue  dans  le  rap- 

^  AB 

port  connu  —, 

De  là  la  construction  suivante  : 

AB 
Divisant  AB  dans  le  rapport  -r-^,  on  obtient  le  point  E, 

AG 

Du  point  E  comme  centre  avec  EA  pour  rayon,  décrivons 

une  circonférence,  et  du  point  A  comme  centre  avec  AD  pour 

rayon,  décrivons  une  seconde  circonférence  qui  coupe  la 

première  en  D.   Joignons  BD.    Enfin,  du  point   A    comme 


mais 


donc 
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centre  aveo  AC  pour  rayon,  décrivons  une  circonférence  qui 
coupe  le  prolongement  de  BD  en  G.  Le  triangle  ABC  est  le 
triangle  cherché. 
Nota.  —  M.  Bernard,  de  Liège,  a  résolu  la  même  question. 

2^  On  mène  les  diagonales  d'un  trapèze  ABGD,  lesquelles  se 
coupent  en  0.  On  donne  les  aires  p*  et  q*  des  triangles  AOB, 
COD.  Trouver  Vexpression  de  taire  des  deux  autres  triangles 
AOD,  BOG,  et  celle  de  taire  du  trapèze. 

Les  deux  triangles  DAG,  DBG  étant  équivalents,  comme 

ayant  même  base  et  même  hau~ 
teur,  si  de  chacun  d'eux  on  re- 
tranche le  triangle  DOG,  il  reste 
des  triangles  équivalents  AOD, 
BOG. 

Soit  x^  la  surface  de  l'un  deux;  l'autre  sera  aussi  x*. 

Les  deux  triangles  AOD,  ODG  ayant  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leur  base  ;  on  a 

œ»  _  AO 

q*  ~  OG 
il  en  est  de  même  des  triangles  AOB,  BOG  et  Ton  a 

AO  _  p^ 
OG  ~  cc«' 

donc  —  =  — , 

g*       X*' 

d'oîi  05*  =  pq. 

La  surface  de  chacun  des  deux  triangles  est  donc  pg,  et  par 

suite  la  surface  totale  du  trapèze  sera 

S»  =  p«  +  ç«  +  2pq  =  (p  +  ?)*• 


CONCOUBS  ACADÉMIQUE  DE  RENNES  1876. 


iSoludoM  par  M.  Lauriol,  élève  du  lycée  d'Avignon. 

On  donne  Vangle  droit  xky  et  une  circonférence  G  dont  le 
centre  est  sur  Ax  et  de  rayon  R.  La  droite  Ay  est  extérieure 
à  cette  circonférence.  On  demande  : 
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1®  De  calculer  les  rayons  des  qiuUre  circonférences  0^,  0^,  0,, 
O4,  tangentes  en  même  temps  aux  deux  droites  Ajc,  Ay  et  à  la 
circonférence  C; 

3®  De  calculer  la  surface  du  trapèze  0^  0,  0,  O4  ; 

3^  De  calculer  la  tangente  de  V angle  0|G0,.  Discuter  \ 

4**  De  trouver  la  condition  pour  que  les  circonférences  0^  6<  0» 
se  touchent. 

Remarquons  d'abord  que.  Aj/  étant  extérieure  à  la  circon- 
férence C,  nous 
n'aurons  que  des 
circonférences 
tangentes  exté- 
rieurement à 
cette  circonfé- 
rence; de  plus, 
il  est  facile  de 
prouver  que  les 
quatre  circonfé- 
rences OijO^O,, 
O4  sont  égales 
deux  à  deux. 
Nous  n'avons 
donc  à  chercher 
que  les  rayons 
des  circonféren- 
cesOiCtOj.Nous 
observerons  en- 
core que  les  dis- 
tances du  point 
A  aux  divers 
points  de  con- 
tact des  circon- 
férences avec 
les  droites  Aœ 
et  Ay  sont  respectivement  égales  au  rayon  de  la  circonférence 
considérée,  enfin  que  les  points  A,  0^  et  0,  sont  sur  une 
même  ligne  droite,  bissectrice  de  l'angle  a?Ay,  et  par  consé- 
quent formant  avec  Aor  un  angle  de  45®. 


+  r,)«  =  r,«  +  (û  -  r,y  } 
+  r.)«  =  r.»  +  (a -r,)M  ^  ^ 
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1®  Cela  posé,  soient  R  le  rayon  de  la  circonférence  C,  Vi 
et  r,  les  deux  rayons  des  circonférences  O4  et  0,  que  nous 
devons  calculer,  et  a  la  distance  AG  du  sommet  de  Tangle 
droit  au  centre  de  la  circonférence  donnée. 

Menons  les  deux  rayons  OïD^O^E  passant  par  les  points 
de  contact.  Les  triangles  rectangles  O^DC,  0,EG  donnent 
respectivement 

(R 
(R 

Ces  deux  équations  étant  identiques,  les  rayonS  des  circon- 
férences Oj  et  0,  seront  les  racines  de  Téquation. 

X«  —  2(a  +  R)  X  +  a«  —  R^  =  o  (1)  ; 

d'oii  ron  tire    r<  =  o  +  R  —  v''2R  (a  +  R) 

et  r,  =  a  +  R  +  V2R  (a  +  Rj. 

La  quantité  placée  sous  le  radical  étant  toujours  positive, 
les  valeurs  de  r^  et  de  r,  seront  toujours  réelles;  de  plus, 
comme  par  hypothèse  ky  est  extérieure  à  la  circonférence 
C,  on  a  a  >  R; 
d'oii  l'on  tire  successivement 

a  +  R  >  2R 
{a  +  R)*  >  2R(a  +  R) 

et  enfin  a  +  R  >  \/2R  (a  +  R); 

donc  le  second  terme  est  toujours  inférieur  au  premier,  et 

comme  a  -f  R  est  positif,  les    deux   racines  7\  et    r,  sont 

positives. 

Si  nous  supposons  o  =  R,  l'équation  (I)  devient 

X«  —  4RX  =  o, 
ou  X  (X  —  4R)  =  o 

et  par  suite  r^  1=  o,  r,  =  4R. 

Dans  ce  cas  particulier,  la  circonférence  C  devient  tan- 
gente à  la  droite  At/  et  la  circonférence  Oj,  se  réduisant  à 
son  centre  qui  se  confond  avec  le  point  A,  ajan  rayon  nul. 
La  seconde  des  équations  (a)  donne  alors 

(R  +  r.)'  =  r.î  +  (R  -  r,)', 

OU  5i  =  4R, 

valeur  conforme  à  celle  trouvée  précédemment. 

Si  R  tend  vers  zéro,  v/  2R  (a  -}-  R)  tend  également  vers 
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zéro;  les  deux  racines  tendent  à  devenir  égales  entre  elles, 
et  les  rayons  Ti  et  r,  tendent  à  devenir  égaux  à  a. 

En  effet,  si  R  =  o,  la  circonférence  G  se  confond  avec 
son  centre  et  les  deux  circonférences,  devant  être  toutes 
deux  tangentes  à  la  droite  Ax  au  point  C,  se  confondent. 
Dans  ce  cas,  les  deux  rayons  de  contact  et  leg  tangentes 
issues  du  point  A  forment  un  carré. 

Si  a  tend  vers  l'infini,  les  deux  racines  tendent  vers  l'in- 
fini, sauf  pour  le  cas  oîi  R  =  a;  alors  r^  s'annule  et  r, 
tend  vers  l'infini. 

Si  a  tend  vers  zéro,  R,  qui  est  par  hypothèse  au  plus  égal 
à  a,  tend  aussi  vers  zéro,  et  les  troiâ  circonférences  G,  0^  et 
0,  se  confondent  avec  le  point  A  ;  les  racines  sont  donc 
nulles. 

2®  Gomme  les  circonférences  Oj  et  0^^  0,  et  O3  sont  tan- 
gentes en  un  même  point  de  la  drotte  Ax  et  tangentes  entre 
elles,  l'aire  du  trapèze  Oj  Oj  Oj  0^  est 

S  =  (ri  +  r,)  (r,  —  7\)  —  r,«  —  r^S 
ou  S  =  4  (a  +  R)  v'  2R  (a  +  R) 

Si  a  =  o,  le  trapèze  s'annule;  si  a  =  R,  i\  =  o,  alors  le 
trapèze  devient  un  triangle  ayant  son  sommet  en  A,  0,  Oj 
pour  base  et  AE  pour  hauteur;  l'aire  est  alors  égale  à  16  R*. 

Si  R  s'annule,  i\  =  r-j,  Taire  du  trapèze  s'annule  aussi, 
car  les  deux  bases  Oj  O4,  0,  O3  se  confondant,  le  trapèze  se 
réduit  a  une  ligne. 

Si  a  tend  vers  l'infini,  r,  =  o,  r^  tend  vers  l'infini  et  par 
suite  S  tend  aussi  vers  l'infini,  sauf  le  cas  ou  R  =  o;  alors 
jj  =  Tj  et  S  =  o. 

3**  Désignons  par  w  l'angle  OiGO,  dont  on  demande  la  tan- 
gente, et  soient  p,  p'  les  angles  O^CD,  OjGE. 

La  somme  de  ces  angles  étant  le  supplément  de  l'angle 
(0,  on  a    ^  tg  0)  =  —  tg  (P  +  p'). 

Or  tg  p  = 

Il  s'ensuit  que 

tg  (?  +  f)  = 


a  —  7*1 

r,  —  a 

a  (''î  —  r,) 


a  (Tj  -|-  ^*i)  —  ^Tj  r,  —  a 
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Prenant  dans  l'équation  (1)  les  valeurs  de  r, —  Tj,  r,-f-r|, 
ri  r„  nous  aurons  • 

ig  (,  +  ,■)  =  ji^l^MK. 

et  par  suite  ^___^^^ 

t.  ./-  _      aa  V^  2R  (g  +  R)     _    2aV2R(a  +  R) 

^  2R»+2oR  — a»      ~~    o«— 2R(o4-R)    ^'' 

Étudions  maintenant  les  variations  de  tg  u  et  par  suite 
de  a». 

Si  a  =  o,  R  est  aussi  égal  à  zéro  et  par  suite 

tg  u»  =  —, 

Il  n'y  a  donc  pas,  dans  ce  cas,  de  discussion  possible. 

Nous  supposerons  donc  o  >  o. 

Faisons  d'abord  R  =  o.  Dans  cette  hypothèse,  la  valeur 
de  ig  iù  s'annulera  égaiement,  car  alors  les  deux  circonfé- 
rences, et  par  suite  les  droites  O^C,  0,G,  se  confondent; 
l'angle  ta  est  égal  à  zéro;  il  en  est  de  même  de  sa  tangente. 

Si  a  >  o  et  R  >  o,  le  numérateur  de  l'expression  (2) 
est  toujours  positif  et  jamais  nul;  mais  le  dénominateur 
peut  être  nul,  positif  ou  négatif;  alors  tg  a>  peut  devenir 
infinie,  positive  ou  négative,  et  o»  est  alors  égal,  inférieur 
ou  supérieur  à  90®. 

1*»  Soit  a*  —  2aR  —  2R«  =  o  ; 

on  en  conclut  :      R  =  —  (ifc  v3  —  i). 

2  . 

En  conservant  seulement  la  valeur  positive,  nous  pourrons 

conclure  que  pour  que  w  soit  droit,  il  faut  que 

R    _    v^~—    I 

a  2 

*>  Soit  a«  —  2aR  —  2R»  >  o  ; 

alors  2R*  +  2aR  —  o"  <  o, 

et  par  suite,  en  ne  conservant  que  la  valeur  positive, 

yfT—  I 

R  <  a 

2 

Donc,  pour  que  tg  <o  soit  positive  et  par  conséquent 
a  <  90*,  il  faut  que  le  rapport — soit  plus  petit  que . 
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3®  On  prouverait  de  même  que,  pour  que  tg  u)  soit  uégalive 
et  par  suite  u>  ^  90^,  il  faudrait  que 

R    .       \/T—  I 


a 
En  résumé,  si 

R 

=  0,  Ig  0)  =  O,  (I)  =   0, 

CL 

"JT—  I    ^    R   ^ 

>  >  O,  tg  W  >  O,  CD  <  9o^ 

2      a  "^ 

R  yfT—  I  ,  ^ 

== >  tg  Cl)  =  ±  00  ci>  =  90**. 

d  2 

R  ^    vT—  I  ,       _ 

>  ,  tg  w  <  o,        co  >  9o«. 


a 
Nous  voyons  par  le  tableau  ci-dessus  que  co  croît  avec 

le  rapport  ;  ce  rapport  ne-  peut  par  hypothèse    être 

supérieur  à   i  ;  lorsqu'il  atteint  cette  limite,  on  a  R  =  a  et 

par  suite  tg  co  =  —  -j"* 

Alors  Cl)  =  126*^  52'  i",  7, 

et  cette  valeur  est  sa  valeur  maximum. 

4®  Pour  que  les  circonférences  0|  et  0,  soient  tangentes, 
on  doit  avoir  0^  0,  =  r^  -|-  r,  (3)  ; 

or 

_  DE         _        DE        _    2  y  2R  g  +  R) 

*   *  ~    cos  OjAD    ~    cos  45*»    ""  I 


=  4  V  R  (R  +  d)  . 

Par  suite,  portant  cette  valeur  dans  (3),  il  vient 

4  V  R  (a  +  R)  =  2(a  +  R), 

j»  >  .Ri 

d'où  =  -^ 

a  3 

Doçc,  pour  que  les  circonférences  0^  et   0,  soient  tan- 
gentes, il  faut  el  il  suffit  que  le  rapport  du  rayon  à  la  lon- 

I 

Nota.  —  M.  Biette,  da  lycée  du  Harrei  a  résolu  la  même  question! 


gueur  a  soit  égal  à 
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CONCOURS  ACADÉMIQUE  DE  POITIERS  1876. 


flolatlons  des  questions<par  M.  Perrin,  élève  du  lycée  de  Clermont-Femnd. 

1®  Déterminer  un  triangley  connaissant  Cun  des  angles  ainsi 
que  la  médiane  et  la  hauteur  issues  du  sommet  de  cet  angle. 

Soit  ABC  le  triangle  cherché,  dans  lequel  on  connaît 
l'angle  A,  la  hauteur  AH  et  la  médiane  AM. 

On  peut  construire  le  triangle  rectangle  AMH,  puisqu'on 
connaît  un  côté  de  Tangle  droit  et  Thypoténuse.  La  posi- 
tion de  BG  par  rapport  au  sommet  est 
donc  déterminée.  Prolongeons  AM  de  AM, 
=  AM,  la  droite  BA'  étant  parallèle  à  AG, 
l'angle  A'BA  =  1 8o«  —  BAG  ;  le  point  B 
est  donc  Fintersection  du  segment  capable 
de  iSo**  —  BAG,  décrit  sur  AA',  avec  la 
droite  MH. 

Le  problème  n'est  possible  qu'autant  que 
la  médiane  est  supérieure  ou  au  moins 
égale  à  la  hauteur.  Dans  ce  dernier  cas,  le 
triangle  est  isoscèle. 

2**  Étant  donnés  un  angle  dièdre  et  une  droite  joignant  un 
point  de  Vune  des  faces  à  un  point  de  rautre,  déterminer  sur 
cette  droite  un  point  tel  que  la  somme  de  ses  distances  aux 
deux  faces  soit  égale  à  une  longueur  donnée,  —  Discuter  la 
question,  —  Chercher  quelle  condition  doit  remplir  la  droite 
donnée  pour  que  cette  somme  ait  la  même  valeur  pour  tous 
ses  points. 

Soit  ABGD   le  dièdre    donné,   la  droite  MN  joignant   un 

point  de  Tune  des  faces  à  un  point  de 
l'autre,  0  le  point  cherché. 
Alors  OE  +  OF  =  l. 
Par  le  point  G  menons  le  plan  ADIH 
perpendiculaire  au  plan  bissecteur  de 
l'angle  dièdre  ABGD.  La  sommé  des 
distances  d'un  point  quelconque  du 
plan  ADIH  aux  deux  faces  du  dièdre 
est  constamment  ^gale  à  L 
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Le  point  cherché  sera  donc  rintersection  de  MN  avec  le 
plan  qui  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances 
aux  deux  faces  du  dièdre  est  constamment  égale  à  /. 

Le  plan  ADIH  pourra  couper  la  droite  MN  hors  de  l'angle 
dièdre  ABCD.  Alors  le  point  0  n'aura  plus  la  même  pro- 
priété; la  différence  des  distances  de  ce  point  aux  deux 
faces  du  dièdre  sera  égale  à  l. 

Pour  que  la  somme  OE  +  OF  ait  la  même  valeur  pour 
tous  les  points  de  la  droite  MN,  il  faut  que  cette  droite 
soit  tout  entière  située  dans  le  plan  ADIH. 

Nota.  —  M.  Réveille,  de  Montpellier,  a  résolu  la  même  question. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTION  27. 

tfolutlon  par  M.  Mahibux,  élève  du  lycée  de  Saint-Quentin. 

On  donne  un  point  fixe  A  et  une  droite  fixe  xy;  constr'uire 
un  triangle  isoscèie  rectangle  AMP  qui  a  un  sommet  en  A,  le 
sommet  P  situé  sur  xy  et  tel  que  si  Von  prolonge  AM  jusque 
sa  rencontre  en  N  avec  xy,  on  ail  AM  -f-  -'^N  =  K*. 

(Lucien  Lévy,) 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  rappellerons  le  théorème 
suivant  :  Etant  donné  un  point  fixe  A  et  une  droite  fixe  xy, 
si  on  mène  par  A  une  droite  quelconque  jusquà  sa  rencon- 
tre avec  xy,  le  lieu  des  pints  M  de  AN  tels  que  Von  ait 
AM  X  AN  =  K',  est  une  circonférence. 

En  effet,  du  point  A  abaissons  sur  xy  une  perpendiculaire 

AB  jet  prolongeons- 
la  d'une  quantité  BC 
telle  que 

AB  X  AG  =  K^ 
Désignons  par   /  la 
perpendiculaire  AB; 
si  i  <  K,  le  point  G 
est  sur  le  prolonge- 
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ment  de  AB;  si  I  >  K,  le  point  C  est  situé  entre  A  et  B; 
enfin  si  i  =  K,  le  point  C  se  confond  avec  B. 

Dans  tous  les  cas,  soit  M  un  point  du  lieu,  joignons  CM. 
Les  deux  triangles  ACM,  ABN  sont  semblables.  Comme  l'un 
est  rectangle  en  B,  l'autre  le  sera  en  M.  Ses  côtés  passant 
par  deux  points  fixes  A  et  C,  le  lieu  du  point  M  sera  la 
circonférence  décrite  sur  AC  comme  diamètre. 

Cela  posé,  revenons  au  problème  proposé.  Supposons  le 
problème  résolu  et  soit  AMP  le  triangle  cherché.  D'après 
le  théorème  précédent,  le  point  M  sera  situé  sur  la  circonfé- 
rence décrite  sur  AC  comme  diamètre.  Abaissons  MD  et 
ME  perpendiculaires  sur  xy,  les  triangles  DMA  et  PME 
étant  égaux,  on  a  MD  =  ME,  et  le  point  M  se  trouve  aussi 
sur  la  bissectrice  de  Tangle  ABN.  De  là  la  construction 

suivante  : 

Du  point  A  abaissons  la  perpendiculaire  AB  sur  xy  et 
déterminons  sur  cette  perpendiculaire  un  point  C  tel  que 

AB  X  AC  =  K«. 
Sur  AC  comme  diamètre  décrivons  une  circonférence  el 
menons  la  bissectrice  de  Tangle  ABt/,  qui  rencontrera  la 
circonférence  en  M.  Joignons  AM  et  MC,  qui,  coupant  (ry  en 
P,  déterminera  le  triangle  AMP. 

Le  problème  a  deux  solutions,  car  la  bissectrice  coupera 
la  circonférence  en  un  second  point  M';  on  aura  donc  un 
second  triangle  AM'F. 

Si  i<K>  l6  problème  aura  deux  solutions;  si  i>K,  le 
problème  aura  encore  deux  solutions 'si  la  bissectrice  est 
une  sécante  par  rapport  au  cercle,  une  seule  si  elle  est  tan- 
gente, .et  aucune  si  elle  ne  le  rencontre  pas. 

Si  i  =  K,  il  n'y  a  qu'un  seul  triangle,  dont  l'hypoté- 
nuse est  AB. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Rochard, de  Dijon;  Vaulré, 
de  SaintrDié  (solution  algébrique);  Landouzy,  de  Lille;  Lorin,  de  Semar: 
Lainey,  de  Cherbourg;  Vidnau,  de  Bordeaux;  Bellamy,  de  Saint-Brieuc; 
Canon,  de  Liège;  Perrln,  de  Clermont;  Estienne,  de  Bar-le-Duc.  M.  Nigri, 
élève  au  lycée  de  Pau,  nous  fait  observer  que  ce  problème  n'est  qu'un  cas 
particulier  du  problème  suivant,  dont  il  nous  adresse  une  élégante  solution. 

Etant  donné  un  point  fixe  k  et  une  droite  xy,  construire  un  triangle 
APM  semblable  à  un  triangle  donné,  ayant  un  sommet  au  point  À,  un  autre 
sommet  P  sur  xy,  et  tel  que  si  le  côté  AM  rencontre  xy  au  point  N,  on  <ùt 
AM  X  AN  =  K». 
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QUESTION  30. 

Solation  par  M.  Tallavignes,  élève  de  mathématiques  à  Sainte-Barbe. 

On  donne  une  demi-drconférence  et  une  tangente  parallèle  au 
diamètre.  Sur  ce  diamètre  on  construit  un  triangle  équilatéral 
SAB,  dont  les  côtés  SA,  SB  coupent  la  tangente  en  E  et¥.La 
ligné  brisée  AEFB,  tournant  autour  du  diamètre^  engendre  une 
surface  équivalente  à  la  sufface  de  la  sphère  qui  décrit  la  demi- 
circonférence  ADB  en  tournant  autour  de  son  diamètre. 

Soit  AG  =  R  ;  il  faut  prouver  que 

Surf.  AEFB  =  4xR*. 

En  effet, 

Surf.  AEFB  =  2  surf.  AE  +  surf.  EF 

=  2'rcR .  AE  +  2wR .  EF 

=  2wR  (AE  4.  EF). 

Les  triangles  semblables  EGA,  SGA 

donnent  : 

AE__R^ 

AS  "■  se  ' 

d'ob  en  remarquant  que  SG  =  R  ^3 

AE=   H.=  =iB_v2' 

V3  3 

Les  triangles  semblables  SEF,  SÂB  donnent 

EF  _  se  —  CD 

_  2R~       se       '_ 

d'ou  EF  =  î2Jii^i±)  =  ?5_y^L(VL:Li)^ 

^3  3 

par  suite  _  _ 

AE  +  EF  =  ^-^+'^^^^"f  -'^   =2R, 
et  l'on  a        Surf.  AEFB  =  2icR .  2R  =  4xP». 


QUESTION  31. 
SolattoB  par  M.  Cordeau,  élève  de  l'École  Lavoisier,  Paris. 

On  donne  un  demi-cercle  et  une  tangente  parallèle  au  dia- 
mètre. Sur  ce  diamètre  on  construit  un  triangle  isoscèle,  dont  la 
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hauteur  SG  est  égale  au  diamètre  AB.  Les  côtés  du  triangle 
coupent  la  tangente  en  E  et  F.  Le  polygone  AEFB,  en  tournant 
autour  du  diamètre^  engendre  un  volume  équivalent  à  celui  de 
la  sphère  engendrée  par  la  révolution  du  demi-cercle  autour  de 
son  diamètre. 

Soit  AG  =  R.  Je  dis  que 

vol  AEFB  =  ^  xR». 

3 

En  effet, 
vol  AEFB  =  2  vol  AKE  +  vol  KEF. 

=  I  xR«AK  +  xR«EF  =  wR2(|  AK  +  EfY 

D  étant  le  milieu  de  SG,  on  a  : 

AB 
EF  =1=  —  =  R. 

De  plus  les  triangles  égaux  SDE,  EICA  donnent 

AK  =  ED  =  5; 

2 

on  a  donc 

vol  AEFB  =  wR»(5  +  r\  =  I  tcR«. 

Nota.  —  Les  questions  30  et  31  ont  été  résolues  par  MM.  Biette,  Mérieult, 
du  Havre;  Canon,  Bernard,  Lecoq,  Orth,  de  Liège;  Degueldre,  Nénon,  Meu- 
rant,  Rigot,  de  Dinant;  Bolandard,  de  Lons-le-Saulnier;  Contour,  Delîn, 
Lorain,  de  Semur;  Nigri  el  Comandré,  de  Pau;  Colardeau,  de  Charlevillc; 
Bellamy,  de  Saint-Bricuc;  Poupeville,  de  Cherbourg;  Vautré,  de  Saint-Dié; 
Godin,  Labro,  de  Saint-Quentin;  Rochard,  de  Dijon  ;  Landouzy,  do  LiUe;  Geri 
dePazzy,àFribourg;  Gautier,  de  Montpellier;  Montpetit,  école  Saint-Stanislas, 
à  Abbeville;  Regy,  Lugol,  à  Montauban;  Lantoine,  à  Saint-Omer;  Gran- 
ger,  à  Périgueux;  Lynch  et  Woestyn,  lycée  Fontanes,  à  Paris;  Delarue  et 
Duflot,  institution  Marc-Dartès,  à  Paris;  Maquaire,  à  la  Flèche;  Lemoine, 
Lor,  à  Laon;  Florentin,  à  Bar-le-Duc;  Petit,  au  Puy;  Vinas,  à  Perpignan; 
FougeroUes,  à  Chambéry;  Aurenty,  à  Marseille;  Thual,  à  Lorient;  PyoUe, 
à  Constantine;  Gouat,  collège  de  Tonnerre. 


QUESTION  43. 

Solotlon  par  M.  Canoiij  élève  à  TAthénée  royal  de  Liège. 

Démontrer  que  si,  dans  un  triangle  ABG,  on  mène  les 
trois  hauteurs  AD,  BE,  CF,  qui  se  coupent  au  point  P,  on  a 
PP  .  PF  .  PC*  =  8R»  .  PD  .  PE  .  PF. 
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Démontrons  d'abord  que   le  rayon  du  cercle  circonscrit 

au  triangle  ABC  est  égal  au  rayon 
du  cercle  circonscrit  à  chacun  des 
triangles  BPA,  APC,  GPR.  Prolon- 
geons GF  jusqu'à  sa  rencontre  en 
K  avec  la  circonférence;  joignons 
AK,KB;  le  triangle  AKB  est  égal 
au  triangle  ABP.  En  effet,  kIb  = 
KCB  comme  inscrits  dans  un  même 
segment  et  k6b  =  BAD  comme 
ayant  les  côtés  perpendiculaires 
chacun  à  chacun  ;  donc  KAB  =  BAD.  De  môme,  KBA  = 
KCA  =  ABC  et  le  côté  AB  étant  commun,  les  deux  trian- 
gles sont  égaux.  Par  conséquent,  puisque  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  à  ABC  est  égal  à  celui  du  cercle  circonscrit  à 
AKB,  il  Test  aussi  à  celui  de  ABP.  On  démontrerait  de 
même  pour  BPG  et  APG. 

Nous  savons  que,  dans  tout  triangle,  le  produit  de  deux 

côtés  est  égal  au  diamètre  du  cercle  circonscrit  multiplié 

par  la  perpendiculaire  abaissée  sur  le  troisième  côté.  Donc  : 

dans  APB,  on  a  AP  .  PB  =  2R  .  PF 

dans  BPG  BP  .  PG  =  2R  .  PD 

dans  APG  AP  .  PG  =  2R  .  PE 

Multipliant  membre  à  membre,  il  vient  : 

PP   .  PB^  .  PG^  =  8R»  .  PD  .  PE  .  PF. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question,  MM.  Pradel,  de  Montauban  ;  Ber- 
naou,  d'Épernon  ;  Blette,  du  Havre  ;  JulUdière,  de  Mont-de-Marsan;  Nepveu, 
de  Château  roux. 


QUESTION  42. 
Solatiou  par  M.  Richard,  de  Chartres. 

'  De  V égalité  :  2Cos  0  =  u  H — y  on  tire  2  cos  nô  =  u"  -| — j. 

La  relation  connue  entre  les  cosinus  de  trois  arcs  en  pro- 
gression arithmétique  donne 

cos  nO  -}-  cos  (n  —  2)6  =  2  cos  (n  —  1)6  cos  0 
d'oîi  2C0S  nO  =  2C0S  (n —  i)ô .  2Cos  0  —  2  cos  (n  —  2)0. 
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1®  Si  la  loi  s'applique  à  2Cos  (n —  i)8  et  à  2  cos  (n  —  2)8, 
elle  s'appliquera  à  2C0s  nO,  car,  dans  ce  cas  : 

2  cos  ne  =  (« «-^  +  ^)(«  +  ^)-(«  "-«  +  -s^) 

,         I 

2«  Si  n  =  2  ;  2cos  20  =  4  cos*6  —  2, 

d'où  2C0S  26  =  (w  +  -V —  2  =u»  +  —. 

Le  théorème  étant  vrai  pour  n=  i,  n  =  2,  sera  vrai  aussi 
pour  n  =  3,  d'après  la  première  partie  de  notre  démonstra- 
tion. Il  sera  donc  vrai  pourn=4,  5,  6....  c'esl-à-dire 
pour  toute  valeur  de  n. 

Nota.  '  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Blette,  du  Havre;  X.  du  col- 
lège Rollin  ;  Bellamy,  de  Saint-Brieuc. 


ACADÉMIE  DE  GLERMONT. 

Baccalauréat  es  aciences. 

!'•  SÉRIE.  —  20  juillet. 

1.  —  Déterminer  la  fraction  qui  jouit  de  la  propriété  de  ne  pas  changer 
de  valeur  quand  on  ajoute  le  nombre  6  à  son  numérateur  et  le  nombre  i5 
à  son  dénominateur. 

2.  —  On  décrit  avec  un  compas  sphérique  un  petit  cercle  sur  la  surface 
d'une  sphère  de  rayon  o",2o.  Quelle  doit  être  la  distance  des  branches  du 
compas  pour  que  la  surface  de  la  sphère  soit  ainsi  divisée  en  moyenne  et 
extrême  raison? 

2*  SÉRIE.  —  23  juillet. 

!•  Déflnir  l'erreur  absolue  et  l'erreur  relative, 

2*  Déterminer  les  angles  d'un  triangle  isoscèle  ABC  tel  que  si  l'on  pro- 
longe la  base  BG  jusqu'à  sa  rencontre  en  D  avec  la  perpendiculaire  AD  au 
côté  AB,  les  deux  triangles  ABC  et  CAD  engendrent  en  tournant  autour  de 
AD  des  volumes  égaux. 

3*  SÉRIE.  —  25  juillet. 
1.  —  Un  angle  a  est  déterminé  par  la  formule  trigonométrique 


tg«=/ 


v/m'  4-  «'  +  ♦y*' 


où  m  et  n  sont  donnés,  par  exemple  m  =3  i  et  n  s  2. 
On  demande  de  calculer  les  valeurs  de 

Cos  2a  sin  2a  et  tg  2a. 
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2.  —  Prouver  qne  si  l'on  coupe  un  parallélipipède  par  un  plan  passant 
par  le  centre,  les  deux  solides  ainsi  obtenus  sont  équivalents. 

4*  SÉRIE.  —  27  juillet. 

1.  —  On  demande  de  diviser  (v*  4*  '  P^^  1®  polynôme  ±^  +  pœ  +  9, 
où  p  et  g  sont  des  nombres  donnés.  —  Quelle  valeur  faut-il  attribuer  à  p 
et  à  9  pour  que  la  division  se  fasse  sans  reste  ? 

2.  —  Deux  faces  d'un  triëdre  sont  des  angles  de  GO"*  et  la  troisième  fiice 
est  un  angle  droit.  Déterminer,  par  une  construction  géométrique  ou  le 
calcul,  Tun  des  angles  dièdres  de  ce  trièdre. 

5*  siaiB. 

1.  —  Volume  engendré  par  un  secteur  et  un  segment  circulaire  tournant 
autour  d'un  diamètre. 

2.  —  Exterminer  l'angle  0  d'un  secteur  OÀMB,  de  manière  que  les  deux 
volumes  correspondant  au  secteur  AMBO  et  au  segment  AMB  soient  dans 
le  rapport  de  2  à  i. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1873. 

dasse  de  philosophie. 

On  inscrit  dans  un  cercle  donné  tous  les  triangles  dont  deux  côtés  sont 
respectivement  parallèles  à  deux  droites  fixes  données,  et  Ton  demande  le 
lieu  des  centres  des  cercles  inscrits  dans  ces  triangles. 

Etant  donné  un  prisme  triangulaire,  on  y  fait  une  section  abc  pa- 
rallèle aux  bases.  On  joint  les  sommets  a,  6,  c  de  cette  section  à  un 
point  0  quelconque  pris  dans  le  plan  de  la  base  supérieure  et  l'on 
prolonge  les  lignes  de  jonction  jusqu'à  leur  rencontre  en  A,  B,  C  avec 
le  plan  de  la  base  inférieure  On  demande  à  quelle  distance  de  la  base 
supérieure  doit  être  faite  la  section  abc,  pour  que  le  tétraèdre  ayant  pour 
sommets  0,  A,  B,  C  soit  équivalent  au  prisme. 

dasse  de  xnathôxnatiqaes  élémentaires. 

Par  un  point  donné  dans  l'intérieur  d'un  cercle  donné,  tracer  deux  cordes 
qui  fassent  entre  elles  un  angle  donné  et  dont  le  produit  soit  maximum  ou 
minimum. 

On  examinera  le  cas  où  le  point  donné  serait  extérieur  au  cercle  donné. 

Classe  de  rhétorique. 

Étant  données  deux  sphères,  on  inscrit  dans  la  première  un  cône  droit  à 
base  circulaire,  dont  le  côté  est  égal  au  diamètre  de  la  base  et  l'on  circonscrit 
à  la  seconde  un  cylindre. 

On  trouve  alors  que  le  volume  du  cône  est  la  18*  partie  du  volume  du 
cylindre.  On  demande  le  rapport  des  rayons  des  deux  sphères. 
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Classe  de  seoonde. 

Étant  donnée  une  pyramide  triangulaire  tronquée,  on  propose  de  mener 
par  l'une  des  arêtes  de  la  base  supérieure  un  plan  qui  divise  le  volume 
du  tronc  en  deux  parties  équivalentes. 

Trouver  deux  nombres  dont  la  somme  de  leurs  inverses  soit  0,102 5  et  la 
somme  de  leurs  racines  carrées  soit  9. 

Classe  de  troisième. 

Étant  données  deux  circonférences  0  et  0'  qui  se  coupent,  on  mène  par 
l'un  des  points  communs  une  sécante  qui  rencontre  la  circonférence  0  en 
un  point  B  et  la  circonférence  0'  en  un  point  B'.  On  joint  le  point  B  au 
point  0  et  le  point  B'  au  point  0'.  Les  deux  droites  ainsi  menées  se  cou- 
pent en  M.  Lieu  géométrique  de  ce  point. 

Tro  iver  le  plus  petit  nombre  qui,  divisé  par  2,  donne  pour  reste  z  ;  di- 
visé par  3,  donne  pour  reste  2;  divisé  par  4,  donne  pour  reste  3 

et  qui  divisé  par  10,  donne  pour  reste  9. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1874. 

Classe  de  troisième. 

1.—  On  donne  un  cercle  et  deux  points  fixes  A  et  B  sur  la  circonférence. 
Par  ces  deux  points  on  mène  deux  cordes  égales  et  de  grandeur  quelconque. 
Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  cordes. 

2.  —  Démontrer  que  si  la  somme  3»+  i)  dans  laquelle  n  représente  un 
nombre  entier,  est  un  multiple  de  10,  la  somme  3*»  +  ^  4-  i  sera  aussi  un 
multiple  de  10. 

Classe  de  seconde. 

1.  —  Étant  donné  un  tétraèdre,  on  suppose  que  l'on  mène  par  chaque  arôte 
un  plan  parallèle  à  l'arête  opposée,  et  l'on  demande  :  1*  quel  sera  le  solide 
ainsi  obtenu;  2*  quel  sera  le  rapport  de  son  volume  à  celui  du  tétraèdre. 

2.  —  La  différence  de  deux  nombres  est  a,  la  somme  de  leurs  racines  car- 
rées est  aussi  a.  Quels  sont  ces  deux  nombres? 

Classe  de  rhétori(iae. 

On  donne  deux  sphères  tangentes  extérieurement,  et  le  rayon  de  Tune 
est  double  du  rayon  de  l'autre.  À  l'ensemble  de  ces  deux  sphères,  on  cir- 
conscrit un  tronc  de  cône,  dont  on  demande  le  volume  et  la  surface  totale, 
connaissant  le  rayon  de  la  petite  sphère. 

Classe  de  philosophie. 

Étant  donnés  un  cercle  de  rayon  R  et  deux  rayons  rectangulaires  A,  OB, 
déterminer  les  côtés  OC,  OE,  d'un  rectangle  OCDE  inscrit  dans  le  quart  de 
cercle  AOB,  et  tel  que  si  l'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  OA,  la  sur- 
face totale  du  cylindre  engendré  par  le  rectangle  OCDE  soit  égale  à  la 
surface  d'une  circonférence  de  rayon  a. 
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Classe  de  mathé2nati<iaes  élémentaires. 

Étant  données  les  quatre  arêtes  ÀB,  BG,  CD,  DA  d'un  tétraèdre  ÀBCD, 
déterminer  ce  tétraèdre  de  manière  que  le  volume  soit  maximum.  —  Le 
tétraèdre  étant  ainsi  déterminé,  calculer  les  deux  arêtes  BD  et  AC  et  le 
Tolume  dans  les  deux  cas  suivants  :  1'  lorsque  les  deux  arêtes  opposées 
AB,  BG  sont  égales,  ainsi  que  les  arêtes  BG  et  AD;  2*  lorsque  les  deux 
arêtes  consécutives  AB,  BG  sont  égales,  ainsi  que  les  arêtes  GD  et  DA. 

Comparer  les  volumes  en  supposant  que  les  deux  arêtes  AB  et  AD  ont 
To^pectivement  des  longueurs  égales  dans  les  deux  cas. 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


69.  —  On  donne  dans  un  cercle  un  rayon  fixe  OA.  On 
mène  un  rayon  quelconque  OC.  On  abaisse  la  perpendicu- 
laire GD  sur  OA.  Lieu  du  point  I,  centre  du  cercle  inscrit 
dans  OGD.  (Académie  de  Rennes.) 

70.  —  On  donne  un  angle  YOX  et  deux  points  fixes  A  et 

B  sur  le  côté  OY  de  cet  angle.   On  joint   ces  points  à   un 

point  variable  G  de  OX.  On  demande  les  variations  du  rapport 

AG* 

77^,  quand  le  point  G  se  déplace  sur  OX. 

(Académie  de  Rennes.) 

71.  Sur  une  droite  constante  AB,  on  prend  un  point  va- 
riable G,  et  on  décrit  les  circonférences  ayant  AG  et  BG 
pour  diamètres.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
tangentes  communes  extérieures  et  de  la  tangente  commune 
intérieure.  (Julliard.) 

72.  —  Deux  mobiles  se  déplacent  sur  deux  axes  rectan- 
gulaires et  se  dirigent  avec  des  vitesses  v  et  v  vers  le 
point  d'intersection  de  ces  axes,  dont  ils  sont,  à  un  moment 
donné,  à  des  distances  a  et  b.  A  quel  instant  ces  deux  mo- 
biles sont-ils  le  plus  proche,  l'un  de  l'autre  ? 

(Ac.  de  Nancy,  bacc.  sci.) 

73.  —  Un  cône  équilatéral  étant  inscrit  dans  une  sphère, 
déterminer  entre  quelles  limites  peat  varier  la  différence 
des  sections  faites  dans  ces  deux  corps  par  un  plan  paral- 
lèle à  la  base  du  cône. 
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•74.  — Trouver  trois  nombres  tels  que  les  produits  de  cha- 
cun d'eux  par  la  somme  des  deux  autres  soient  20, 18  et  14. 

75.  —  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres.  Le  carré 
du  chiffre  des  dizaines  est  égal  au  produit  des  chiffres 
extrêmes  augmenté  de  4.  La  différence  entre  le  double  du 
chiffre  des  dizaines  et  celui  des  unités  est  égale  au  chiffre 
des  centaines,  et  quand  on  écrit  les  chiffres  de  ce  nombre 
dans  un  ordre  inverse,  on  obtient  un  second  nombre  qui, 
retranché  du  premier,  donne  pour  reste  3  90  augmenté  du 
chiffre  des  dizaines  commun  à  ces  deux  nombres.  Trouver 
ce  nombre. 

76-  —  Étant  donné  un  tétraèdre  SABC,  on  inscrit  dans 
la  base  ABC  un  carré  EFGH,  sur  lequel  on  construit  un  cube 
EFGHET'G'H'  situé  du  côté  de  la  base  ABC  opposé  au  qua- 
trième sommet  S  du  tétraèdre.  On  joint  ce  sommet  S  aux 
points  E',F',G',H'  par  des  droites  qui  coupent  ABC  aux 
points  e,f,g^h,  La  figure  efgh  sera  un  carré,  et  le  cube 
construit  sur  efgh  sera  inscrit  au  tétraèdre.  —  Si  a:  est  le 
côté  de  ce  cube,  a  la  base  AG  du  triangle  ABC  contenant 
deux  sommets  du  carré  EFGH,  h  la  hauteur  de  ABC,  H  la 
hauteur  du  tétraèdre,  on  aura 

œ~  a^  h^  Bl' 

(Concours  PaUy  4868.) 

77.  —  Étant  données  deux  droites  dont  les  projections 
ne  se  coupent  pas  dans  les  limites  de  Tépure,  reconnaître 
si  elles  se  coupent  dans  l'espace. 

78.  —  Etant  donnée  dans  le  plan  horizontal  de  projection 
une  droite  finie  AB,  trouver  les  projections  du  cône  de  ré- 
volution ayant  son  sommet  en  A,  tangent  au  plan  horizontal 
le  long  de  AB,  sachant  que  la  base  passe  en  B  et  connais- 
sant Tangle  au  sommet. 

Rédacteur- Gérant, 
J.  BOURGET. 


UfPAIMBRIB  CBNTAALB  DES  CHIMINS  DB  FBR.  —  A.  CBAIX  BT  G*«, 
BUI  BBRGàRB,  20,  A  PABI8.-  14646-7. 
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THEORIE  DE  L'INVERSION 

OU 
MÉTHODE  DE  TRANSFORMATION  PAR  RAYONS  VECTEURS  RÉCIPROQUES 

par  m.  Co«heH. 

[Suite,  voir  page  257.) 


XII.  —  Du  cercle  d'inversion. 

On  appelle  cercle  ou  sphère  fTinversian  le  lieu  des  points  du 

plan  ou  de  l'espace  qui  coïncident  avec  leurs  réciproques. 

Lorsque  le  module  est  positif  ce  lieu  est  un  cercle  ou  une 

sphère  ayant  pour  centre  le  pôle  et  pour  rayon  la  racine 

carrée  du  module. 

Soit  M  un  point  d'une  figure,  donnée,  0  un  pôle  fixe.  Joi- 
gnons OM;  du  point  0  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à 
vV>  l*  étant  le  module  de  l'inversion,  décrivons  une  circon- 
férence; si  le  point  M  est  extérieur  au  cercle,  menons  par 
ce  point  la  tangente  MT  au  cercle  d'inversion,  et  abaissons 
Tm  perpendiculaire  sur  OM.  Le  triangle  OTM  donne 

OM  X  Ow  =  OTS 
ou  OM  X  Om  =  |a; 

donc  le  point  m  est  l'inverse  du 
point  M. 

Si  le  point  donné  m  est  dans 
l'intérieur  du  cercle,  on  détermine 
le  point  réciproque  par  la  cons- 
truction suivante  :  on  mène  la 
droite  mT  perpendiculaire  au  rayon 
Om  et  la  tangente  au  cercle  qui 
rencontre  Om  au  point  M  réciproque 
du  point  m. 

Considérons  une  droite  MN  quelconque;  si  du  point  Oon 
abaisse  la  perpendiculaire  OM,  on  sait  que  le  point  m  dé- 
terminé par  la  construction  précédente  est  le  pôle  de  la  droite 
MN  ;  si  la  droite  MN  se  déplace  en  restant  tangente  à  une 
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courbe  donnée,  le  point  m  décrit  une  courbe  qui  est  le  lieu 
des  pôles  des  tangentes  par  rapport  au  cercle,  et  que  Ton 
appelle  polaire  réciproque  de  la  première  courbe. 

D'autre  part  le  point  M  décrit  aussi  une  courbe  qui  est 
le  lieu  des  projections  du  point  0  sur  les  tangentes  MN  à 
la  courbe  donnée;  ce  lieu  est  appelé  podaire  de  la  courbe 
par  rapport  au  point  0.  On  a  par  conséquent  le  théorème 
suivant  : 

Théorème  6.  —  L'inverse  de  la  podaire  d'une  courbe  par 
rapport  au  pôle,  est  en  même  temps  la  polaire  réciproque  de  la 
courbe  donnée  par  rapport  au  cercle  d'inversion. 

Lorsque  le  module  est  négatif,  le  cercle  d'inversion  n'a 
aucun  point  réel;  dans  ce. cas  nous  appellerons  cercle  con- 
jugué d* inversion,  le  cercle  décrit  du  pôle  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  la  racine  carrée  du  module  pris  en  valeur 
absolue.  Il  est  facile  de  voir  que  chacun  des  points  de  ce 
cercle  est  le  réciproque  du  point  diamétralement  opposé. 

Il  résulte  d'ailleurs  du  théorème  3  que  les  ligures  inverses 
d'une  figure  donnée  prises  par  rapport  à  un  même  pôle  pour 
des  modules  égaux  et  de  signes  contraires  sont  des  figures 
symétriques  par  rapport  au  pôle. 

XIII.  Théorôme  7.  —  Deux  figures  symétriques  par  rap- 
port à  une  droite  doivent  être  considérées  comme  deux  figures 
inverses* 

En  effet,  supposons  que  le  cercle  d'inversion  passe  cons- 
tamment par  le  point  A  et  que  le  centre  de  ce  cercle  s'éloigne 
indéfiniment  dans  la  direction  AO  ;  à  la  limite,  ce  cercle  sera 
remplacé  par  une  droite  AB  perpendiculaire  sur  OA;  d'ailleurs 
on  a  (OA  -f-  AM)  (OA  —  Aw)  =  0A«; 

en  développant  et  en  divisant  les  deux  membres  par  OA  on 

tire  AM  —  Am  =  — -pr-, . 

OA 

Lorsque  OA  augmente  indéfiniment,  on  obtient  à  la  limite 
mA  =  MA  ;  par  conséquent  le  point  m  devient  le  symétrique 
du  point  M  par  rapport  à  la  droite  AB. 

Il  résulte  encore  de  cette  considération  que  toute  figure 
qui  possède  un  axe  de  symétrie  doit  être  regardée  comme 
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une  figure  anallagmatique.  Aussi,  Fellipse,  Thyperbole,  la 
parabole,  Tensemble  de  plusieurs  cercles  ayaut  leurs  centres 
en  ligne  droite,  sont  des  figures  anallagmatiques. 

XIV.  —  Les  résultats  des  deux  numéros  précédents  s'ap- 
pliquent intégralement  dans  Tespace,  en  remplaçant  le  cercle 
d'inversion  par  une  sphère,  les  courbes  par  des  surfaces,  et 
les  tangentes  par  des  plans  tangents.  En  particulier,  lors- 
que la  sphère  d'inversion  passe  par  un  point  fixe,  et  que 
son  centre  s'éloigne  indéfiniment  dans  une  direction  donnée, 
cette  sphère  a  pour  limite  un  plan.  Le  point  réciproque  d'un 
point  donné  devient  le  point  symétrique  par  rapport  au  plan, 
et  Ton  doit  considérer  les  figures  symétriques  par  rapport 
à  un  plan  comme  des  figures  anallagmatiques. 

{A  suivre.) 


QUESTION  D'ARITHMETIQUE 


Problème.  —  Trouver  Ut  racine  m^  d'un  nombre  entier  A, 
à  moins  tTune  unité,  qiuind  m  est  décomposable  en  facteurs 
p,  q,  r... 

Nous  appelons,  pour  abréger,  racine  w®  de  A  à  moins 
d'une  unité,  la  racine  de  la  plus  grande  puissance  m*  cou- 
tenue  dans  A. 

Supposons  m  =  pqr^  je  dis  que  pour  avoir  la  racine  m^ 
de  A  à  moins  d'une  unité,  il  sufiit  d'exécuter  les  opérations 
suivantes  : 

1"  Extraire  la  racine  p®  de  A,  à  moins  d*umi  unités  soit  x; 

2®  Extraire  la  racine  q®  de  x,  à  moins  d^une  unités  soit  y  ; 

3**  Extraire  la  racine  r°  (te  y,  à  moins  d!une  unité,  soit  z. 

Le  dernier  nombre  obtenu  z  est  la  racine  mP  de  A.  à  moins 
d'une  unité. 

En  effet,  nous  avons,  par  hypothèse,  les  deux  séries 
d'inégalités  : 

osP^  A  A  <  (a:  -f  i)p 

y^i'^  X  ^  <{y  +  î)^ 

«*■  ^  ï  2/   <  (^   +    Or 
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De  la  premiëre  série,  nous  tirons  : 

XP     ^  k 

zP^^  ^  yP9 
par  suite  en  ajoutant  membre  à  membre  : 

aw  ^  A  ou  2*»  ^  A 

Considérons  maintenant  la  seconde  série,  a?  et  (y  -}~  i)^ 
différent  au  moins  d'une  unité;  y  ei  {z  -{-  i)'*  sont  dans  le 
même  cas,  donc  nous  pouvons  écrire: 

A  <  (x  +  i)P 

•ï^  +  I  ^  (2/  +  0« 

2/  +  I  ^  (3  +  i)** 
par  suite  :  A  <  (a?  +  i)p 

(X  +  i)P  ^  {y  +  i)P^ 

(y    -|-  i)P9  ^  (z  -j-    i)pqr 

donc,  en  ajoutant  membre  à  membre  : 

A  <  (2  +  i)^'/'*  ou  A  <  (ji  +  i)»". 
Donc  enfin  z  est  bien  la  racine  m®  de  A  à  moins    d'une 
Lnité.  J.  B. 


EVALUATION   DES  -ANGLES 

ET   DES  SURFACES 

Des  polygones  égrédients  et  des  polygonss  étoiles, 

par  Georges  Dostor. 

(Suile,  voir  p.  289.) 


21.  Ajigle  au  centre  d'un  polygone  égrédient  régulier.  — 
Divisons  une  circonférence  donnée  en  n  parties  égales,  et 
par  les  points  de  division  menons  des  tangentes. 

Si  nous  limitons  ces  tangentes  aux  points  d'intersection 
de  chacune  déciles  avec  la  suivante,  nous  formerons  le  poly- 
gone régulier  convexe  de  n  côtés  ou  le  polygone  régulier  de 
première  espèce  ayant  n  côtés. 

Si,  au  contraire,  nous  arrêtons  chaque  tangente  à  son  lu- 
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tersection  avec  la  deuxième  suivante,  nous  aurons  un  poly- 
gone régulier  égrédient  do  deuxième  espèce,  ayant  n  côtés. 
Le  périmètre  de  ce  polygone  enveloppera  deux  fois  la  cir- 
conférence. 

Si  l'on  avait  limité  chacune  de  nos  tangentes  à  la  troisième 
suivante,  on  aurait  formé  un  polygone  régulier  égrédient  de 
troisième  espèce,  ayant  n  côtés.  Le  périmètre  de  ce  polygone 
enveloppe  trois  fois  la  circonférence. 

En  général,  si  Ton  termine  chaque  tangente  à  la  p^^  tan- 
gente qui  vient  après,  on  obtiendra  le  polygone  régulier 
égrédient  de  Vespèce  p,  ayant  n  côtés.  Le  périmètre  de  ce 
polygone  enveloppe  p  fois  la  circonférence. 

La  somme  des  angles  au  centre  de  ce  dernier  polygone  est 
donc  égale  à  p  fois  4  angles  droits  ou  égale  à  2px,  et,  comme 
ces  angles  sont  égaux  et  au  nombre  de  n,  chacun  d'eux  sera 

égal  à  ^. 

Donc  Cangle  au  centre  an,p  d'un  polygone  réguliei^  de  l'espèce 
Py  ayant  n  côtés,  est 

(VII)  a,.,  =  '^. 

22.  Rayon  et  apothème  d*un  polygone  égrédient  i^égulier. — Dé- 
signons par  Rn,p  et  rn.p  le  rayon  et  l'apothème  d'un  polygone 
égrédient  régulier  de  n  côtés  et  de  l'espèce  p.  Si  Gn,p  repré- 
sente le  côté  de  ce  polygone,  —  Gn,p  sera  le  second  côté  de 

l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  dont  le  premier  côté 
est  rn^p  et  qui  a  Rn,p  pour  hypoténuse. 

Celte  hypoténuse  Rn,p  et  le  côté  rn,p  comprennent  entre  eux 
un  angle  égal  à  la  moitié  de  l'angle  au  centre  (VII),  ou  l'angle 

1  _  P^ 

2  n 
Nous  avons  donc  les  relations 

P 
Cn,p=  2R,i  «  sin— 1:, 

(VIH)  {rn,p   =  Rri,p  cos  ^, 

Cn,  p  ==  2r«,  p  tang  ^ic* 
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23.  Surface  des  polygones  égrédients  réguliers. — Le  polygone 
égrédieni  régulier,  qui  a  n  côtés  et  se  trouve  de  Vespèce  p,  a  pour 
surface  Vexpression 


(IX)      Sn,p  =7lR*  n,p  . 


TC  p 

sm  —  cos   —  7c 
n  n 


cos 


p—  I 


7C 


n 


où  Rn,p  désigne  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  polygone.  . 
Joignons  le  centre  0_à  un  sommet  A  de  notre  polygone 

(fig.  4),  ainsi  qu'aux  deux 
sommets  voisins  A'  et  E' 
du  polygone  régulier  de 
n  côtés  et  de  l'espèce  p —  i 
qui  sont  situés  sur  les 
côtés  issus  du  sommet  A 
dans  le  polygone  de  l'es- 
pèce p.  La  surface  de 
notre  polygone  se  com- 
posera de  n  quadrila- 
tères tels  que  AA'OE'  ou 
de  271  triangles  tels 
que  AA'O.  Nous  avons 
donc 

Srt,  p  =  2n  AA'O. 
Or,  dans  le  triangle  AA'O,  le  côté  AO  est  égal  au  rayon 
Rn.p  du  cercle  circonscrit  au  polygone  donné  ;  le  côté  A'O 
est  égal  au  rayon  Rn,p  — -i  du  cercle  circonscrit  au  polygone 
régulier  égrédient  de  n  côtés  et  de  l'espèce  p  —  i  ;  tandis  que 
l'angle  AOA'  est  égal  à  la  différence  entre  la  moitié  de  l'angle 
au  centre  de  l'espèce  p  et  la  moitié  de  l'angle  au  centre  du 
polygone  régulier  de  l'espèce  p  —  i .  Il  nous  vient  donc 


(1)  Sn,p  =  2n   .  —  AO  .  A'O  sin  AOA' 

Or,  par  la  deuxième  des  formules  (VIII)  nous  avons 

lî                   P  —  I 
rn.p-1  =  Kn,p-i  cos x; 

n 
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et,  comme  les  polygones  réguliers,  ayant  pour  côtés,  l'un 
AG,  l'autre  A'G'  sont  circonscrits   au  même   cercle,  on  a 

P 
aussi  ^«.p-4  =  R«.p  cos-Tc. 

71» 

La  comparaison  de  ces  deux  expressions  donne' 

n 
cos— ic 

(2)  Rn, p— 1  =  Rfi, jj   •  — 


p.—  I 

COS^- X 

n 


D'ailleurs,  en  vertu  de  (VII)  on  a 

^n,p p  (^n,p-i         p  —    I 

— — X,     ^ X, 

2         n  2  n 


d'oîi 

2  2  71 

Substituant  les  valeurs  (2)  et  (3)  dans  Texpression  (I), 
on  tombe  sur  la  formule  (IX). 

24.  Polygones  étoiles  et  polygones  composés.  —  Parmi  les 
polygones  égrédients,  les  uns  se  composent  de  polygones 
convexes  distincts,  d'un  même  nombre  de  côtés,  qui  sont 
superposés,  sans  coïncider,  de  manière  à  présenter  alter- 
nativement des  angles  saillants  et  des  angleâ  rentrants, 
comme  cela  a  lieu  pour  l'hexagone  égrédient  (fig.  2). 

D'autres,  au  contraire,  ont  un  périmètre  continu  et  fermé, 
comme  cela  se  présente  pour  l'heptagone  égrédient  (fig.  3). 

Selon  l'usage,  et  suivant  Poinsot,  nous  donnerons  le  nom 
de  polygone  étoile  à  tout  polygone,  dont  les  côtés  forment 
une  ligne  brisée  continue  et  telle  qu'en  la  parcourant  dans 
le  môme  sens,  on  revienne  au  sommet  de  départ,  après 
avoir  passé  par  tous  les  autres  sommets  et  une  seule  fois 
par  chacun  d'eux. 

Les  autres  polygones  égrédients ,  s'ils  se  composent 
chacun  de  deux  ou  plusieurs  polygones  d'un  môme  nombre 
de  côtés,  superposés  sans  se  confondre,  pourraient  être 
appelés  polygones  anétoiles,  polygones  pseudo-étoilés,  po- 
lygones rayonnes  ou  polygones  dentelés. 

Nous  les  nommerons  simplement  polygones  composés. 

25. —  Toutes  les  propriétés  que  nous  venons  d'établir,  et 
toutes  les  expressions  que  nous  avons  obtenues,  conviennent, 
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sans  distinction,  à  chacune  do  ces  deux  espèces  de  poly- 
gones égrédients. 

26.  —  Poinsot  a  démontré  qu*il  existe  autant  de  polygones 
étoiles  de  n  côtés^  qu'il  y  a  d'unités  moitis  une' dans  la  moitié 
du  nombre,  qui  exprime  combien  il  y  a  de  nombres  entiers 
inférieurs  à  n  et  premiers  avec  lui  (Journal  de  TÉcolc  poly- 
technique, t.  IV,  p.  21). 

Sa  démonstration  a  été  donnée  par  A.  Amiot,  dans  ses 
Leçons  nouvelles  de  Géométrie  éléinentaire:  Paris,  1865,  2"*  édi- 
tion ,  V^  partie,  pages  265,  266  et  267.  Cette  démonstration 
a  été  reproduite  dans  le  Traité  de  Géométrie  élémentaire  de 
MM.  Rouché  et  de  Gomberousse;  Paris,  1866,  p.  176. 

27.  Polygones  réguliers  étoiles,  —  Considérons  un  polygone 
régulier  de  n  côtés  et  de  Tespèce  p  ;  ce  polygone  sera  étoile, 
si  p  est  premier  avec  n.  Le  côté  Gn,p  de  ce  polyf;one,  ex- 
primé en  valeur  du  rayon  Rn,p  du  cercle  circonscrit,  sera 
(n-  22) 

(X)  Crt,p  =  2'Rn,p  sin  -^  t:. 

Cotte  formule,  combinée  avec  (IX),  nous  donnera  les  côtés 
et  les  surfaces  des  polygones  étoiles,  qui  sont  réguliers  et 
qui  ont  5,  8,  lo^  12,  16,  20,  24,  etc.  côtés. 

28.  Pentagone  régulier  étoile.  —  Ici  nous  avons 

n  =  5,  p  =  2; 
il  viendra  donc,  pour   la  valeur  du   côté  en  fonction    du 

rayon  R,  ,^___«__ 

(XI)  Csj  =  2R  sin  ^  =  -^  R  y/10  +  2  yl. 

On  trouvera  ensuite  la  surface  au  moyen  de  la  formule 
(IX),  qui  donne 

w               2W 
Sin    COS   .       9/:o  „  r 

S„=5R« f '-=  5R«.     «■"  36'  COS  7.'  ^    S_ 

*'  x  COS  36«>  4 


COS 

s 


R' 


sin  36^ 
COS"  36"" 


ou 


(XII)  S5,f  =  4-  R*  0o  —  22jr. 

4  ^ 
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29.  Octogone  régulier  étoile.  —  Puisque  n  =  8  et  p  =  3, 
on  a  : 

(XIII)  C,„=2R  sin  -^  =  2R  cos  j  =  R  y/T+TT  ; 

.     W  3x  .    .'ÏC  TC 

sm-cos—  sin*-  i — cos- 

(XIV)  Ss,3  =  8R». — ^ ^=  8R«. ^=4R«. ^ 

COS-5-  cos-  cos - 

8  4  4 

ou  S8,8=4R"  (Y2 l). 

30.  Décagone  régulier  étoile.  —  On  a  ici 

n  =  10,  p  =  3; 
par  suite  il  vient 

(XV)  Ces  =  2Rsin  —  =  2Rsin  54»  =  -i  R  {^r+  i); 

10  '2 

X  3x 

sin  —ces  —  sin  jgo cos  54« 

S,o,3  =  ioR« . loR. . ^^^  ^M        = 

X  cos  36'' 

cos  -— 

„      sin  18°  sin  36« 

ïo-^i  • 5^7; > 

cos  36<» 

ou  

(XVI)S,o,.=5R'.^^-  ;)^  ^'"  -  ^^^^=l  RV56  -  2  2^3 

.         /  o  ..T^-.       sin  36®  sin  18 

Nous  avons  trouvé  que  S.,.  =  5R^  .   = ; 

^  cos  3o 

de  sorte  que  nous  avons 

Donc  la  surface  du  décagone  régulier  étoile  est  double  de  la 
surface  du  pentagone  régulier  étoile,  qui .  est  inscrit  dans  le 
même  cercle. 

31.  — Ce  résultat  n'est  qu'une  application  d'un  théorbme 
général,  dont  voici  l'énoncé  : 

La  surface  d^un  polygone  régulier,  qui  a  un  nombre  impair  n 

de  côtés  et  qui  est  de  son  espèce  ta  plus  élevée  ,  est  la 

moitié  de  la  surface  du  polygone  régulier  inscrit  dans  le  même 
cercle,  qui  a  un  nombre  double  2n  de  côtés  et  qui  est  aussi  de 
son  espèce  la  plus  élevée  n  —  2. 

23 
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En  eSeif  si  nous  appelons  R  le  rayon  du  cercle  circons- 
crit à  nos  deux  polygones,  la  surface  du  premier  polygone 

sera,  d'après  la  formule  (IX), 

X         n  —  I 
sm    -cjs w 

Sn.  JLzlJ-  =  nR« 5 

cos    

pendant  que  celle  du  second  polygone  régulier  sera 

t:         n  —  2 

sin  —  cos i: 

^2w,n  — 2  =  2nn"— — 


n  —  3 

cos 1: 

2n 

Or  ces  deux  expressions  ont  le  même  dénominateur 

n  —  3 
cos     ic.  Au  numérateur  de  la  première  nous  avons 


.    i:  /w       x\  /i        I  \  .n 

;m  -  =  cos  ( )  =  cos   | 1'^  =  cos  — 

n  \2       n/  \2       n  /  2/1 

et 

n  —  I  ./7c      n  —  i\        ./i      n—  A  .x 

cos X  =  sml X  J  =  sin( )w=sin  — 

2n  \2         2n      /  \2         2n    /  2 h 

par  suile  les  deux  fractions 

X         n  —  I  X  n  —  2 

sm  -  cos  X      sin  —  cos  x 

n  2n  2n  2n 


n  —  3  '  n  —  3 

cos  X  cos    X 

2n  2;i 

sont  égales  entre  elles.  Donc  il  vient 

Sn,     *  "•  ^     =  -  Sîfi.n  —  2. 

a  2 

Si  Ton  donne  à  7t  successivement  les  valeurs  3,  5,  i5, 
17,  etc., 

a                 n  —  I  . 

pour  n=   3,  on  aura =1,  2n=    6,  n  —  2=     i 

n=    5,  =  2,  2n  =  10,  n  —  2  =    3 


2 

n 

—  I 

2 

n 

—  I 

2 

n 

—  I 

n  =  1 5,  =  7,  2n  =  3o,  n  —  2  =  1 3 

2 

n=  17,  =  8,  2n  =  34,  n  —  2  =  i5. 
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Ainsi,  le  triangle  équilaiéral  est  la  moitié  de  F  hexagone  ré- 
gulier ^  qui  est  inscrit  dans  le  même  cercle;  la  surface  du  pen- 
tagone  régulier  étoile  et  la  moitié  de  la  surface  du  dodécagone 
régulier  étoile  ;  le  polygone  régulier  de  iS  côtés  et  de  la  7°* 
espèce  est  la  moitié  du  polygone  régulier  de  3o  côtés  et  de  la 
î  3"*  espèce,  etc. 


QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE, 

par  M.  CoclieB. 


Théorème  :  <St  par  le  foyer  F  d*une  conique  on  mène  une 
corde  et  les  normales  MN,  M'N  aux  extrémités  de  cette  cordCy 
la  droite  menée  par  le  point  de  concours  des  normales  parallè-- 
lement  au  grand  axe  divise  la  corde  en  deux  parties  égales. 

Ce  théorème  a  été  démontré  analytiquement  par  M.  Lar- 

rose  (iV"^  Ann.  de  Terquem, 
XIX,  8S).  On  peut  le  démontrer 
géométriquement  de  la  manière 
suivante  : 

Prolongeons  MF  d'une  quan- 
tité MF  "  =  MF'. 

La  droite  FF"  est  parallèle 
à  MN.  Donc  les  triangles  MGN, 
FF'F"  sont  semblables  et  Ton  a 
NG 


MG 


d'où 

de  même 
donc 


FF" 

FF' 

MG 
NG 

FF" 
FF' 

a 
c 

MG 

a 

NG 

c 

MG 

=  M'G; 

c. 

f.  d. 
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'  »   I    1 


^   -V    11%     .4      ^ 


DÉMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE 

D'UN    THÉORÈME    D'ALGÈBRE 

p«r  M.  CoeheB. 


DécompoMon  (tune  fraction  en  une  somme  de  fractions  sim- 
ples. 

Bien  que  du  domaine  dé  Tahaljse  mathématique,  la  dé- 
composition d'une  fraction  en  une  somme  de  fractions 
simples  peut,  dans  un  certain  nombre  de  cas,  être  consi- 
dérée comme  une  application  importante  de  la  théorie  des 
coefficients  indéterminés. 

En  effet,  soit  la  fraction 

2a  —  X 

cette  expression  peut  s'écrire 

2a  —  X 


(a  -\-  x)  (a  —  x) 
Cherchons   quelles  sont   les  deux  fractions   simples   dont 

X  X 

elle  est  la  somme.  Si  — r^ —  et —  sont  ces  deux  frac- 

a  -j-  X      a  —  X 

tions,  on  aura 

2a  —  oj X|       ,      X, 

+ 


a*  —  x^      a  4-  X      a  —  x 

X|  et  X,  étant  des  numérateurs  à  déterminer.  Réduisant  au 

même  dénominateur  dans  le  second  membre,  nous  obtiendrons 

2a  —  X (X|  +  X,)  a  —  (X|  —  X,)  x 

o"  —  X*  O*  —  X* 

ou  2a  —  X  =  (Xi  +  ^«)  û  —  (^i  —  ^t)  ^« 

Or  ces  deux  polynômes  devant  être  identiques  pour  toute 
valeur  donnée  à  x,  on  a,  d'aprbs  le  théorèûie  fondamental 
de  la  théorie  des  coefficients  indéterminés, 

Xi  +  X,  =  2 

X.  -X.=:l 

d'oîi  Xi  =  -  et  X,  =  1 

2  2 
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par  suite 

L  i 

2a  —  X ^a.^      ^  r  * 

a*  —  X*       a  -^  X*  a-^  X       2  (04-  ^)        ^(a  —  a?) 
Cas  général.  —  Qonsidérons  l'expression 


(X  —  a^)  {x  —  a^)  .   ...  {x—  an ) 
comme  la  somme  de  n  fractions  algébriques,  il  s'agit  de 
déterminer  les  fractions  génératrices  de  cette  somme. 
Soient 

A.|  A,  Xj  JL| 


•  •  •  •   ~~^^^ 


a? —  ùi  X  —  a,  a?  —  aj  x  —  a» 

ces  fractions,  on  doit  avoir  (1) 

/•(.x)   .  _     X, 


{x  —  tti)  (aj  —  a,)  ....  (a;  —  an)       x  —  a^ 


+ 


X  —  ûj  a;  —  an 

et  en  multipliant  de  part  et  d'autre  par  x  —  a^, 

CM =x  + 

(x  —  a^)  (x  —  a,) (x  —  an  )  ' 

Lx  —  a,   'a:  —  o,   '  ac  —  anJ 

Cette  relation  devant  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  a?, 
sera  vraie  en  particulier  pour  x  =  a^,  et  dans  ce  cas  on 
aura 

X  = LM . 

*  («1  —  0%)  («i  —  ûfa)    («i  —  «»  )' 

De  môme,  si  l'on  multiplie  l'identité  (1)  de  part  et  d'autre 
par  X  —  a„  et  si  dans  le  résultat  obtenu  on  fait  comme 
précédemment  x  =  a„  on  trouve 


X.= 


(a,  —  Oi)  (a,  —  «8^ (a,  —  an  ) 


Et  ainsi  de  suite. 
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en  général  on  aura 


(On  —  O,)  (On  —  O,)    ...    (On   —  On  ,) 

N 

Expression  qui  peut  servir  à  calculer  chacune  des  frac- 
tions simples. 

Remplaçons  X»,  X, par  les  valeurs  trouvées,  on    a 

finalement  : 

f_^ fjfli) 

(x — a,)  (03 — 0,)  . . .  (x — On  )         (x — o,)  (o, — o, .  .  .  )  (Oj — On  ) 

, />î) 

"^(a;— Oj)  (a,— o,)(o, — o,)  .   ..  (o, —  On) 


^  («n)  /• 


(0/  —  On  )  (an  —  Oj)    ....   (Gq  —  an-i) 


Applications  numériques. 

Soit  Texpression 

6x**— 2505+23 


(x — i)  (x — 2)  (a? — 3) 
à  décomposer  en  une  somme  de  trois  fractions  simples»  on  a 
6x»  — 25^  +  23         _     Xj  X,       ,       X3 


(x  —  i)  (ce  —  2)  (a?  —  3)        X —  I    "^  o;— 2     "^  x  —  3 

et  en  appliquant  les  calculs  précédents,  on  trouve 

Xj  =2,    Xj  =  3,    X3  =  I 
donc 

6x^  —  25cD-f"23        2  3  I 

(X—  i)  (a;  — 2)  (x  — 3)  ^  ce— i    '    ce— 2  "*"  ce  — 3* 

X  "~~    I 

Soit  encore  t— -j- —  (Bacc.  Lyon,  1875). 

ox  "■""  nx  "T~  2 

Décomposant  le  dénominateur  en  facteurs  du   premier 
degré  on  trouve 

ce  —  I  X,  X, 

I 


(aï— 2)^x— 0 


ce  —  2  I 
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d'oU  l'on  tire 
par  suite 


X    —  '    Y    —    * 


X —  I 


3x*  —  'jX'\'2         b{x  —  2) 


+ 


i5 


(-t) 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE. 


On  sait  que  la  section  du  tore  par  un  plan  bitangent  est 
composée  de  deux  cercles.  L'étude  des  plans  tangents  aux 
surfaces  de  révolution,  et  même  des  sections  planes  de  ces 
surfaces  rentrant  dans  les  cours  élémentaires  de  géométrie 
descriptive,  je  me  propose  de  donner  ici  une  démonstration 
géométrique  de  cette  proposition. 
Le  plan  tangent  à  une  surface  de  révolution  est  perpendicu- 
laire au  plan  méridien 
du  point  de  contact,  et 
ce  plan  méridien  con- 
tient la  normale.  Donc, 
les  deux  points  de  con- 
tact du  plan  bitangent 
seront  sur  un  même 
méridien ,  que  nous 
prendrons  pour  plan  de 
front.  La  trace  du  plan 
tangent  sur  ce  plan  de 
front  sera  tangente  aux 
deux  cercles  de  contour 
apparent  et  par  suite 
passera  par  le  centre 
de  la  surface.  Si  nous 
coupons  la  figure  par 
des  plans  méridiens,  suivant  la  méthode  ordinaire,  ces 
plans  méridiens  couperont  la  surface  suivant  deux  cercles 
et  le  plan  suivant  une  droite   passant  par  le  centre  de 
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la  surface.  Gela  posé,  si  nous  ramenons  l'an  de  ces  plans 
à  être  de  front,  le  méridien  s'appliquera  sur  le  contour 
apparent  yertical,  et  la  droite  d'intersection  prendra  une 
position  telle  que  e'^/'j.  Nous  trouverons  les  points  d'in- 
tersection de  cette  droite  avec  le  contour  apparent  et  nous 
les  ramènerons  sur  la  trace  verticale  du  plan  d'abord, 
puis  sur  la  trace  horizontale  du  plan  méridien  donné. 
11  est  facile  de  voir  que  le  centre  de  la  surface  est 
le  centre  de  similitude  interne  des  deux  circonférences. 
Je  dis  que,  dans  l'espace,  les  points  qui  se  rabattent  sur 
chaque  sécante  suivant  des  points  anti-homologues  sont  sur 
une  môme  circonférence.  En  effet,  prenons  par  exemple  les 
points  6'i  et  fi.  On  a  oV,  =  o'h\.  Donc  o'e\  X  of\  = 
oh\  X  o'/^i=  Ob'*  =  dV  X  o'a*.  On  démontrerait  de  même  que 
les  points  projetés  horizontalement  en  c  et  ^  sont  sur  la 
circonférence  qui  passe  par  les  quatre  autres  points.  La 
symétrie  montre  que  la  figure  complète  contient  deux  cir- 
conférences. 

Il  résulte  de  là  que  l'on  pourra  construire  immédiatement 
la  projection  horizontale  de  l'une  de  ces  circonférences, 
puisque  cette  projection  est  une  ellipse.  En  effet,  cd  est  le 
grand  axe  de  cette  ellipse.  Pour  avoir  la  grandeur  du  petit 
axe,  il  suffira  de  projeter  sur  la  trace  verticale  du  plan  bi- 
tangent  la  ligne  cd'\  la  projection  sera  la  grandeur  cherchée. 
Or,  ce  petit  axe  n'est  pas  autre  chose  que  la  ligne  ab\  puis- 
que o'd  est  égal  à  la  distance  des  centres  des  deux  circon- 
férences dont  se  compose  le  méridien. 

Il  est  facile  en  outre  de  voir  que  la  projection  horizontale 
du  centre  de  la  surface  est  foyer  de  chacune  des  deux  ellipses 
dont  se  compose  la  projection  horizontale  de  la  section.  En 
effet,  soit  He  milieu  du  grand  axe  cd;  on  a  od  =  R  +  r,  en 
appelant  R  le  rayon  du  cercle  moyen  et  r  le  rayon  du  cercle 
générateur  ;  puis  di  =  R;  donc  oi  =  r;  de  plus  o'6'*  =  R*  —  r*; 
donc  oi*  4"  o'b'*  =  R*  ;  c'est-à-dire  que  la  distance  de  l'extré- 
mité du  petit  axe  au  point  o  est  égale  au  demi-grand  axe. 
Le  point  o  est  donc  un  foyer. 

A.  M. 
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CONCOURS  DE  L'ÉCOLE  CENTRALE, 


Compositions  znathématicnies. 

Soient  a  =  235*",684 

b  =  412", 567 
c  =  35 1 '",648 
les   trois   côtés  d'un  triangle  ;   calculer  les  angles   et    la 
surface  de  ce  triangle.  (Août  1872.) 

On  donne  dans  un  plan  un  cercle  de  rayon  r,  un  dia- 
mètre AA'  de  ce  cercle,  une  droite  OL  et  un  point  P  équi- 
distant  des  extrémités  du  diamètre  AA'.  On  mène  une 
parallèle  à  AA'.  On  fait  passer  une  hyperbole  équilatère 
par  les  points  oh  cette  droite  rencontre  le  cercle  et  par  les 
extrémités  du  diamètre  AA'. 

On  imagine  que  la  parallèle  à  AA'  se  déplace  dans  le 
plan  du  cercle,  et  on  demande  les  lieux  décrits  : 

1®  Par  les  sommets  ; 

2**  Par  les  foyers  de  l'hyperbole  équilatère; 

3®  Par  les   points   de   contact  des  tangentes  menées  h 
rhyperbole  équilatère  parallèlement  à  la  direction  OL  ; 

4**  Par  le  pied  des  normales  menées  à  cette  même  hyper- 
bole équilatère  par  le  point  P.  (Août  4872.) 

On  donne  les  longueurs  des  trois  côtés 

a=  17618",  19 

6  =  29363'°,  65 

c  =  23490",  92 
d'un  triangle  rectiligne.  Calculer  les  trois  angles  et  Taire 
de  ce  triangle.  {Octobre  4872.) 

On  donne  dans  un  plan  deux  axes  ox  et  oy  et  deux  points 
G  et  D  dont  les  coordonnées  par  rapport  à  ces  axes  sont 


cc  =  2        D 


a;  =  3. 

y  =  4- 

Une  droite  PQ  dont  le  coefficient  angulaire  est  m  coupe 
l'axe  des  x  en  P  et  l'axe  des  y  en  Q. 
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On  demande  1®  L'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  de 
rencontre  M  des  droites  CP  et  DQ,  lorsque  la  droite  PQ  se 
transporte  dans  le  plan  parallèlement  à  elle-même; 

2®  Les  différents  genres  de  courbes  que  cette  équation  peut 
représenter  suivant  la  valeur  du  coefficient  angulaire  m  de 
la  droite  PQ  ; 

3^  Le  lieu  des  centres  des  courbes  qu'on  obtient  lorsqu'on 
fait  varier,  d'une  manière  continue,  le  coefficient  m  de  la 
droite  PQ.  (Octobre  4872.) 

Calculer  les  angles  et  l'aire  d'un  triangle  dont  les  côtés 
sont  a  =  lôiS^jQi 

6  =  io28«»,39 
c  =  1682", Il  (Août  4873.) 

Soit  F(cc, y)  =  Aaî^  +  Bxy  +  Cy^  +  Dx  +  Ey  +  F=  o, 
l'équation  d'une  parabole  rapportée  à  deux  axes  rectangu- 
laires : 

Démontrer  que  l'axe  de  cette  parole  est  représenté  par 

F-(x,y)  +  -§-r{x,y)  =  o 

Gela  posé  :  on  donne  un  cercle  fixe  0  et  un  diamètre 
fixe  A  A'  de  ce  cercle.  On  mène  une  droite  LL'  perpendicu- 
laire *à  AA';  trouver  le  lieu  des  sommets  des  paraboles  qui 
passent  par  les  points  A  et  A'  et  par  les  points  oh.  la  droite 
LL'  rencontre  le  cercle  0  quand  cette  droite  se  meut  paral- 
lèlement à  elle-même.  Sur  ce  lieu,  on  séparera  les  parties 
qui  correspondent  au  cas  oîi  la  droite  LL'  rencontre  le 
cercle  0  en  des  points  réels,  de  celles  qui  correspondent  au 
cas  où  elle  rencontre  le  cercle  en  des  points  imaginaires. 

(Août  4873.) 

On  donne  deux  côtés  d'un  triangle  et  l'angle  compris. 
Calculer  les  autres  angles,  le  3^  côté  et  la  surface. 

'  a  =  2  56",478 
b  =  i45",672 
G=  37^42' 53",  64. 

(Octobre  4873.) 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  ox  et  oy  et  la  droite 
LL'   dont  l'équation  est  œ  —  A  =  o.  On   considère  toutes 
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les  coniques  qui  ont  un  foyer  en  0  et  pour  lesquelles  la 
droite  LL'  est  la  directrice  correspondant  à  ce  foyer.  For- 
mer réquation  du  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  toutes  ces  coniques,  parallèlement  à  une  direction 
de  coefficient  angulaire  m  et  construire  ce  lieu  dans  le  cas 
particulier  où  m  =  i.  (Octobre  4873,) 

On  donne  dans  un  triangle 

a  =  3257",894 

b  =  5431^782 

c  =  7046^,358 
Calculer  les  trois  angles  et  l'aire  du  triangle. 

(Août  W4.) 

Étant  donnés  dans  un  plan  deux  points  fixes  F  et  A  : 

1®  Former  Téquation  générale  des  courbes  du  second 
degré  qui,  situées  dans  ce  plan,  ont  un  foyer  en  F  et  un 
sommet  de  Taxe  focal  en  A; 

2^  Déterminer  quel  est  le  genre  de  la  courbe  représentée 
par  cette  équation  générale,  selon  la  grandeur  du  paramètre  ' 
variable  qu'elle  renferme. 

Disposer  de  ce  paramètre  variable  do  façon  que  la  courbe 
du  second  degré  passe  par  un  point  donné  P,  et  discuter 
le  nombre  et  le  genre  des  solutions  obtenues,  selon  la  po- 
sition du  point  P  dans  le  plan.  (Août  1874.) 

Soient  a  =  2  5  647",  54 

6  =  43721", 76 
c  =  37**  41'  52",  47 
Calculer  les  deux  autres   angles,  le  troisième  côté  et  la 
surface.  (Octobre  4874.) 

On  donne  un  cercle  0  de  rayon  r  rapporté  aux  axes  rec- 
tangulaire ox  et  oy.  On  mène  à  ce  cercle  une  sécante  CD 
parallèle  à  la  direction  dont  le  coefficient  angulaire  est  M. 
Cela  posé  on  demande  de  trouver  : 

{^  L'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  passant 
par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  oîi  le  cercle  0  rencontre  l'axe 
de  X  et  la  sécante  CD,  quand  on  fait  mouvoir  cette  sécanle 
parallèlement  à  elle-même; 

3^  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  à 
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ces  hyperboles  perpendiculairement  à  une  direction  donnée; 
3^  Le  lieu  des  sommets  du  lieu  précédent  (2®  question) 
quand  on  fait  varier  le  coefficient  angulaire  m. 

(Octobre  4874.) 
On  donne  dans  un  triangle 

a  =  7456'",3i2 
b  =  32i7°»,3i5 
G  =  ii2«  33'  54",  28. 
Calculer  les  deux   autres   angles   et  le  troisième    côté; 
ainsi  que  Taire  du  triangle.  (Août  4875~) 

Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  dx,  ôy,  et  sur 
Taxe  oy  un  point  A  ;  on  considère  les  hyperboles  équilatères 
qui  passent  par  le  point  A  et  dont  une  directrice  est  Taxe 
oy.  On  demande 

1®  Le  lieu  de  celui  des  foyers  de  ces  hyperboles  qui 
correspond  à  la  directrice  oy; 

2°  Le  lieu  du  centre  de  ces  mêmes  hyperboles  ; 

3**  Le  lieu  de  leurs  sommets.  (Août  4875,) 

Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  connais- 
sant les  trois  côtés      a  =  i764",42 

6  =  2175^,64 
c  =  2  346»,  5  8  (Octobre  4875.) 

On  donne  une  circonférence  et  un  point  fixe  P  sur  un 
de  ses  diamètres  AB;  par  le  point  P  on  mène  à  cette  cir- 
conférence la  sécante  PCD  qui  la  rencontre  en  C  et  en  D, 
et  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  on  fait  passer  une  hyper- 
bole équilatère. 

l^  Trouver  Téquation  de  cette  hyperbole; 

2**  Trouver  le  lieu  du  centre  de  cette  hyperbole  quand 
la  sécante  PDC  tourne  autour  du  point  P  ; 

3®  Trouver  dans  les  mêmes  conditions  le  lieu  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées  à  cette  .hyperbole  perpen- 
diculairement à  AB; 

4®  Indiquer,  d'après  ce  qui  précède,  la  construction 
géométrique  des  asymptotes  d'une  quelconque  des  hyper- 
boles considérées,  et  appliquer  cette  construction  au  cas 
ou  la  sécante  PCD  passe  par  l'une  des  extrémités  du  dia- 
mètre perpendiculaire  à  AB.  (Octobre  4875.) 
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Épures.  . 

Intersection  d'un  hyperboloïde  et  d'an  cône. 

L'sixe  de  Thyperboloïde  est  vertical.  Le  pied  de  cet  axe 
est  à  o*,o8  de  la  ligne  de  terre.  Le  rayon  de  la  trace  hori- 
zontale de  rhyperboloïde  est  de  8  centimètres  1/2.  Celui  du 
cercle  de  gorge  est  de  3  centimètres.  Enfin,  les  génératrices 
de  rhyperboloïde  sont  inclinées  à  45^  sur  le  plan  horizontaL 

Le  cône  est  de  révolution  ;  son  axe  est  parallèle  à  la  ligne 
de  terre  et  passe  par  le  centre  de  rhyperboloïde.  Il  est  cir- 
conscrit à  la  sphère  engendrée  par  le  cercle  de  gorge  de 
rhyperboloïde.  On  représentera  les  deux  surfaces  ainsi  défi- 
nies et  on  construira  les  projections  de  leur  intersection. 
On  mènera  la  tangente  en  un  point  de  cette  intersection. 
On  justifiera  enfin  les  résultats  obtenus  par  une  légende 
explicative  très-succincte.  (1872.) 

Une  sphère  dont  le  rayon  est  égal  à  7  centimètres  est 
tangente  aux  deux  plans  de  projection.  Soient  A  le  point  le 
plus  haut  de  la  sphère  et  B  Tune  des  extrémités  du  diamètre 
parallèle  à  la  ligne  de  terre.  On  demande  de  trouver  Tinter- 
section  de  cette  sphère  et  du  cône  engendré  par  la  verticale 
du  point  A  tournant  autour  de  A6.  On  indiquera  les  cons- 
tructions employées  pour  obtenir  un  point  quelconque  de 
l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

On  représentera  la  sphère  en  supposant  enlevée  la  partie 
située  dans  l'intérieur  du  cône.  (4872,) 

On  donne  une  sphère  de  0,08  de  rayon  et  dont  le  centre  0 
est  situé  dans  le  plan  horizontal  de  projection  à  0,16  en 
avant  delà  ligne  de  terre.  * 

Dans  le  grand  cercle  horizontal,  on  mène  une  corde  CD 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  et  égale  au  côté  du  carré 
inscrit.  Sur  le  diamètre  GOC,  on  prend  de  part  et  d'autre 
du  centre  0  deux  longueurs  OA  et  OB  égales  à  o,o5,  enfin 
on  projette  les  points  A  et  B  en  a  et  p  sur  la  corde  CD. 

On  demande  de  représenter  la  sphère  en  supprimant  la 
partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  tronc  de  cône  que  lé 
trapèze  Aa^B  engendre  en  tournant  autour  de  ap. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  faites  pour 
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obtenir  un  point  quelconque  de  l'intersection  de  la  sphëre 
et  de  la  surface  latérale  du  tronc  de  cône,  ainsi  que  la 
tangente  en  ce  point.  Dimensions  du  cadre  o"*,27  et  o"»,45. 
On  placera  la  ligne  de  terre  parallèleiiient  aux  petits  côtés 
de  la  feuille  à  o",i6  du  bord  supérieur  du  cadre.  (4873.) 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  les  arêtes  ont 
I  décimètre  de  longueur  et  dont  la  base  ABC  est  située  dans 
le  plan  horizontal  de  projection. 

Soient  S  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre  et  G  le  cy- 
lindre dont  la  section  droite  est  le  cercle  inscrit  dans  une 
face  latérale  DAB. 

On  demande  de  représenter,  en  projection  horizontale,  la 
partie  de  la  sphère  S  qui  reste  lorsqu'on  a  enlevé  la  partie 
de  ce  corps  comprise  dans  le  cylindre  G.  On  indiquera,  à 
Tencre  rouge,  les  constructions  employées  pour  obtenir  la 
projection  horizontale  d'un  point  quelconque  de  l'intersec- 
tion des  surfaces  du  cylindre  et  de  la  sphère  et  de  la  tangente 
en  ce  point.  (1873.) 

On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un  rec- 
tangle ABGD  dont  les  côtés  AB  et  BG  sont  égaux  respecti- 
vement à  o™,io  et  à  o™,o6.  Le  point  I  étant  le  centre  de  ce 
rectangle,  on  demande  : 

i^  De  trouver  la  projection  horizontale  de  l'intersection 
de  la  sphère  décrite  sur  la  diagonale  AG  comme  diamètre  et 
du  tore  qu'engendre  le  cercle  circonscrit  au  triangle  BGI 
en  tournant  autour  de  AD  ; 

2®  De  représenter  en  projection  horizontale  la  sphère  sup- 
posée pleine  et  existant  seule,  en  supprimant  la  partie  de  ce 
corps  comprise  dans  le  tore. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  obtenir  en  projection  horizontale  un  point  quelconque 
de  rintersection  du  tore  et  de  la  sphère  et  la  tangente  en  ce 
point.  (4874.) 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABGD  dont  le  côté  est 
égal  à  lo  centimètres  et  dont  la  base  ABG  repose  sur  le 
plan  horizontal  de  projection. 

On  demande:  1®  de  trouver  la  projection  horizontale  de 
la  sphère  ayant  AD  pour  diamètre  et  du  cylindre  de  révo- 
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lution  ayant  la  droite  A3  pour  axe  et  6  centimètres  de 
rayon  ; 

2®  De  représenter  en  projection  horizontale  la  sphère  sup- 
posée pleine  et  existant  seule,  en  supprimant  la  partie  de 
ce  corps  comprise  dans  le  cylindre. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  tracés  effectués  pour 
obtenir  en  projection  horizontale  un  point  quelconque  de 
l'intersection  du  cylindre  et  de  la  sphère  et  la  tangente  en 
ce  point.  (i874.) 

Un  tétraèdre  régulier  ABCD,  dont  le  côté  est  égala  o",i5, 
repose  par  la  face  ABC  sur  le  plan  horizontal  de  projection. 
Le  cercle  horizontal  décrit  sur  BC  comme  diamètre  est  la 
directrice  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  AD. 

On  demande  :  1®  de  trouver  la  projection  horizontale  de 
rinlersection  de  ce  cylindre  et  de  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre;  2°  de  représenter  eu  projection  horizontale  le 
solide  commun  à  la  sphère  et  au  cylindre. 

On  tracera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées 
pour  obtenir  un  point  quelconque  de  Tintersection  de  la 
sphère  et  du  cylindre  et  la  tangente  en  ce  point.  —  On  ex- 
pliquera brièvement  ces  constructions  dans  une  légende 
inscrite  sur  la  feuille  même.  {4875*} 

On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un  cercle 
A  de  8  centimètres  de  rayon,  et  un  cercle  B  de  4  centi- 
mètres de  rayon,  tangent  intérieurement  au  premier,  en  un 
point  tel  que  la  tangente  0  en  ce  point  soit  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre.* 

On  demande  :  4®  de  trouver  l'intersection  du  tore  engendré 
par  la  rotation  du  cercle  B  autour  de  la  tangente  0  et  du 
cylindre  dont  le  cercle  A  est  la  section  droite;  2**  de  repré- 
senter le  tore  supposé  plein  et  existant  seul  en  supprimant 
la  partie  comprise  dans  le  cylindre. 

On  tracera  à  l'encre  rouge  les  constructions  faites  pour 
trouver  un  point  quelconque  de  l'intersection  du  tore  et  du 
cylindre  et  la  tangente  en  ce  point.  On  expliquera  briève- 
ment ces  constructions  dans  une  légende.  (4875.) 
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CONCOURS  DE  L'ECOLE  CENTRALE  POUR  1877 


DEUXIÈME   SESSION. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  un  trapèze  isoscble  ABCD  dont  la  hauteur  est 

2h;  la   demi-somme  des 
bases,  2a;  et  les  angles 

r  obtus    a.   On    considère 

i-  \  toutes  les  coniques  cir- 

\  ^  consentes  à  ce  trapèze. 

\  1®    Former    Téquation 

/  ^A  \  générale    de    ces    coni- 

^  *  ^         ques  ; 

2®  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  chacune  d'elles  parallèlement  au  côté  BC,  et 
construire  ce  lieu,  après  avoir  vérifié  que  le  côté  BC  en 
fait  partie; 

3°  Étant  donné  un  point  de  ce  lieu,  reconnaître  le  genre 
de  la  conique,  circonscrite  au  trapèze  qui  passe  par  ce 
point. 

Calcul  trigonométrique. 

Les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  : 

b  =  3564'",37 
c  =  2754", 82 
Calculer  les  angles  et  la  surface. 

Physique  et  Chimie. 

I.  —  Un  manomètre  à  air  comprimé,  dont  les  deux  bran- 
ches sont  verticales  et  de  diamètres  différents,  est  en  com- 
munication avec  un  récipient  de  machine  pneumatique.  Ce 
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manomctre  renferme  de  l'air  sous  la  pression  de  o",76o  et 
la  portion  AB  de  la  branche  fermée,  occupée  par  cet  air,  a 
une  longueur  de  o",3o.  Le  rapport  des  sections  des  branches 
CD  et  AB  est  égal  à  2.  On  raréfie  Tair  contenu  dans  le  ré- 
cipient. Quelle  difTcrence  de  niveau  faut-il  produire  entre 
les  deux  colonnes  de  mercure,  pour  que  la  pression  dans 
ce  récipient  devienne  de  o'",76o  à  o",i56? 

IL  —  Préparation  des  acides  du  phosphore  PhO»,3HO  et 
Ph0»,2H0. 

IIL  —  Quel  est  le  poids  du  phosphore  contenu  dans  28 
litres  d'hydrogène  phosphore  (PhH*)? 
^     •  flipntsf^^  =32      DtBsité  de  TliydrogèDe  phosphore  3  =  r,i85 
^  Ih    =  I        Poids  d'un  litre  d*air I9293 

Épure. 

Intersection  cCun  tore  et  (ïun  cône  de  révolution. 

L'axe  du  tore  yy  est  vertical,  à  o™,i3o  du  plan  vertical 
de  projection,  et  au  milieu  de  la  feuille  ;  le  cercle  méridien 
a  o^.oSS  de  rayon;  il  est  tangent  à  l'axe  du  tore  et  au  plan 
horizontal  de  projection.  —  Le  cône  touche  le  plan  hori- 
zontal suivant  une  génératrice  sa,  sa,  parallèle  à  la  ligne 
de  terre  et  rencontrant  l'axe  du  tore;  son  sommet  ss  est  à 
o",o55  de  l'axe  du  tore  et  son  angle  au  sommet  est  de  40*^. 

On  demande  de  représenter  le  cône  supposé  plein  et  exis- 
tant seul,  en  supprimant  la  portion  de  ce  corps  comprise 
dans  le  tore. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées 
pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'intersection,  et 
la  tangente  en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Tore  et  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 
cadre,  à  o",26o  du  petit  côté  inférieur. 
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PROBLÈMES 

DONNÉS  AU  CONCOURS  DE  l'ÉGOLE    DES    MINEURS  DE    SAINT-ÉTlENNE. 

(Octobre  1877). 


Algèbre  et  géométrie. 

1*  Un  trapèze  isoscMe  de  hauteur  z  et  de  bases  2x  et  2y  a  une  surface 
constante  a'.  On  demande  1"  la  condition  pour  que  le  trapèze  puisse 
être  circonscrit  à  un  cercle,  2**  la  condition  pour  que  le  cercle  inscrit 
soit  maximum? 

2*  Sur  le  rayon  OA  d'un  cercle  comme  dIamMre,  on  décrit  un  deuxième 
cercle,  lequel,  par  conséquent,  a  pour  rayon  la  moitié  du  rayon  du  premier 
cercle  et  est  tangent  intérieurement  à  celui-ci.  On  &it  rouler  sans  glissement 
ce  cercle  intérieur  sur  le  premier.  Démontrer  que  dans  ce  mouvement  lo 
point  M  du  cercle  intérieur,  qui  à  l'origine  était  en  contact  avec  le  point  A 
du  cercle  fixe  reste  constamment  sur  le  diamètre  OA  du  cercle  fixe. 

3*  Déterminer  h  o,ooi  près  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction 

5x^  —  4a?  +  7 
2a;  -f  9 
et  les  valeurs  do  x  correspondantes. 

Trigonométrie. 

]«  Par  un  point  0  pris  sur  le  prolongement  du  diamètre  d*uu  cercle  CD 
on  mène  la  sécante  quelconque  OKK',  on  demande  de  calculer 

tg  —  KCO  X  tg  —  K'CO. 

2  2 

1"  Résoudre  un  triangle  connaissant  : 

a  =  5892,51  o  ,    ne  ^  =  7705,59 

C   =    22»37'll",52 


MÉLANGES 

.  HISTOIRE  DES  MATHÉMATIQUES 

Par  le  doctear  Henri  SUter  de  ZUridiy  traduite  par  M.  A.-G.  Melon. 

[Suite,  Voir  page  84.) 


La  représeiilation  proprement  dite  des  nombres  à  Tûidc 
de  symboles  numériques  fut  très-différente  chez  les  divers 
peuples.  La  plupart  se  servaient  des  lettres  de  Talphabel 
pour  désigner  les  chiffres;  mais  dans  la  manière  de  les 
grouper,  se  présentent  des  divergences  sensibles.  Nous  ne 
pouvons  ici  insister  sur  ce  sujet;   nous    allons    toutefois 
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indiquer  les  deux  principales  méthodes.  L'une  attribuait 
aux  symboles,  outre  leur  valeur  absolue,  une  valeur  dépen- 
dant de  leur  rang.  L'autre  ne  procédait  pas  ainsi.  Cette 
dernière  était  suivie  par  presque  tous  les  anciens  peuples, 
et  aussi  par  les  Grecs  et  les  Romains.  La  première  pratiquée 
d'abord  par  les  Indiens  fut  suivie  par  les  Arabes  et  plus 
tard  par  les  peuples  modernes. 

Nous  étudierons  de  plus  près  cette  dernière  question  dans 
le  V*'  chapitre  de  l'ouvrage  (i). 

Voilà  tout  ce  que  nous  avons  à  dire  sur  l'état  de  l'arith- 
métique chez  les  peuples  les  plus  anciens.  Il  est  à  présumer 
que  la  plupart  d'entre  eux  durent  porter  cette  science  à  un 
degré  remarquable  de  perfectionnement,  afin  de  pouvoir 
diriger  leurs  connaissances  astronomiques  ainsi  que  leurs 
opérations  commerciales. 

Chapitre  II. 

La  succession  et  le  retour  annuel  des  occupatiojis  suc- 
cessives de  l'homme  des  champs,  du  chasseur;  l'apparition 
régulière  et  la  disparition  des  oiseaux  de  passage  et  les 
autres  phénomènes  périodiques  de  la  nature  amenèrent  les 
peuples  à  fixer  l'année  civile  ;  ils  lui  accordèrent  un  nom- 
bre entier  de  jours  et  la  divisèrent  en  mois  et  en  saisons. 

L'observation  des  apparitions  dans  le  ciel  étoile,  la  mar- 
che du  soleil  à  travers  les  constellations,  son  retour  pério- 
dique à  la  môme  étoile  ûxe  et  les  autres  phénomènes 
astronomiques  fixèrent  la  durée  de  l'année  naturelle  ou 
sidérale. 

Mettre  en  accord  les  deux  années  civile  el  sidérale; 
établir,  pour  compter  le  temps,  une  méthode  qui  tint 
compte  de  ces  deux  périodes  :  c'est  dans  cette  recherche 
que  l'on  trouve  les  traces  les  plus  anciennes  des  travaux 
scientifiques  des  peuples  civilisés.  Bientôt  ces  premières 
connaissances  s'élargirent  et  se  complétèrent.  En  compa- 
rant l'année  lunaire  à  l'année  sidérale,  en  tenant  compte 
de  la  précession  des   équinoxes  et  de  l'année  tropique  qui 

— 

(1J  Ch;  V.  -=•  Des  Arabes  et  des  autres  peuples  de  1  Orienti 
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en  résulte,  en  délcrminant  rigoureusement  Tobliquilé  de 
récliptique,  ainsi  que  plusieurs  autres  facteurs  inQuenls 
dans  la  mesure  du  temps,  les  anciens  apportèrent  une 
exactitude  remarquable  dans  leur  calcul. 

La  durée  et  les  autres  particularités  du  cycle  étaient  très- 
variées  chez  les  divers  peuples.  Les  vieux  écrivains  men- 
tionnent surtout  les  périodes  lunisolaires  des  Chaldéens  qui, 
en  astronomie,  occupent  le  premier  rang  et  font  remonter 
leurs  observations  jusqu'aux  temps  fabuleux.  La  plupart 
des  auteurs  les  font  arriver  jusqu'à  l'an  2000  avant  J.-C.  ; 
mais  les  inscriptions,  les  témoignages  conservés  et  transmis 
par  Ptoléméc,  les  observations  de  trois  éclipses  de  lune  rappor- 
tées par  lui,  datent  des  Nabonassars,  vers  l'an  719  et  720 
avant  J.-C. 

La  principale  et  la  plus  fameuse  période  de  la  chronolo- 
gie des  Chaldéens  est  le  saros  qui  dure  223  lunaisons  ou 
6o83  jours  11  heures,  après  lesquels  la  lune  reprend  de 
nouveau  les  mômes  positions  par  rapport  au'soleil  (1).  D'ail- 
leurs l'astronome  arabe  Albategnius  nous  apprend  que  les 
Chaldéens  avaient  pris  pour  la  durée  de  l'année  sidérale 
365  jours,  6  heures,  11  minutes,  ce  qui  nous  porte  né- 
cessairement à  conclure  que  ce  peuple  connaissait  la 
précession  des  équinoxes. 

D'après  Hérodote,  les  Chaldéens  doivent  aussi  avoir  connu 
les  cadrans  solaires.  En  ce  qui  concerne  la  cause  et  l'ex- 
plication des  éclipses,  la  forme  et  les  dimensions  de  la 
terre,  ils  étaient  presque  aussi  arriérés  que  la  plupart  des 
autres  peuples  anciens.  Pour  arriver  à  une  notion  exacte 
de  ces  derniers  éléments  astronomiques,  il  fallait  quelque 
chose  de  plus  que  de  simples  observations. 

Les  Égyptiens  font  remonter  leurs  annales  astronomiques 
aussi  loin  que  les  Chaldéens.  Ils  mentionnent  373  éclipses 
de  soleil  et  832  éclipses  de  lune  qui  avaient  été  observées 
avant  la  période  d'Alexandrie.  Dans  l'observation  des 
éclipses,  les  Égyptiens  durent  être  fort  avancés;  Thaïes, 
ainsi  que  Ton  sait,  avait  acquis  chez  eux  cette  habileté 
dans  l'astronomie.  (A  suivre.) 

(1)  Chacune  de  ces  périodes  ramène  sûnsiblement  les  éclipses  aux  mêmes 
époques  et  avec  les  mêmes  circonstances^ 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTION  10. 
Solotlon  par  M.  Bbrnabd,  de  Liège. 

Soit  un  triangle  ABC,  insent  dans  un  cercle;  par  un  point 
K  qvelconque^  pris  sur  ce  cercle  on  élève  des  perpendiculaires 
aux  droites  KA,  KB,  KG,  lesquelles  coupent  BG,  GA,  AB,  res- 
pectivement en  des  points  D,  E,  F.  Démontrer  que  les  points  D, 
E,  F,  sont  sur  une  droite  passant  par  le  centre  du  ceixle. 

Menons  les  diamètres  passant  par  les  sommets  du  trian- 
gle ABC;  soient  AL,  BG,  GH  ces 
diamètres,  0  le  centre  du  cercle. 
Dans  l'hexagone  inscrit  KLAGBG 
les  points  de  concours  D,  E,  0  des 
côtés  opposés  sont  en  ligne  droi- 
te; il  en  est  de  môme  des  points 
D,  0,  F  dans  Thexagonc  KLABCH. 
Donc  les  points  D,  E,  0,  F  sont  en 
ligne  droite;  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Cette  propriété  sub- 
siste pour  les  points  D,  E,  F  quel 
que  soit  le  point  K,  dans  le  plan  du  cercle. 

NoUl.  —  M.  Jullidière,  de  Mont-de-Marsan,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTION  1S. 
ttolatioB  par  M.  Jullidière,  élève  du  Lycée  de  MonUde-Marsan. 

L'expression  a^b»  c-  est  minimum  et  (x  +  i)(y  -f*  î)(z  +  i) 
est  constant^  trouver  une  relation  entre  x,  y,  z. 
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Les  variations  d'un  nombre  positif  étant  de   même    sens 
que  celles  de  son  logarithme ,  la  recherche  du  minimum  de 
a<»  bv  c^  revient  à  celle  du  minimum  de  log  (a^  by  c=  ) 
ou  X  log  a  -j-  î/  log  6  -|-  ^  ^og  ^ 

ou  encore  en  ajoutant  la  constante  log  a -f- log  6 -f- log  cà 
celle  du  minimum  de 

(1)      {x  +  i)  log  a  +  (î/  +  i)  log  6  +  (s  +  i)  log  c 
mais  si  le  produit  {x  -|-  i)(î/  +  ï)(^  "h  ')  ®st  constant  le 
produit 

(x  +  i)  log  a  (j/  +  i)  log  6  (s  +  i)  log  c 
le  sera  aussi  at  Texpression  (1)  sera   la    somme    de    trois 
nombres  dont  le  produit  est  constant;  cette    somme   sera 
minima  quand  les   trois   nombres  seront   égaux;  la    rela- 
tion demandée  sera  donc 

{x  +  i)  log  a  =  (y  +  i)  log  6  =  (s  +  i)  log  c 
ou  encore 

Nota.  —  M.  Mahieu,  du  lycée  de  Caen,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTION  47. 

Hk^lntioii  par  M.  D£Hortain,  élève  à  TËcole  communale  de  Douliens. 

Les  perpendiculaires  menées  aux  milieux  des  bissectrices  des 

angles  d^un  triangle  rencontrent  les  côtes 
^  opposés  en  trois  points  qui  sont  en  ligne 

droite. 

Soit  ABC  le  triangle,  traçons  la 
circonférence  circonscrite;  il  s'agit 
de  démontrer  que  les  points  0,  0',  0" 
sont  en  ligne  droite. 
r  \  Pour  cela  nous  remarquerons  que 
les  droites  O'D,  O'G  sont  égales  comme 
obliques  s'écartant  également  du  pied 
de  la  perpendiculaire  ;  le  triangle  O'DG  est  donc  isoscèle  et 

O'fic  ==  O'Gd. 
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Mais  0*î)G  =  O'fic  +  DÊB    =  0*60  +  A.Gd 

donc  0'6*A  =  âSG 

or  l'angle  ABC  a  pour  mesure  —  arc  AG  ;  pour  que  l'angle 

O'CA  formé  par  une  corde  AC  et  une  droite  OC  lui  soit  égal, 
il  faut  que  O'G  soit  tangente  en  C  à  la  circonférence. 

Dès  lors  en  vertu  du  théorème  suivant  :  wn  cercU  étant 
circonscrit  à  un  triangle  ABC,  si  par  chaque  sommet  du  triangle 
on  mène  une  tangente  au  cercle,  et  qu'on  la  prolonge  jusquà  la 
rencontre  du  côté  opposé,  les  trois  points  de  rencontre  seront  en 
ligne  droite  (Questions  de  géométrie  |de  Desboves,  2°  édit., 
§  5,  page  4),  les  points  0,  0',  0"  sont  en  ligne  droite. 

Nota,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Ncttrc,  de  Nancy. 


QUESTION  48. 
ItelutloB  par  H.  Dbmortain,  élève  à  l'École  communale  de  DouUens. 

Trouver  deux  nombres  connaissant  leur  somme  et  leur  plus 
petit  commun  multiple. 

Soient  x  et  y  les  deux  nombres  cherchés  ;  a  leur  somme, 
A  leur  plus  grand  commun  multiple. 
On  a  x-^-y  —  a 

acy  =  A[JL  ^  ^ 

Divisons  chacun  des  nombres  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur  et  appelons  q  et  q  les  quotients  respectifs,  qui 
sont  premiers  entre  eux,  de  sorte  que 

X  y 

A  —  J_       —  —  2^ 
"ôT  ""  V      y  ~  Y 

Ajoutons  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  il  vient 

^  (^  +  y)   _  9  +  g 

xy  qq 

ou  en  vertu  des  équations  (i) 

v-  qq 
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q  et  q'  étant  premiers  entre  eux,  leur  somme  et  leur  produit 

sont  aussi  premiers  entre  aux  et  la  fraction  -^ r^     est 

irréductible.  Si  donc  a  et  |jl  étant  donnés  en  nombres,  on 
réduit  —  à  sa  plus  simple  expression,  on  pourra  poser 

qq'  =  ix' 
résoudre  ce  système  et  déterminer  ensuite  facilctnent  x  et  y. 

î^ota,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Hugentobler,  de  Bop- 
pelsem  (Suisse)  ;  Bruyaud,  de  Troyes;  Perrin,  de  Clermont-Ferrand. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


79.  —  Le  produit  de  quatre  nombres  entiers  consécutifs 
ne  peut  pas  être  un  carré. 

80.  —  Dans  un  triangle  en  appelant  a,  &,  clcs  côtes,  A,  h\ 
h"  les  hauteurs,  r',  r ",  r"  les  rayons  des  cercles  ex-inscrits, 
S  la  surface,  p  le  demi-périmètre,  on  a  la  relation 

A.  B  C 

abchh'h'r'r'r"  cotg  « cotg  cotg  =  8p*S* 


Avis.  Nous  prions  nos  lecteurs  de  vouloir  bien  nous  faire  parvenir  les 
questions  données  dans  les  Facultés  des  sciences  aux  épreuves  écrites  da 
Baccalauréat  poar  les  sessions  d'août  et  de  novembre.  Nous  serions  bien 
aise  aussi  de  pouvoir  donner  des  questions  d'examen  provenant  de  quelques 
sessions  précédentes. 

Nous  invitons  les  élèves  qui  nous  envoient  des  solutions  de  questions 
proposées  à  mettre  autant  que  possible  chaque  question  sur  une  feuille 
séparée,  ce  qui  rend  plus  facile  le  travail  d'examen  de  ces  diverses  solutions. 

J.  B. 


Rédacteur- Gérant, 
J.  DOURGKT. 


IHPaiiUlLlB  C£NTKiLB  DBS  CBBMIMS  DS  FBR.   —  A.  CIIAIX  BT  C^, 
RUB  BBRGÈRB,  20,  A  PABI8.-  16870-7. 
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THEORIE  DE  L'INVERSION 

OU 
MÉTHODE  DE   TRANSFORMATION  PAR  RAYONS  VECTEURS  RÉCIPROQUES 

par  M.  CoehcB. 

[Suite,  voir  page  321.) 


XV.  —  Avant  d'exposer  les  principes  généraux  de  la  trans- 
formation des  propriétés  métriques,  linéai- 
res et  angulaires,  nous  donnerons  quelques 
applications  simples  de  la  méthode  précé- 
dente, soit  pour  la  transformation  "  des 
énoncés,  soit  pour  le  calcul  des  éléments 
d'une  figure.  Nous  commencerons  par  la 
transformation  du  théorème  de  Simson.  On 
sait  que  :  Si  d'un  point  0  de  la  circonférence  circonscrite  à  un 
triajigle  ABC,  on  abaisse  des  perpendiculaires  OA',  OB',  OC 
sur  les  trois  côtés  BC,  CA,  AB,  les  pieds  A',  B',  G'  de  ces  per- 
pendiculaires sont  en  ligne  droite. 

En  prenant  pour   pôle  d'inversion  le  point  0,   la   droite 

ABC  devient  une  circon- 
férence Oa'6'c' passant  par 
le  pôle.  La  droite  AB 
devient  également  une 
circonférence  et  puisque 
cette  droite  est  perpen- 
diculaire à  OC,  elle  de- 
viendra la  circonférence 
décrite  sur  oc  comme 
diamètre.  Le  point  A, 
intersectiou  des  droites  AB  et  AC,  a  pour  réciproque  le  point 
a  intersection  des  circonférences  décrites  sur  ob'  et  oc  comme 
diamètres;  les  points  BetC  ontde  môme  pour  points  récipro- 
ques les  points  6  et  c,  points  d'intersections  des  circonférences 
décrites  sur  oc'y  oa,  et  oa'y  oV  comme  diamètres.  Les  trois 
points  A,  B,  G  sont  sur  une  circonférence  passant  par  le 
pôle;  par  conséquent,  dans  la  figure  inverse,  les  points  a, 
6,  c  sont  en  ligne  droite.  On  a  donc  ce  théorème  : 
Si  l'on  joint  un  point  0   d'une  circonférence  à  trois  points 
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a',b',c',  pris  sur  cette  circonféi-ence  et  si  Von  décrit  des  ctrcon- 
férences  sur  les  droites  Oa\  Ob',  Oc',  prises  comme  diamètres, 
ces  circonférences  se  coupent  deux  à  deux  en  trois  points  a,  b, 
c,  qui  sont  en  ligne  droite. 

La  figure  (2)  est  l'inverse  de  la  figure  (1)  par  rapport 
au  point  0  pris  pour  pôle.  Nous  Tavons,  pour  plus  de  clarté, 
transportée  au-dessous  de  la  première. 

XVI.  —  Nous  prendrons  encore  pour  exemple  la  trans- 
formation de  renoncé  du  théo- 
rème suivant  :  Soit  un  demi- 
cercle  AC,  et  B  un  point  quelconque 
du  diamètre;  on  décrit  deux  autres 
demi-cercles  sur  AB  et  AC  comme 
diamètres  et  Von  mène  par  B  une 
perpendiculaire  BK  à  AG  ;  les  deux  cercles  DEF,  GHI  inscrits 
de  part  et  d*autre  de  cette  perpendiculaire  sont  égaux. 

Prenons  pour  pôle  d'inversion  le  centre  0  de  la  circonfé- 
rence AG.  Gette  circonférence  devient  dans  Tinversion  la 
circonférence  akc.  Les  circonférences  décrites  sur  AB  et 
BG  comme  diamètres  deviennent  les  circonférences  décrites 
sur  ab  et  bc.  La  droite  BK  devient  une  circonférence  okb 
passant  par  le  pôle  et  les  deux  circonférences  DEF,  GHI 
se  transforment  dans  les  circonférences  deff  ghi  tangentes 
à  trois  des  quatre  circonférences  de  la  figure  inverse.  Mais 
dans  la  figure  primitive  ces  circonférences  sont  égales  et 
leurs  centres  sont  à  égale  distance  du  pôle.  Par  conséquent, 
dans  la  figure  inverse,  ces  circonférences  auront  des  rayons 
égaux;  on  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Soient  a,  b,  c,  trois  points  en  ligne  droite  et 

o  le  milieu  de  ac;  on  décrit  sur 
ab,  bc,  ca  et  bo  dés  demi-cir- 
conférences; les  cercles  def,  ghi 
tangents  à  trois  de  ces  ctr- 
conférences  ont  .  des  rayons 
oL^     o         c  i  égaux. 

La  figure  (4)  est  l'inverse  de  la  figure  (3)  par  rapport  au 
point  0  pris  pour  pôle.  Nous  Tavons,  pour  plus  de  clarté, 
transportée  au-dessous  de  la  première. 
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XVII.  —  On  donne  les  côtés  a,  b,  c,  d'un  triangle  ABC.  Des 
sommets  A,  B,  C,  comme  centres,  on  décrit  trois  circonférences 
tangentes  deux  à  deux  extérieurement.  Déterminer  les  rayons 
des  deux  circonférences  tangentes  aux  trois  premières,  (Con- 
cours général,  1878.) 

Soient  a,  p,  y  les  rayons  des  trois  cir- 
conférences décrites  des  points  A,  B,  C 
comme  centres.  On  a 

M-  ï  =  a. 
Y  +  a  =  6, 

a  +  P  =  c; 

donc  en  désignant  par  ip  le   périmètre  et   par  r  le  rayon 
du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC,  on  a 

a  =:  p  —  a, 

P  =  p  —  6, 

ï  =  P  —  c, 
et  a  +  3  +  Y  =  p. 

Des  deux  formules  connues 


S  =  pr,    S  =  y/p(p  —  a){p  —  b)  (p  —  c). 


on  tire 


et,  par  suite 


.,  _  (p  —  a)  {p  —  b)  (p  —  c) 

P 


r*  = 


décrite  sur  eg 


a  +  P  +  ï' 
Gela   posé,  soit   D    le  pôle  et  p.  le 
module  d'inversion  ;  les  circonférences 
^DEC^    DFB   donnent   dans    la    figure 
inverse  les  droites  ec^,  fb^\  le  cercle 
-inscrit  DEF  devient  une  parallèle  enf 
à   ôiCj;  la  circonférence   MFG  ayant 
pour  centre  le  point  A  est  tangente 
en  E  et  en  F  aux  circonférences  ayant 
pour  centres  les  points   C   et  B;  elle 
a  pour   inverse   la   circonférence  egf 
comme  diamètre.  On  a 


dn  ^=^  — ,      dbi  =  —-• 


de,  =  ^. 

2Y 
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De  plus,  p  désignant  le  rayon  de  la  circonférence  décrite 

,                       dbi  +  de,        [A/r    ,    i\ 
sure/-,  on  a      p  = = -(^_  + -j; 

enfin  si  o  est  le  milieu  de  biCi  on  a 

do  =  ^sljzJèi  =  lY-  -  -Y 

Les  circonférences  KLM,  GHI,  tangentes  aux  trois  cir- 
conférences données,  deviennent  dans  la  figtire  inverse  les 
circonférences  tangentes  aux  deux  droites  b^fy  c^e  et  à  la 
circonférence  egf^  ces  circonférences  ont  pour  diamètres  Im 
et  lA;  donc  en  désignant  par  p  et  p'  la  puissance  du  pôle 
par  rapport  à  Tune  ou  à  l'autre  de  ces  circonférences,  on 
trouve  pour  la  première 

p  =  do«  +  /Ci«  —  p^ 
et  pour  la  seconde  p'  =  do*  -|-  ic^^  —  p*  ; 

mais  on  a  le,  =  ei  4-  dn  =  2p  +  —  , 

'  2r 

ic.  =  ie  —  nd  =  2û ; 

2r 

par  conséquent,  en  supposant  r  positif  dans  le  premier  cas 

et  négatif  dans  le  second,  on  a  pour  l'une  ou  l'autre  de  ces 

puissances,  l'expression 

Si  nous  désignons  par  R  l'un  ou  l'autre  des    rayons    des 
deux  circonférences  KLM,  GHI,  on  a  d'après  le  n°  VI 

R=    i^. 

P 
et  par  suite 

I  ^         Pt  ,    3  p  +  y         (p  -  ï)'      ■    2  . 

R         r'(p  +  Y)"''4      Py     "^  4PY  (P  +  ï)  "^  »•  ' 
ou  en  remplaçant  r*  par  la  valeur  donnée  plus  haut  : 

I  _«  +  p  4-  Y       3(P  +  Y)'  +  (P  -  Y)'   I    2 

R-a  (p  +  Y)   ^  4Py(P+Y)  "•"  r' 

«•  •                   «  +  P  +  Y        I     ,        ' 
Mais  on  a       — '      ,     .   = 1- 


«  (P  +  Y)         «  ^  P  +  y' 
_i I   3(p  +  Y)'  +  (P  -  Y)'  _   1    I     I  . 

P+y"^        4Py(P  +  y)        "■^"'"y' 
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par  conséquent,  on  trouve  définitiTement, 

1  =  14.14.24.1 

On  prendra  r  avec  le  signe  +  pour  la  circonférence  inté- 
rieure, et  avec  le  signe  —  pour  la  circonférence  extérieure. 

D'ailleurs  en  remplaçant  r  par  la  valeur  trouvée  plus  haut, 
on  déduit  le  résultat  suivant  :  Si  a,  p,  y  désignent  les  rayons 
de  trois  circonférences  tangefUes  entre  elles  deux  à  deux  exté- 
rieurement,  et  R  le  rayon  de  Vune  ou  de  Vautre  des  circonférences 
tangentes  aux  trois  pi*emières  on  a  la  formule 

1  =  1  4- 1  4-1  -4.,|/^+P  +  ï. 

R         a  ^  p  ~  Y  ""    '  apï 

Si  deux  des  circonférences  données  étaient  tangentes  à 
rintérieur"  de  la  troisième,  on  changerait  le  signe  du  rayon 
de  celle-ci.  (A  suivre.) 


REGLE  MNEMONIQUE 

pour  établir  la  Théorie  des  signes  en  Trigonométrie, 

par  Cieorses  oostol*. 


1.  — Dans  rétude  de  la  Trigonométrie,  l'esprit  des  commen- 
çants est  long  à  se  familiariser  avec  la  théorie  des  signes  ; 
celle-ci  laisse  toujours  plus  ou  moins  de  confusion,  môme 
dans  rintelligence  des  élèves  exercés.  Il  en  résulte  que  les 
jeunes  gens,  qui  n'ont  pas  la  figure  présente  à  l'imagination, 
ont  de  la  peine  à  se  rappeler  immédiatement  les  signes  que 
prennent  les  lignes  trigonométriques  d'un  arc,  lorsque  cet 
arc  subit  des  variations  multiples  du  quadrant. 

La  règle  suivante,  que  nous  avons  imaginée  pour  notre 
usage  personnel,  peut  servir  à  faciliter  l'étude  de  cette  théo- 
rie; elle  soulage  la  mémoire  et  fixe  dans  l'esprit,  d'une 
manière  nette  et  précise,  tous  les  changements  de  signe 
que  peuvent  éprouver  les  lignes  trigonométriques.  Elle  a 
déjà  reçu  en  partie  la  sanction  de  l'expérience,  puisqu'elle 
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se  trouve  enseignée  par  les  professeurs  auxquels  elle  a  été 
soumise,  et  par  ceux  de  nos  élèves  qui  sont  devenus  nos 
confrères  dans  Tinstruction  publique. 

2.  —  Définitions.  Nous  disposerons  les  lignes  trigono- 
métriques  dans  Tordre  habituel  de  leur  définition.  Ainsi  nous 
écrirons  d'abord  le  sinus,  puis  la  tangente  et  enfin  la  sécante  ; 
à  la  suite  nous  placerons  les  lignes  de  Tare  complémentaire 
dans  le  même  ordre,  c'est-à-dire  nous  mettrons  d'abord  le 
cosinus,  puis  la  cotangenté^et  enfin  la  cosécante. 

Les  lignes  trigonométriques  étant  disposées  dans  cet 
ordre,  nous  appellerons  : 

Lignes  extrêmes,  celles  qui  sont  placées  aux  extrémités  du 
tableau,  c'est-à-dire  le  sinus  et  la  cosécante  ; 

Lignes  moyennes,  celles  qui  sont  situées  au  milieu  du 
tableau,  c'est-à-dire  la  sécante  et  le  cosinus; 

Lignes  intermédiaires,  celles  qui  se  trouvent  entre  les  lignes 
extrêmes  et  les  lignes  moyennes,  c'est-à-dire  la  tangente  et 
la  colangente. 

Nous  nommerons  axe  des  sinus  le  diamètre  qui  passe  par 
l'origine  des  arcs  directs,  et  axe  des  cosinus  le  diamètre  mené 
par  l'origine  des  arcs  complémentaires. 

Ces  dénominations  nous  permettront  de  formuler  les  prin- 
cipes des  signes  trigonométriques  comme  suit. 

3.  —  Signes  des  lignes  trigonométriques  dans  les  quatre 
quadrants. 

Théorème  I.  —  Lorsqu'un  arc  est  tei^iiné  sur  le  premier 
quadrant,  toutes  ses  lignes  trigonométriques  sont  positives. 

Théorème  II.  —  Lorsqu'un  arc  se  termine  sur  le  deu- 
xième quadrant,  ses  lignes  trigonométriques  sont  négatives,  à 
l'exception  des  lignes  extrêmes  (sinus  et  cosécante),  qui  sont 
positives. 

Théorème  III.  —  Lorsqu'un  arc  finit  sur  le  troisième 
quadrant,  ses  lignes  trigonométriques  sont  négatives,  excepté  les 
lignes  intermédiaires  (tangente  et  cotangente),  qui  sont  posi- 
tives. 

Théorème  IV.  —  Lorsqu'un  arc  se  termine  sur  le  qua- 
trième quadrant,   ses   lignes   trigonométriques  wnt  négatives, 
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hormis  les  lignes  moyennes  (sécante  et  cosinus),  qui  sont  posi" 
tives. 

Remarcpie.  — Les  signes  qui  affectent  les  lignes  trigo- 
nométriques  d'arcs  terminés  dans  les  quatre  quadrants 
peuvent  être  consignés  dans  un  tableau  tel  que  le  suivant  : 


LIGNES 
TRI60N0MÉTRIQUES. 

QUADRANTS 

I       II      III  1  IV 

Sinus 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 
+ 

+      11      + 

1  +  1    1  +  1 

1      +  +  1    1 

Tangente 

Sécante 

Cosinus 

Cotangente 

Cosécante 

Si  Ton  tire  trois  droites  continues  entre  les  signes  +>  odl 
voit  que  ces  signes  sont  placés  sur  les  côtés  d'un  triangle 
isoscële,  dont  la  base  est  dirigée  dans  la  colonne  du  premier 
quadrant. 

Il  est  aisé  de  prévoir  que  les  lignes  de  même  nom  ont  tou- 
jours le  même  signe. 

En  effet,  on  sait  que  le  rayon  du  cercle  sur  lequel  se 
trouvent  comptés  les  arcs  est  moyen  proportionnel  : 

4®  Entre  le  sinus  et  la  cosécante; 

2®  Entre  la  tangente  et  la  cotangente  ; 

3®  Entre  la  sécante  et  le  cosinus  ; 

C'est-à-dire  que 
r*  =  sin  X  .  coséc  x  =  tang  x  .  cot  x  =  séc  x  .  cos  x . 

Or  un  carré  est  toujours  positif:  donc  les  lignes  extrêmes 
ont  toujours  même  signe,  ainsi  que  les  lignes  intermédiaires 
et  les  lignes  moyennes. 

4.  —  Comparaison  des  lignes  trigonométriques  qui  correspondent 
à  des  arcs  dont  la  somme  ou  la  différence  est  un  multiple  de  x. 
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L'inspection  du  tableau  des  signes  conduit  immédiatement 
aux  théorèmes  suivants,  qu'il  suffit  d'énoncer  ici  : 

Théorème  I.  —  Lorsque  la  différence  de  deux  arcs  est 
égale  à  nombre  pair  de  demi-circonférences,  ces  deux  arcs  sont 
nécessairement  terminés  au  même  point,  et,  par  suite, 
toutes  leurs  lignes  tngonométriques  sont  égales  deux  à  deux  et 
de  même  signe. 

Corollaire.  —  Lorsque  deux  arcs  diffèrent  entre  eux  d'une 
circonférence^  toutes  leurs  lignes  trigonométriques  sont  égales 
deux  à  deux  et  de  même  signe. 

Théorème  II.  —  Lorsque  la  différence  de  deux  arcs  est  égale 
à  un  nombre  impair  de  demi-circonférences ,  ces  deux  arcs  sont 
nécessairement  terminés  aux  extrémités  d'un  même  dia- 
mètre et,  par  suite,  leurs  lignes  trigonométriques  sont  égales 
deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  à  l  exception  des  lignes 
intermédiaires  (tangente  et  cotangente),  qui  sont  égales  et  de 
même  signe. 

Corollaire.  —  Lorsque  deux  arcs  diffèrent  entre  eux  cCune 
.  demi'Circonférence,  leurs  lignes  trigonométriques  sont  égales  deux 
à  deux  et  de  signes  contraires,  à  Vexception  des  lignes  inter- 
médiaires (tangente  et  cotangente),  qui  sont  égales  et  de  même 
signe. 

Théorème  III.  —  Lorsque  la  somme  de  deux  arcs  est 
égale  à  un  nombre  pair  de  demi-circonférences,  ces  deux  arcs 
sont  nécessairement  terminés  aux  extrémités  d'une  corde 
parallèle  à  l'axe  des  cosinus,  et,  par  suite,  leurs  lignes  tri- 
gonométriques sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires, 
à  Vexception  des  lignes  moyennes  (sécante  et  cosinus),  qui  sont 
égales  et  de  même  signe. 

Corollaire  I .  —  Lorsque  la  somme  de  deux  aixs  est  égale  à 
une  circonférence,  leurs  lignes  trigonométriques  sont  égales  deux 
à  deux  et  de  signes  contraires,  excepté  les  lignes  moyennes 
(sécante  et  cosinus),  qui  sont  égales  et  de  même  signe. 

Corollaire  II-  —  Lorsque  deux  arcs  sont  égaux  et  de 
signes  contraires,  leurs  lignes  trigonométriques  sont  égales  deux  à 
deux  et  de  signes  contraii^es,  hormis  les  lignes  moyennes  (sécante 
et  cosinus),  qui  sont  égales  et  de  même  signe. 
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Théorème  IV.  —  Lorsque  la  somme  de  deux  arcs  est 
égale  à  un  nombre  impair  de  demi-circonférences^  ces  deux  arcs 
sont  terminés  aux  extrémités  d'une  corde  parallèle  à  l'axe 
des  sinus,  et,  par  suite,  leurs  lignes  trigonomélriques  sont 
égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  à  Vexception  des 
lignes  extrêmes  (sinus  et  cosécante),  qui  sont  égales  et  de  même 
signe. 

Corollaire.  —  Lorsque  deux  arcs  sont  supplémentaires , 
leurs  lignes  trigo^umiétriques  sont  égales  deux  à  deux  et  de 
signes  contraires,  à  Vexception  des  lignes  extrêmes  (sinus  et 
cosécante),  qui  sont  égales  et  de  même  signe. 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES. 


FACULTÉ  DE  PARIS. 


Session  de  Novembre  1877. 

1 .  Un  plan  est  donné  par  ses  traces  qui  font  le  même  angle  avec  la  ligne 
fie  terre.  —  Calculer  la  tangente  de  l'angle  que  fait  la  ligne  de  terre  avec 
le  plan  donné. 

2.  On  partage  l'angle  de  ôc  en  deux  parties  telles  que  la  tangente  de 
Tune  soit  le  double  de  la  tangente  de  l'autre.  —  Déterminer  la  tangente 
de  chacune  des  parties. 

3.  Dans  une  circonférence  de  rayon  R  on  mène  deux  rayons  OA,  OB  fai- 
sant un  angle  de  6o*.  —  Exprimer  au  moyen  de  R  le  rayon  de  la  circonfé- 
rence intérieure  au  secteur  AOB  qui  est  tangente  aux  deux  droites  OA,  OB 
et  à  l'arc  AB. 

4.  La  figure  ACB  est  une  demi-circonférence  de  rayon  R,  OC  le  rayon 
perpendiculaire  au  diamètre  AB.  —  Déterminer  la  distance  OD  de  façon  que 
l'aire  du  triangle  EIF  soit  la  moitié  de  l'aire  du  triangle  AIB. 

5.  Étant  donné  un  trapèze  ABCD,  dont  les  bases  AB,  CD  sont  égales  res- 
pectivement k  a  et  bf  trouver  sur  la  base  AB  un  point  M  tel  que  si  l'on 
fait  tourner  le  trapèze  autour  de  AB  ,1e  volume  engendré  par  le  triangle  ACM 
soit  équivalent  au  volume  engendré  par  le  trapèze  BMCD. 

6.  Étant  donnés  ddux  triangles  ABC,  A'B'C,  dont  les  bases  BC  =  a, 
BC  =  a'  reposent  sur  la  même  droite  DÉ  et  dont  les  hauteurs  sont  h  et  V, 
à  quelle  distance  de  BC  faut-il  mener  une  droite  MNM'N'  parallèle  à  DE 
pour  que,  si  l'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  cette  droite  DE,  les  vo- 
lumes engendrés  par  les  deux  trapèzes  BCMN,  B'C'M'N'  soient  équivalents? 

7.  On  donne  une  circonférence  de  diamètre  AB.  On  mène  un  diamètre  CD 
perpendiculaire  à  AB.  A  quelle  distance  du  centre  faudrait-il  mener  une 
droite  EF  parallèle  à  AB  pour  que  le  volume  engendré  par  le  trapèze  AEFO 
fût  égal  à  celui  de  la  sphère  qui  aurait  OE  pour  rayon? 

24 
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8.  A  quelle  distance  du  diamètre  ÂB  d'une  circonférence  iSiut-il  mener  une 
corde  DG  parallèle  à  ce  diamètre,  pour  que,  en  joignant  les  extrémités  de 
cette  corde  à  un  point  P  pris  sur  le  diamètre  AB,  à  une  distance  du  centre 
OP  =  a,  le  produit  PC  PD  ait  une  yaleur  donnée  m'? 

9.  Par  l'extrémité  du  diamètre  AB  d'une  circonférence  on  mène  une  tan- 
gente BP.  On  propose  de  mener  une  sécante  AG  telle  que  la  partie  exté- 
rieure soit  égale  à  AB.  On  calculera  la  longueur  AG  de  la  corde. 

10.  Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  R,  à  quelle  distance  du  centre  faut-il 
mener  un  plan  DE  parallèle  à  un  plan  passant  par  le  diamètre  de  la  sphère 
pour  que  le  volume  du  segment  DPE  soit  égal  à  celui  du  cylindre -DIXEE'? 

11.  Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  R,  à  quelle  dislance  du  centre  faut 
il  mener  un  plan  AB  pour  que  la  surface  de  la  calotte  AGB  augmentée  du 
cercle  de  base  AB  soit  à  la  surface  latérale  du  cylindre  qui  a  pour  base  ce 
cercle  et  même  hauteur  GD  que  la  calotte,  dans  le  rapport  de  v^  à  i  ? 

12.  AB  est  le  diamètre  d'une  sphère;  mener  perpendiculairement  &  ce 
diamètre  deux  plans  tels  que  la  surface  de  la  sphère  soit  partagée  en  trois 
zones  dont  les  surfaces  soient  entre  elles  comme  trois  lignes  données  m,  n,  p. 

Déterminer  par  une  construction  géométrique  les  deux  points  du  dia- 
mètre AB  par  où  doivent  passer  les  deux  plans  perpendiculaires. 

13.  Dans  un  cercle  de  rayon  R,  on  mène  deux  diamètres  rectangulaires 
AB,  GD.  Par  A,  on  mène  une  tangente  A£  qu'on  prolonge  jusqu'à  son  inter- 
section K  avec  la  sécante  BG.  Entre  les  droites  AE,  EG  et  l'arc  AG  une  certaine 
figure  est  comprise.  On  suppose  que  cette  figure  fait  une  révolution  com- 
plète autour  de  AB.  —  Ghercher  l'expression  du  volume  ainsi  engendré. 


FACULTÉ  DE  BORDEAUX. 


Sesiion  d'août  1877. 

1.  On  fait  tourner  un  triangle  équilatéral  autour  d'un  axe  kx  passant  par  un 
de  ses  sommets,  situé  dans  son  plan  et  extérieur  au  triangle  ;  le  côté  AB 
fait  avec  Taxe  un  angle  u.  —  Déterminer  la  valeur  que  doit  avoir  u  poor 
que  le  volume  soit  maximum,  et  donner  pour  ce  cas  la  valeur  numérique 
du  volume  engendré  en  admettant  AB  =  5". 

Réponse:  u  =  6o«;  V  =  196™%  35. 

2.  Résoudre  l'équation    [sin  a;  +  cos  a;]^  =  cos  ^x, 

Réponse  :  x  =  rVK.  (r  s  nie . 

4 

3.  Sur  le  prolongement  d'un  rayon  OA  a  R  d'une  circonférence,  on 
prend  un  point  S,  par  lequel  on  mène  une  tangente  SB  -à  la  circonférence, 
et  on  fait  tourner  toute  la  figure  autour  de  OS.  —  Déterminer  le  point  S 
de  manière  que  la  surface  latérale  du  cône  engendré  par  SB  soit  égale  au 
double  de  la  surface  de  la  calotte  engendrée  par  l'arc  AB.  (Vérification  de 
la  solution.) 

Réponse  :  En  prenant  pour  inconnue  la  projection  de  OB  sur  Taxe,  on  a 
R 

4.  Trouver  l'angle  de  deux  droites  dont  la  première  perce  le  plan  vertical 
au-dessus  et  le  plan  horizontal  derrière  la  ligne  de  terre,  et  dont  la  deuxième 
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perce  le  plan  vertical  au-dessus  et  le  plan  horizontal  en  avant  de  la  ligne 
de  terre. 

5.  Connaissant  le  périmètre  2p  et  la  surface  m>  d'un  triangle  rectangle 
trouver  les  trois  côtés.  —  Discussion.  —  Application  :  p  =  lo,  m  =  3.     ' 


6.  Résoudre 


Réponse.  —  4  solutions. 
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'7.  D'un  point  A  mener  à  une  circonférence  donnée  0  une  sécante  telle  que 
la  portion  extérieure  AB  soit  égale  à  la  portion  intérieure  BC.  —  Discussion 
des  conditions  de  possibilité  du  problème. 

8.  On  verse  chaque  trimestre  chez  un  banquier  une  somme  de  loo  fr. 
dont  les  intéréte  à  5  o/o  par  an  doivent  se  capitaliser  tous  les  trois  mois! 
Quelle  somme  devra  le  banquier  dix  ans  après  le  premier  versement   c'est- 
à-dire  3  mois  après  le  40»  et  dernier  versement? 

A  partir  de  cette  époque,  quelle  somme  le  banquier  devra-t-il  payer  chaque 
semestre  pour  que  sa  dette  soit  amortie  après  60  nouvelles  années  les  in- 
térêts à  5  0/0  se  capitalisant  dans  ce  cas  tous  les  6  mois? 

Réponse  :  A  =  52i3  fr.  32 

d  =  i3j  fr.  43 

9.  Trouver  le  minimum  de  la  surface  engendrée  par  les  deux  côtés  AB 
AC  d'un  triangle  isoscèle  BAC,  de  surface  constante  a*,  tournant  autour  de 
sa  base  BG. 

10.  Résoudre  les  équations 
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Session  de  novembre  1877. 

i.  Une  pyramide  régulière  de  base  pentagonale  a  52  pour  périmètre  de 
la  base,  et  l'angle  au  sommet  d'une  face  est  a. 

Calculer  l'inclinaison  d'une  arête  sur  le  plan  de  la  base  et  l'angle  de  deux 
arêtes  séparées  l'une  de  l'autre  par  une  arête  intermédiaire. 

2.  Calculer  le  montant  du  capital  qui,  placé  pendant  10  mois  et  14  jours 
à  4  3/4  0/0  par  an,  rapporterait  280  fr.  —  Rép.  :  6,758  fr.  3o  par  excès. 
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FACULTÉ  DE  LILLE  1877. 


Dans  une  ellipse,  on  connaît  le  grand  axe  et  la  dista  cale. —  Trouyer 

les  deux  rayons  vecteurs  d'un  point  M  de  la  courbe,  d'où  la  distance  focale 
serait  yue  sous  un  angle  donné  a.  —  Maximum  de  cet  angle. 


CONCOURS  GENERAUX. 


I^ous  avons  pu  nous  procurer  les  énoncés  des  questions  de  concours  gêné' 
eaux  proposées  depuis  1854,  et  nous  croyons  être  utiles  à  nos  lecteurs  en 
rommençant  la  publication  de  cette  intéressante  collection.  Nous  prions  nos 
correspondants  qui  pourraient  nous  envoyer  des  questions  de  concours  général 
ou  de  concours  académiques  de  vouloir  bien  nous  les  communiquer,  afin  de 
nous  permettre  de  réunir  dans  notre  Journal,  dans  V intérêt  de  tous,  une  série 
de  questions  si  importantes  au  point  de  vw  de  l'enseignement  des  mathéma- 
tiques en  France. 


CONCOURS  DE  18S4. 

Classe  de  troisième  (sciences). 

Étant  donné  un  triangle  quelconque  ABC,  on  diminue  le  côté  AC  d'une 
quantité  arbitraire  AA',  et  l'on  augmente  le  côté  BC  d'une  quantité  égale 
BB'. —  Démontrer  que  la  nouvelle  base  A'B'  sera  coupée  par  l'ancienne  dans 
le  rapport  inverse  des  côtés  primitifs  AG  et  BC. 

Calculer,  à  moins  d'un  millimètre  près  et  sans  le  secours  des  logarithmes, 
la  circonférence  qui  a  pour  rayon  la  diagon^e  d'un  carré  de  5  décimètres 
de  côté,  et  faire  voir  que  l'on  a  obtenu  l'approximation  demandée. 

Classe  de  seconde  (sciences). 

Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  cône  dont  la  surface  jîonvexe  soit 
équivalente  à  celle  de  la  calotte  sphérlque  qui  se  termine  au  même  cercle. 

Calculer  les  côtés  d'un  triangle  dont  le  périmètre  a  i">,2o  et  dont  deux 
angles  ont  respectivement  pour  valeur  : 

Lei*',  35-  17'  i5" 
Le  2"%  62»  43.  3o' 

Cjlasse  de  Logique  [lettres]. 

Prouver  que  si  l'on  fait  tourner  ahernativement  un  parallélogramme  aU' 
tour  de  deux  côtés  non  parallèles,  les  volumes  des  solides  ainsi  obtenus 
sont  dans  le  rapport  inverse  des  côtés. 

Calculer  le  côté  d'un  losange,  sachant  que  ce  côté  est  égal  à  sa  plus  petite 
diagonale  et  que  sa  surface  est  équivalente  à  celle  d'un  cercle  ayant  lo"  de 
rayon. 
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CSlasse  de  Logique  (sciences). 

Dans  un  tétraèdre,  on  peut  considérer  pour  chaque  arête:  1*  l'angle  dièdre 
des  deux  faces  qui  se  coupent  suivant  cette  arête;  2*  les  inclinaisons  de  cette 
même  arête  sur  chacune  des  deux  autres  faces  auxquelles  elle  se  termine  ; 
ce  qui,  pour  les  six  arêtes  considérées  simultanément,  donne  en  tout  dix- 
huit  angles. 

On  propose  de  démontrer  que  la  somme  de  ces  dix-huit  angles  est  con- 
stante et  égale  à  douze  angles  droits  dans  tout  tétraèdre  où  les  arêtes 
opposées  sont  perpendiculaires  entie  elles,  c'est-à-dire  dans  tout  tétraèdre 
oà  les  angles  qu'on  formerait,  en  considérant  les  trois  couples  d'arêtes  qui 
ne  se  rencontrent  pas,  et  menant  par  un  point  quelconque  de  Tespace  «les 
parallèles  aux  arêtes  de  chaque  couple,  seraient  trois  angles  droits. 

Dans  tout  tétraèdre,  quand,  sur  les  six  arêtes,  il  y  en  a  deux  qui  sont 
respectivement  perpendiculaires  aux  deux  arêtes  qui  leur  sont  opposées,  on 
propose  de  démontrer  que  les  deux  arêtes  restantes  sont  aussi  perpendi- 
culaires l'une  sur  l'autre 


CONCOURS  DE  18SS. 

Classe  de  troisième  (sciences). 

Deux  cercles  dont  les  rayons  ont  respectivement  o^^b  et  i"',2  de  lon- 
gueur se  coupent  de  telle  façon  que  les  tangentes  menées  par  l'un  des 
points  d'intersection  sont  perpendiculaires  entre  elles  :  on  demande  la  dis- 
tance des  centres. 

Calculer  la  surface  d'un  cercle,  sachant  qu'une  corde  de  o",4  de  longueur 
y  soua-tend  un  arc  de  120  degrés. 

Classe  de  seconde  (sciences). 

Mesure  du   volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d'un  axe 
mené  dans  son  plan  par  un  de  ses  sommets. 
Déduire  de  là  le  volume  du  secteur  sphérique  et  par  suite  de^la  sphère. 

Par  Tune  des  arêtes  d'un  tétraèdre  donné  mener  un  plan  qui  divise 
Tarête  opposée  en  deux  parties  proportionnelles  aux  aires  des  faces  dont 
l'arête  commune  est  celle  par  laquelle  on  doit  mener  le  plan. 

Quelle  est  la  droite  qui,  partant  du  sommet  du  tétraèdre,  rencontre  la  base 
en  un  point  tel  qu'en  le  considérant  comme  sommet  commun  de  trois  angles 
ayant  pour  bases  les  trois  côtés  de  cette  base,  les  aires  de  ces  triangles 
soient  proportionnelles  aux  aires  des  faces  correspondantes  du  tétraèdre? 

Classe  de  rhétorique  (sciences). 

Étant  donnée  une  parabole,  démontrer  que,  si  .l'on  joint  deux  points  m 
m'  de  la  courbe,  et  qu'on  prolonge  la  corde  mm'  jusqu'à  la  rencontre  de 
la  directrice,  la  ligne  qui  joint  le  point  de  rencontre  au  foyer  partagera  en 
deux  parties  égales  l'angle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  et  le  pro- 
longement de  l'autre. 
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Classe  de  logique  (lettres). 

Exposer  les  diverses  propositions  au  moyen  desquelles  on  démontre  quelle 
est  la  mesure  de  l'aire  d'un  parallélogramme  quelconque. 

Démontrer  que.  si,  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  considérés  comme  dia- 
mètres, on  décrit  trois  circonférences,  celles-ci  se  rencontreront  deux  à  deux 
sur  les  côtés  mêmes  du  triangle  prolongés  s'il  le  fauf:  discussion. 

On  a  deux  paiements  k  effectuer,  l'un  de  10,000  francs  au  bout  de  quatre 
ans  six  mois,  l'autre  de  3oooo  francs  au  bout  de  cinq  ans  huit  mois;  on 
voudrait  s'acquitter  en  une  fois,  au  moyen  d'un  paiement  de  4o,<)oo  francs. 
—  On  demande  à  quelle  époque  il  devra  s'effectuer  ;  l'intérêt  est  simple  et 
le  taux  4,5  0/0. 

Glasàie  de  logique  [sciences). 

Expliquer  la  théorie  de  l'extraction  de  la  racine  carrée,  sur  le  nombre 
755,161. 

Extraction  de  la  racine  carrée  du  nombre  décimal  0,78614  avec  une 
erreur  moindre  que  0,01. 

Construire  un  triangle  dans  lequel  on  connaît  l'angle  au  sommet,  la 
médiane  et  la  hauteur  qui  correspondent  à  ce  sommet. 

Dans  un  quadrilatère  dont  deux  angles  opposés  sont  droits,  étant  donnés 
les  deux  côtés  qui  comprennent  l'un  des  deux  autres  angles,  ainsi  que  cet 
angle,  trouver  les  deux  autres  et  les  deux  diagonales  du  quadrilatère. 


CONCOURS  DE  1856. 

Classe  de  troisième  (sciences). 

Extraire  la  racine  carrée  de  19  à  0,01  près.  Donner  sur  cet  exemple  la 
théorie  de  l'opération. 

On  donne  un  quadrilatère  ABGD  inscrit  dans  une  circonférence  de  cercle  ; 
deux  côtés  contigus,  AB  et  AG,  sont  égaux  ;  on  tire  les  diagonales  AD  et  BC, 
qui  se  coupent  en  un  point  I.  —  On  demande  de  démontrer  que  chacun 
des  côtés  AB,  AG  est  moyen  proportionnel  entre  AD  et  AI. 

« 
Classe  de  seconde  [sciences]. 

Volume  de  la  pyramide  tronquée.  Volnme  du  tronc  de  cône. 

Un  tronc  de  cône  a  pour  hauteur  le  diamètre  d'une  sphère  donnée;  le 
rayon  de  sa  base  inférieure  est  égal  au  rayon  de  la  sphère  :  on  demande 
de  calculer  le  rayon  de  sa  base  supérieure,  connaissant  le  rapport  de  son 
volume  à  celui  de  la  sphère. 

Classe  de  rhétorique  (sciences). 

Étant  donnés  sur  une  même  droite  les  sommets  et  les  foyers  de  deux 
paraboles,  construire  les  points  communs  à  ces  deux  courbes. 
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Classe  de  logique  (lettres). 

Expliquer  les  règles  de  la  division  des  ^fractions  et  de  la  division  des 
nombres  décimaux. 

Circonscrire  à  un  cercle  donné  un  losange  tel  que  les  surfaces  du  losange 
et  du  cercle  soient  entre  elles  comme  deux  lignes  données. 

Classe  de  logique  (sciences). 

On  donne  une  circonférence  0,  dans  laquelle  on  trace  un  diamètre  AB;  on 
trace  deux  tangentes  aux  points  A  et  B  :  on  demande  de  mener  une  tan* 
gente  CD  telle  que  le  volume  engendré  par  le  trapèze  ABCD  soit  égal  au 
volume  d*une  sphère  donnée. 

Exposer  la  méthode  à  suivre  dans  les  questions  de  maximum  ou  de  mi- 
nimum qui  se  rapportent  aux  équations  du  2*  degré.  —  Appliquer  les  prin- 
cipes au  problème  suivant  : 

De  tous  les  triangles  rectangles  dont  la  somme  des  côtés  est  constanfe, 
quel  est  celui  dans  lequel  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l'angle 
droit  sur  l'hypoténuse  est  maximum. 


CONCOURS  ACADÉMIQUE  D'AIX  (1869) 

Trouver  sur  le  prolongement  de  la  corde  AB  d'une  circonférence  un  point 
tel  qu'en  menant  de  ce  point  une  tangente  à  la  circonférence,  le  produit 
des  distances  des  points  A  et  B  à  cette  tangente  soit  égal  à  un  carré 
donné  m'. 


CONCOURS  ACADÉMIQUE  DE   BORDEAUX  (1874) 

On  donne  la  longueur  des  quatre  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  d'un  quadrila- 
tère inscriptible  au  cercle. 

Si  E  et  F  sont  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  AB*  et  DC,  BC 
et  AD,  on  demande  de  calculer  les  distances  de  ces  deux  points  aux  quatre 
sommets  du  quadrilatère  et  leur  dislance  mutuelle  EF. 

Étant  donnés  la  base  ABC  d'un  tétraèdre  et  le  rapport  a  :  6  :  c  des  trois 
arêtes  au  sommet  DA,  DB,  DC,  déterminer  le  lieu  géométrique  du  point  D. 
—  Indiquer  la  construction  par  la  géométrie  descriptive. 
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CONCOURS  ACADÉMIQUE  DE  DOUAI  (1874). 

Une  courbe  en  forme  d'anse  de  panier  ÂBA\  symétrique  par  rapport  k  sa 
flèche  OB  et  normale  en  À  et  en  A'  à  sa  corde  AA',  est  formée  de  trois  arcs 
de  cercles  AM,  MMS  M'A'.  Ces  arcs  ont  respectivement  leurs  centres  en  G, 
I  et  C  et  l'on  a  CA  =  C'A'  =  r'  et  BI  =  r  comme  rayons  respectifs. 

Étant  données  la  demi-corde  OA  =  a  et  la  flèche  OB  =  6,  on  demande  : 

!•  D'évaluer  r  en  fonction  de  r'  et  r"  en  fonction  de  r; 

2*  De  calculer  r  et  r'  dans  le  cas  particulier  où  les  trois  arcs  AM,  MM'  et 
M'A'  soient  de  Go'*  chacun; 

3*  De  calculer  r  et  r  quand  Tare  MM'  vaut  à  lui  seul  autant  de  degrés 
que  les  deux  autres  AM,  A'M'  ensemble; 

4*  De  calculer  r  et  r'  quand  l'angle  BIM  =  BAO  et  que,  par  suite,  Tangle 
MCA  «=  OBA. 

Dans  ce  dernier  cas,  construire  avec  la  règle  et  le  <;om pas  les  deux  rayons 
r  et  r'  [étant  données  toujours  les  droites  OA  et  OB). 


MÉLANGES 


HISTOIRE  DES  MATHEMATIQUES 

Par  le  doctear  Hemri  ISoter  de  Zurich»  traduite  par  M.A.-G.Melon 

[Suite.  Voir  page  346.) 


Les  historiens  de  rantiquitc  attribuent  aux  Égyptiens  un 
système  du  monde  remarquable,  d'après  lequel  les  planètes 
Mercure  et  Vénus  se  mouvaient  autour  du  soleil.  D'autres 
assurent  même  qu'ils  avaient  attribué  à  toutes  les  planètes 
un  mouvement  de  translation  autour  du  soleil  qui  devenait 
le  centre  commun  de  leurs  mouvements.  Toutefois  ils  n'ex- 
priment à  ce  sujet  que  de  simples  conjectures.  —  Il  est 
assez  vraisemblable  que  les  noms  des  planètes  et  les  dési- 
gnations des  jours  de  la  semaine  sont  d'origine  égyptienne. 

Nous  trouvons  chez  les  Chaldéens,  'les  Indous  et  les  autres 


—  369  — 

peuples  anciens  les  mêmes  désignations  mythologiques  des 
planètes,  ainsi  que  la  même  division  de  la  semaine  en  sept 
jours.  Tous  les  autres  peuples,  y  compris  les  Germains,  ont 
ensuite,  à  leur  tour  donné  aux  jours  de  la  semaine  les  noms 
de  leurs  divinités  correspondantes.  Ainsi  Donnerstag  (jeudi) 
vient  de  Thor,  dieu  du  tonnerre;  Freitag  (vendredi),  vient 
de  Freya,  la  Vénus  des  Germains. 

La  division  du  zodiaque  en  douze  parties  ou  constella- 
tions et  la  dénomination  de  celles-ci  furent  semblables  chez 
presque  tous  les  peuples  de  l'antiquité.  Ces  opérations  subi- 
rent Tinfluence  de  considérations  religieuses  et  mytholo- 
giques. —  Nous  sommes  autorisés  à  considérer,  avec 
La  Place,  la  division  de  la  semaine  et  celle  du  zodiaque 
comme  les  monuments  les  plus  anciens  de  l'astronomie  dans 
Tantiquité. 

La  chronométrie  des  Égyptiens  était  très-renommée  et  eut 
cours  depuis  les  temps  les  plus  anciens  jusqu'à  Auguste. 
Le  caractère  qui  la  fait  différer  de  presque  toutes  les  chro- 
nométries  des  autres  peuples  civilisés  consiste  en  ce  que  les 
Égyptiens  portaient  la  valeur  de  Tannée  au  nombre  entier 
de  365  jours.  En  négligeant  ainsi  les  6  heures  supplémen- 
taires, ils  faisaient  parcourir  toutes  les  saisons  au  commen- 
cement de  leur  année.  Cette  manière  de  compter  répondait 
à  leurs  coutumes  religieuses,  aux  fêtes  et  aux  sacrifices 
qui  ne  devaient  jamais  tomber  aux  mêmes  époques. 

La  période  de  temps  après  laquelle  le  commencement  de 
Tannée  revenait  au  même  jour  s'élevait  à  1,460  ans,  et  elle 
fut  nommée  la  période  de  Sothis  (ou  période  caniculaire), 
du  mot  Sothis,  qui  était  le  nom  que  les  Égyptiens  donnaient 
à  Sirius  :  ce  peuple,  en  effet,  réglait  son  calcul  non  pas  sur 
la  marche  du  soleil,  mais  sur  celle  de  Sirius,  parce  que 
Tapparition  de  cette  étoile  radieuse  coïncidait  avec  Tinon- 
dation  de  leur  fleuve  sacré. 

Divers  écrivains  de  Tantiquité  ont  établi  que  le  renouvel- 
lement de  la  période  de  Sothis  avait  eu  lieu  sous  le 
gouvernement  d'Ântonin  le  Pieux,  c'estrà-dire  environ  138 
ans  après  J.-C.  Ensuite,  d'autres  savants  ont  essayé  de 
faire   commencer  cette  période  égyptienne  à  Tannée  1323 
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avant  J.-Ç;  et  ils  ont  fourni  un  point  d'appui  plus  sur 
aux  dates  de  Thistoire  égyptienne. 

Il  nous  reste  encore  à  jeter  un  rapide  coup  d'oeil  sur 
Tastronomie  de  deux  peuples  qui  n'ont  pas,  il  est  vrai, 
contribué  au  développement  de  la  science  comme  ceux  dont 
nous  venons  de  parler,  et  par  suite  sont  un  peu  mis  à 
l'écart  :  toutefois  ils  méritent  une  place  dans  l'histoire. 

Les  Chinois  et  les  Indiens  se  glorifient,  comme  les 
Ghaldéens  et  les  Égyptiens,  d'anciennes  observations  astro- 
nomiques. 

Les  annales  chinoises  parlent  d'une  conjonction  de  cinq 
planètes  qui  aurait  été  observée  l'an  2S00  avant  J.-C.  El 
il  est  vrai,  d'après  Montucla,  d'après  l'astronome  Kirch,  de 
Berlin,  et  le  chronologiste  français  Des  Vignoles,  qu'un  pareil 
phénomène  aurait  été  observé  pendant  l'année  2449  avant 
J.-G.  De  môme,  sous  l'empereur  Tschong-Kang,  l'an  215S 
avant  J.-C,  on  aurait  observé  une  éclipse  de  soleil.  On 
parle  aussi  des  lois  sévères  qui  existaient  en  Chine  à 
ce  sujet.  Ainsi  les  astronomes  qui  s'occupaient  de  prédire 
une  éclipse  étaient  condamnés  à  mort.  Quelle  que  soit 
l'ancienneté  des  connaissances  astronomiques  des  Chinois 
même  en  dehors  des  études  relatives  aux  éclipses,  il  est 
bien  probable  qu'elles  n'ont  pas  dépassé  les  notions  élé- 
mentaires :  le  caractère  apathique  de  ce  peuple  justifie 
cette  opinion. 

S'écartant  en  cela  des  autres  peuples  de  l'antiquité, 
les  Chinois  partagent,  comme  autrefois  les  Arabes  avant 
Mahomet,  le  zodiaque  en  28  constellations.  En  outre,  ils 
ne  calculent  pas  comme  nous  par  siècles,  mais  par  périodes 
de  10  ans.  Leurs  années  sont  luni-solaires  avec  des  mois 
dont  la  durée  est  de  30  et  29  jours  alternativement. 

La  longueur  de  l'année  est  pour  eux  de  363  jours  6  heu- 
res, et  ils  connaissent  le  cycle  de  19  ans  équivalent  à 
235  révolutions  de  la  lune.  Sous  les  successeurs  de  Dschen- 
gischariy  ainsi  que  nous  verrons  plus  tard  ce  fait  se  produire 
en  Perse,  l'astronomie  était  en  Chine  dans  tout  son  épa- 
nouissement; les  astronomes  de  cette  époque  prenaient  pour 
la  longueur  de   l'année   368  jours  5   heures   49  minutes 
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13  secondes;  cette  évaluation  était  d'une  exactitude  remar- 
quable. Mais  la  chute  rapide  de  cette  maison  princière  fit 
bientôt  retomber  la  science  dans  ses  anciennes  limites,  et 
actuellement  la  Chine  n'a  pas  fait  avancer  ses  connaissances 
au  delà  de  celles  qui  avaient  cours  au  xn®  siècle.  Ce  peuple 
se  caractérise  par  la  ténacité  de  sa  force  vitale,  qui  est  des 
plus  remarquables,  et  par  la  lenteur  étonnante  de  son 
développement  intellectuel  :  c'est  peut-être  là  une  des 
causes  de  sa  longue  existence.  Combien  de  nations  et 
d'empires  ce  peuple  a  vus  disparaître  du  théâtre  de  l'his- 
toire ! 

En  ce  qui  concerne  l'état  de  l'astronomie  chez  les  Indiens, 
nos  connaissances  sont  excessivement  défectueuses.  Le 
célèbre  savant  français  Cassini  a  publié,  à  ce  sujet,  un 
long  traité  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  France, 
en  1699.  Il  nous  apprend  que  les  Indiens  avaient  deux 
divisions  du  zodiaque  :  l'une,  correspondante  à  la  course 
de  la  lune,  comprenait  27  parties;  l'autre,  basée  sur  la 
marche  du  soleil,  comprenait  12  parties.  Les  noms  des 
différentes  constellations  ont  une  grande  analogie  avec  ceux 
des  Chaldéens,  des  Égyptiens  et  des  Grecs,  ce  qui  n'a  pas 
lieu  chez  les  Chinois.  Cassini  rapporte  ensuite  que  les 
Indiens  distinguaient  l'année  sidérale  et  l'année  tropique  ; 
la  première  était  de  36S  jours  6  heures  12  minutes  ;  la  der- 
nière, de  365  jours  S  heures  SS  minutes.  Cette  évaluation 
se  rapprochait  beaucoup  de  celle  d'Hipparque.  Ils  connais- 
saient aussi  le  cycle  de  19  années  solaires  équivalant  à 
235  mois  lunaires.  Leur  nouvelle  chronologie  astronomique 
doit  dater  de  l'an  638  après  J.-C.  ;  et  il  est  ainsi  fort  vrai- 
semblable que  la  science  atteignit  son  apogée  chez  ce 
peuple  à  l'époque  oh  les  Arabes  étendirent  leur  domination 
sur  l'Asie  Mineure  et  la  Perse,  jusqu'aux  limites  de  l'Inde. 
Malheureusement  la  science  indienne  était  le  domaine  de 
la  caste  ecclésiastique  des  brahmes,  dont  lecerc  le  était  im- 
pénétrable ;  par  là  il  devient  fort  difficile  de  jeter  un  coup 
d'oeil  sur  le  développement  historique  de  ce  peuple.  Cepen- 
dant trois  savants  anglais,  MM.  Colebrooke,  Taylor,  Stra- 
chey,  qu'on  ne  saurait  assez  remercier,  sont  parvenus  après 
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de  grands  efforts  et  par  la  traduction  de  quelques  mathé- 
maticiens indiens,  à  pouvoir  soulever  un  coin  du  voile  qui 
nous  cache  cette  science  mystique.  —  Nous  reviendrons 
sur  ces  découvertes  intéressantes  lorsque  nous  passerons 
en  revue  les  mathématiques  arabes. 

Voilà,  en  somme,  ce  que  l'on  peut  savoir  sur  les  connais- 
sances mathématiques  des  anciens  temps.  Elles  ne  s'élè- 
vent guère  au-dessus  de  la  simple  étude  du  monde  physi- 
que. On  ne  peut  s'en  étonner  lorsqu'on  sait  qu'il  était 
défendu  aux  Grecs  de  soumettre  à  la  spéculation  philoso- 
phique les  lois  des  phénomènes  physiques.  Par  suite, 
dans  le  chaos  confus  des  phénomènes  que  la  nature  dérou- 
lait sous  leurs  yeux,  ils  ne  pouvaient  établir  aucune  divi- 
sion, aucune  classification  ;  ils  ne  pouvaient  séparer  l'abs- 
trait du  concret.  Ils  ne  pouvaient  donc  constituer  en  une 
science  méthodiquement  coordonnée  l'arithmétique,  la  géo- 
métrie, la  physique  ou  Tastronomie.  (A  suivre,) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTION  4. 

•olMtioB  par  M.  Canon,  élève  à  l'Athénée  royal  de  Liège. 

Etant  donné  un  tronc  de  prisme  droit,  on  demande  de  mener 

par  Vune  des  arêtes  un  plan  qui  le  partage 
en  deux  parties  proportionnelles  à  des  nom- 
bres donnés. 

(Éc.  Forest.  1869.) 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit 
le  plan  EIKB  qui  divise  en  deux  parties 
comme  m  est  à  n  le  prisme  tronqué 
ABCDFE.  Toute  la  question  revient  à 
déterminer  l'arête  IK  =  x. 

Nous  avons 

AKBDIE  _  m 

KCBIFE""  n 
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AKBDIE  m 


011 


ABCDEP  m  +  n 

AKB  (AD  +  EB  +  IK)    _         m 

^^°^  ABC  (AD  +  GF  +  BE)    ~    m  +  n 

ReprésentaDt  les  arêtes   respectivement  par  a,  6,  c  et 

AKB        AK 
remarquant  que  ^j-^  =  -^  , 

AK  (g  +  b  +  (g)  m        ... 

nous  aurons      —rm — i    i.    r — T  = i —   (*)• 

AC  (a  4-  6  4"  ^)        m  -{-  n   ^  ^ 

Dans  la  face  AGDF  menons  AR  parallèle  à  DF,  il  viendra 
AK  _  AS  _  Kl  —  AD  _x  —  a 
"ÂG  ~"  AR  ""  FG  —  AD  ■"  c  —  a  ' 

Remplaçant  la  valeur  de  ce  rapport  dans  (1),  il  viendra 
{x  —  a  )  {a  -{-  b  -\-  x)  m 


d'où 


(c  —  a)  (a  +  6  -f"  ^)        m  -{-  n 
,j,^_b  ±'\f'^^^  "^  ^^)'  +^{à+  2a)> 


m  -{-  n 


donc     œ=-b  +  /"(''  +  ''^'  t  "^'  +  '"^' 

^"  _  _  6  _  l/m(fc  +  2C)«  +  n(6  +  2ay 

'  m  -{-  n 

Examinons  séparément  ces  deux  valeurs. 

x'  est  positif,  car  il  est  évident  que  le  radical  est  plus 
grand  que  6;  mais  on  doit  avoir  égard  à  la  grandeur  des 
arêtes  DA  =  c,  FG  =  c  de  la  face  du  prisme,  dans  laquelle 
X  doit  être  compris. 

Si  la*  valeur  de  x  est  comprise  entre  a,  et  c  l'arête  Kl  est 
comprise  entre  DA  et  FG.  Si  ce  <  a,  le  volume  du  prisme 
sera  divisé  en  segments  soustractifs.  Il  en  sera  de  même 
si  X  >  a. 

Gonsidérons  maintenant  la  seconde  valeur  x".  On  peut 
dire  que  cette  valeur  est  inadmissible,  car  si  Ton  remarque 
que  la  valeur  de  x  diminue  à  mesure  que  Kl  se  rapproche 
du  point  de  concours  des  arêtes  DA,  AG,  on  est  porté  à 
croire  qu'au  delà  du  point  P,  elles  seraient  négatives.  On  n'a 


—  374  - 

plus,  à  proprement  parler,  de  tronc  de  prisme  ;  il  faudrait 
considérer  un  volume  différent. 

Donc  la   solution  positive  est  seule  admissible  pour  la 
question  considérée. 

Nota.  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Vautré,  de  Saint-Dié. 


QUESTION  49.  ' 
Solution  par  M.  G.  Dbkortain,  élève  à  TÉcole  communale  de  Donllens. 

On  fait  tourner  un  angle  droit  autour  de  son  sommet  A  fixe 

dans  Uintérieur  d'un  cercle.  Les  côtés  rencon- 
trent la  circonférence  enB  et  G.  On  construit 
le  rectangle  ayant  pour  côtés  AB,  AG.  Trouver 
le  lieu  du  quatrième  sommet  D. 

Soit  D  un  point  du  lieu;   menons   les 
diagonales  du  rectangle  et  joignons  leur 
point  d'intersection  au  centre  0  du  cercle 
et  au  milieu  E  de  la  droite  AO.  D'après 
le  théorème  de  la  médiane,  on  a  : 

AF^  +  FO*  =  2FE^  +  2E0^ 

mais  FA  =  FG  ; 

donc  FG^  +  FO^  =  OG^  =  2FE^  +  2E0^ 

ou  2FE^  =  OG^  —  2EG^ 

d'oîi  FE  =  v/^_  EO*. 

2 

La  droite  EF  est  donc  constante;  par  suite  OD  qui  est 
égale  à  2EF,  est  aussi  constante. 

Le  lieu  est  donc  une  circonférence  concentrique  à  la 
première  et  de  rayon 


OD 


=  2\/^_EÔ^. 


Nota,  Ont  résolu  la  même  question':  MM.  Biette,  du  Havre;  Belin,  de 
Semur;  Lauriol,  d'Avignon;  Nettre,  de  Nancy;  Hugentobler,  de  Boppelsen 
(Suisse);  Perrin,  de  Clermont;  Haye,  Ëcole  normale  de  Chartres. 
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ë 

Aolatloii  par  M.  Demortain,  élève  à  l'École  communale  de  Doullens. 

Étant  donné  un  triangle  ABC,  si  l'on  prend  sur  ses  côtés  trois 

points  quelconques  A',  B',  C,  et 

les  symétriques  A",  B",  C"  de  ces 

^'  points  par  rapport  aux  milieux 

^c'         des  côtés  du  triangle^  les  deux 

\^^   triangles  k'B'G\A!^''G'  sont  équi- 

B  B'         B. -^  valent  S. 

Soient  CB  =  a,  AG  =  6,  AB  =  c,  les  côtés  du   triangle 
ABC  et  posons 

AA'  =  BA"  =7n,  BB'  =  GB"  =  n,  CG'  =  AG"  =  p. 

Les  triangles  ABG,  AA'G'  ayant  un  angle  égal  sont  entre 

eux  comme  les  produits  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle; 

donc  ^^^     =    ^  (^  —  P)    _    qfcm  —  amp 

ABG  6c  abc 

On  aurait  de  même 

GB'G'    acp  —  cnp 

ABG.  ""  abc  . 

BB  A^    _    bcn  —  bmn 
ABG     ~  abc 

Ajoutant  ces  trois  égalités  membre  à  membre,  il  viendra 

.X      ABG  —  A^B'G'    abm — amp  -|-  acp  —  cnp  -|-  bcn— bmn 

^^^  ABG  TlFc 

En   faisant  les  mômes  raisonnements  pour  les  triangles 
AA'^G",  GG"B",  BA"B",  on  trouverait 

ax     ABG  — A'B^'G''    _    acp—amp-{'abm—bmn-{'bcn—cpn 
'  ^  ABG  SfeT"" 

Les  seconds  membres  des  égalités  (1)  et  (2)  étant  égaux, 
les  premiers  le  sont  aussi,  et 

A'B'G'  =  A"B':G". 

Nota.  Ont  résola  la  méms  question  :  MM.  Nettre,  de  Nancy  ;  Laurlol 
d'Avignon;  Loritz,  de  Nancy;  Perrin,  de  Clermont. 
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QUESTION  81. 

ttolatloB  par  M.  Lauriol,  élève  du  Lycée  d'Arignon. 

Soit  ABC  un  triangle  rectangle,  AD  la  hauteur;  mener  par 

le  pied  D  des  droites  DE,  DF 
également  inclinées  sur  cette 
hauteur,  de  façon  que  le  triangle 
EDF  soit  maximum. 

Appelons  x  l'angle  des  droi- 
^  tes  DE,  DF  avec  Thypoténuse 
et  S  la  surface  du  triangle  DEF.  On  a 

S  =  -  DE.DF  sin  20?. 
2 


Or 


DF  = 


donc 


DE  = 


BD  sin  B 


BD  sin  B 


sin  BED  sin  (B  +  x) 

DG  sin  G  DG  sin  G  DG  cos  B 


sin  CFD 


sin   (G  +  x)  cos  (B  —  x) 


j^  BD  .  DG  ,  Sin  B  Cos  B  .  Sin  2X 

2        sin  (B  -f-  ^)  cos  (B  —  x) 


Si  nous  remarquons  que 

BD.DG  =  ADS 

et  que  sin  (B  +  x)  cos  (B  — x)  =  —  1  Sin  2B  -\-  Sin  2x  | 

nous  aurons  : 

AD*,  sin  B  .  cos  B  .  sin  2X       AD*,  sin  B  .  cos  B 


sin  2B  -\-  sin  2x 


sin   2B 


sin   2X 


+  i 


a  •  ,    Sin  2B  .    . 

S    sera  maximum  quand  -: sera  minimum,  ou  quand 

^  sin  2X  '- 

sin  2X  sera  maximum,  et  ce  maximum  a  lieu  pour  sin  20? 

=  45°. 

Pour  cette  valeur,  la  surface  maximum  est  égale  à 

AB^  sin  B  .  cos  B 
I  -|-  sin  2B 
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Remarque  L  —  On  peut  se  demander  quelle  est  la  valeur 
de  B  pour  laquelle  AD  et  x  étant  constants  le  triangle 
serait  maximum. 

Reprenons  la  formule 

AD*,  sin  B  .  cos  B  .  sin  2X 


S  = 


sin  2B  +  sin  2X 


ou,  en  remarquant  que  sin  B  cos  B  =  -  sin  2B, 

2 

AD^.  sin  2x 


sin  2X 

2  + 


sin  2B, 

c  •  ,     sin    2GD  .    .  , 

S  sera  maximum  quand  — : ;;- sera  minimum,  ou  quand 

sin  2B  ^ 

Sin  2B  sera  maximum,  ce  qui  a  lieu  pour  B  =  45'*;  alors 

ABC  est  isoscèle. 

Remarque  IL  —  Si  l'on  suppose  AD  fixe  et  rc  et  B  variables, 
S  est  maximum  quand  x  =  45®  et  B  =  45*^. 

M.  Emile  Dilhan,  élève  du  collège  de  Saint-Gaudens,  sup- 
pose un  triangle  quelconque  et  en  tire,  en  appelant  m  et  n 
les   segments  BD,  DG  déterminés  par  la  hauteur  A,  et  x 

l'angle  ADF  tg«  ce  =  -^. 

Si  A  est  droit,  mn  =  A*,  alors  x  =  45°. 

wi  A. 

Si  m  =  n,  le  triangle  estisoscMe,  igx  =-r-d'olia?  =  -;— . 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Aubert,  du  lycée  de  Marseille; 
BeliD,  de  Semur;  Bielle,  du  Havre  et  Cordeau,  de  l'École  Lavoisier. 


QUESTION  S2. 

Solution  par  M.  Aubbrt,  élève  du  lycée  de  Marseille. 

Étant  donnés  deux  plans  parallèles  P  et  Q,  une  perpendiculaire 
commune  AB  et  un  point  M  sur  cette  droite,  trouver  un  cône  de 
révolution  ayant  pour  sommet  le  point  M,  pour  axe  la  droite 
MAB,  et  tel  que  le  volume  intercepté  dans  le  cône  par  les  deux 
plans  parallèles  soit  donné,  —  Discuter. 
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Nous  distinguons  trois  cas  : 
!<>  Le  point  M  est  situé  du  même  côté 
des  deux  plans  ; 
p       20  Le  point  M  est  sur  Tun  des  plans; 
3°  Le    point    M   est   entre    les    deux 

plans  ; 
-_7     Dans  chacun  de  ces  cas,  nous  dési- 
/    gnerons  par  a  et   6   les   distances   du 
^    point  M  à  chacun  des  plans  P  et  Q,  par  d 

la  distance  des  deux  plans  et  par  j  i:W  le  volume  donné. 
Dans  le  premier  cas,  on  a 

3  ^  "^ 

ou  6  .  BC»  -  a  .  AC«  =  K». 
Si  l'on  désigne  par  x  l'angle  que  fait  la  génératrice   du 
cône  avec  la  perpendiculaire  AB,  on  a 

tg'  a;(6»  —  o»)_=_K», 

,/     K' 
d'oîi  tga:  =  V  -^rir^*  . 

Dans  le  second  cas,  le  volume_devient  un  cône  de  hau- 

tour  d  ;  et  on  a          tgœ  =  y  —  . 
Enfin,  dans  le  troisième  cas,^ 

Discussion.  -  Faisons  varier  x  et  voyons  les  variations 
de  K»  dans  les  trois  cas  considérés. 

Si  £0  =  0  i^   —  o 

X  =  45»  K»  =  6»  —  a' 

a;  =  90"  K»  =  00 

Il  n'y  a  donc  ni  maximum  ni  minimum. 

20  cas  :  ir.  —  o 

Si  ac  =  o  ^   —  ° 

œ  =  45»  K*  =  d» 

œ  =  90'  K»  =  00 

ni  maximum  ni  minimum. 
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3**  cas  : 

Si  X  =  o  K'  =  o 

X  =  45^  K3  =  o»  4-  ô' 

(c  =  90°  K^  =  00 

ni  maximum  ni  minimum. 

Soit  maintenant  x  =  a,  a  étant  une  constante ,  ^t  voyons 
les  variations  de  K  lorsqu'on  fait  parcourir  à  M  la  droite 
AB  prolongée  à  Tinfini. 

L'équation  générale  du  problème 

tg»  a?(6«  —  a»)  =  K» 
devient  tg«  a(6»  —  a»)  =  K» 

que  Ton  peut  écrire 

tg*  a(a»  +  6*  +  ab)  =  ^-^l- 

0  —  a 

Si  M  est  à  Tinfini  par  rapport  aux  deux  plans 

a^  '■\-  b^  -^  ab  ==:  00 
et  comme  b  —  a  =  d  =  constante, 

on  a  nécessairement  K'  =  00 

Si  M  se  rapproche  de  A,  le  volume  diminue  et  au  point  A 

d»  tg«  a  =  K3 
et  il  n'y  a  évidemment  qu'une  valeur. 
Si  M  va  de  A  en  B,  K«  part  de  % 

d»  tg*  a  =  K3 
pour  arriver  à  d»  tg»  a  =  K»  quand  M  est  en  B  ;  et  comme 

a»  4-  6»  <  (a  +  6)» 
K'  passe  par  un  minimum. 

Pour  établir  ce  minimum  prenons  la  formule  du  troisième 
cas  (a»  +  6»)  tg*  x  =  K«. 

Cette  équation  peut  s'écrire 

(a  +  by  tgî  a  =  K»  —  3ab{a  +  b)  ; 
et  comme  a  -\-  b  z=z  dt  on  aura  : 

d»  tg«  a  =  K»  —  3abd. 
Le  minimum  de  cette  expression  aura  lieu  quand  ab  sera 
maximum;  or  a  -\-  b  =^  d;  donc  il  y  aura  maximum  pour 

a  =  0  =  - 
2 
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C'est-à-dire  quand   M  sera   à  égale   distance  des  deux 
plans. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Cordeau,  élève  à  l'Ëcole  Lavoi- 
sier,  et  Nettre,  de  Nancy. 

QUESTION  54. 
Solution  par  M.  fiouom,  soldat  au  31*  de  ligne. 

On  donne  deux  droites  rectangxdaires  OX,  OY.  Sui  OX  on 
prend  deux  points  fixes  A  et  B,  et  sur  OY  on  prend  un  point 
variable  G.  On  fait  passer  une  circonférence  par  ces  trois  points. 
Trouver  géométriquement  :  y°  le  lieu  de  Cextrémité  M  du  dia- 
mètre  qui  pa^ise  par  le  point  G;  2^  le  lieu  du  point  N  de  ren- 
contre  de  AC  avec  une  parallèle  à  OX  menée  par  le  point  M. 
1®  Le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui  passent  par 

^  ^  ^  les  points  A,  B,  et  C, 

C,  est  sur  une  perpen- 
diculaire au  milieu 
de  AB  (fig.  1).  Par  le 
point  M,  menons  ME 
parallèle  à  OX.  Puis- 
que IG  =  IM,  ED  = 
DM,   à    cause    de   la 


c 


X 


'!   . 


S,        I 


1  >> 


\    \^y       'd        ^  J  am 

0     Â-i-^-'-h     r 


parallèle  ID  à  OY. 
Gomme  ED  est  constant,  il  en  est  de  même  de  DM.  Donc 
le  lieu  du  point  M  est  une  droite  MH  parallèle  à  OC,  cl 
symétrique   de  OY  par  rapport  au  milieu  de  AB.  ^ 

2*»  L'angle  CAM  est  droit  puisque  CM  est  un   diamètre. 
Le  lieu  du  point  N  est  donc  le  même  que  celui  des  points 
d'intersection  de  la  parallèle  MN  à  OX,  et  de  la  perpendi- 
culaire AN  sur  AM. 
Du  point  A,  j'élève  la  perpendiculaire  AB  sur  AF  (fig.  2); 

cette  ligne  rencontre  MX 
enB.Par  le  milieu  de  AB, 
je  mène  ID  parallèle  à  AM, 
et  IH  parallèle  à  AN.  Les 
lignes  ID  et  IH  sont  donc 
perpendiculaires  e  n  tre 
elles,  et,  déplus,  on  a  BD 
=  DM,  BH=  HN. 
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Par  le  point  0  pris  sur  AF,  au  quart  de  AP,  à  partir  du 
point  A,  j'élève  une  peipendiculaire  sur  AF  ;  cette  perpen- 
diculaire rencontre  MN  au  point  G,  et  si  je  mène  la  droite 
CI  prolongée  jusqu'à  sa  rencontre  en  J  avec  AF,  on  a,  puis- 
que AI  est  parallèle  à  OC,  AO  =  AJ.  Donc  le  point  J  est 
fixe. 

De  plus,  on  a  BD  X  BH  =  BP  ;  et  puisque  BN  =  2BH, 
et  BD  =  2BG,  on  aura 

BN  X  BG  =  BD  X  BH. 

Donc  les  lignes  GI  et  IN  sont  perpendiculaires.  Il  en  ré- 
sulte que  le  triangle  GNJ  est  isoscèle  ;  donc  JN  =  GN.  Le 
lieu  du  point  N  est  donc  une  parabole  ayant  pour  foyer  le 
point  J,  pour  sommet  A,  et  pour  directrice  OG. 


QUESTION  68. 

SUdntlon  par  M.  Cordeau,  élève  de  l'École  La?oisier. 

Dans  Imt  cône  la  surface  latérale  Sy  la  surface  totale  S  et  le 
volume  V  sont  liés  'par  la  relation 


9xV«  =  S  [s  —  s]  [25  —  si. 


Désignons  par  H  la  hauteur,  R  le  rayon  et  A  Tapothème 
du  cône.  Ou  a 

V  =  -i-       R«H,  S  =  xR  (A  +  R)  7:S  =  xRA  = 

et  H*  =  A«  —  R«  =  (A  +  R)  (A  —  R). 

De  la  première  de  ces  relations  on  tire  : 

gxV»  =  x'R^HS 
ou,  en  remplaçant  H'  par  sa  valeur, 

(!)  gxV*  z=  xR(A  +  R)  .  xR»  .  'sR(A  —  R)  ; 

d'ailleurs  xR  (A  +  R)  =8 

xR«  =  S  —  «, 

et       îrR(A  —  R)  =  xR  r2A  —  (A  +  R)]  =  2«  —  S 
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Substituant  dans  (1),  on  trouve  : 

9xV*  =  S  .  (S  —  *)  (25  —  S). 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  MM.  Chenet,  élère  mineur,  pen- 
sionnat Saint-Louis,  à  Saint-Étienne  ;  Tiiual,  à  Lorient  ;  W'estphalen,  Blette, 
au  Havre;  Pyolle,  h  Constantine;  Perrin,  à  Clermont;  Demortain,  à  Doul- 
lens;  Vitré,  à  Saint-Dié. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


81.  —  Si  SMPR  est  un  demi-cercle  dont  le  diamètre  est 
SR  et  si  les  cordes  SP,  RM  se  coupent  en  un  point  N,  on 
a  la  relation     SR*  =  SN  X  S?  +  RN  X  RM 

(The  Edixational  Times.) 

82.  —  Dans  le  tétraèdre  ABGD,  la  face  ABC  est  à  angle 
droit  sur  les  faces  ABD  et  AGD.  Si  Tarète  BG  est  aussi  à 
angle  droit  sur  Tarôte  DG,  la  face  ADG  est  à  angle  droit  sur 
la  face  BDG.  (The  Educational  Times.) 

83.  —  1°  La  somme  de  deux  nombres  consécutifs  de   la 

forme   — ^ ,  n  étant    entier,  est    toujours    un    carré 

parfait 

2**  Le  double  d'un  nombre  de  la  forme  2n  (n  —  i),  aug- 
menté de  I,  donne  le  carré  d'un  nombre  impair. 

3**  La  somme  de  deux  nombres  consécutifs  de  la  forme 
2n  {n  —  i)  donne  le  carré  d'un  nombre  pair. 

4®  Le  produit  de  deux  nombres  de  la  forme ^ — — 

2 

et  2n  (n  —  i),  augmenté  du  carré  de  n,  donne  la  quatrième 
puissance  de  n.  (Brocot.) 

84.  —  La  somme  des  n  premiers  nombres  de  la  forme 
1  -f-  3n  (n  —  i)  est  égale  au  cube  de  n.  (Brocat.) 

85.  —  Tout  nombre  de  la  forme 

n  {n  —  I  )     ,     n  (n  4"  0 


I   ^  («  -t-  u  r    I       /        \1 

H ^ — -  [i  +  2n  (n  —  i)J 


2 

est  une  quatrième  puissance.  (Brocot.J 
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86.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  sur  AB  et  sur  AG 
comme  diamètres,  on  décrit  des  circonférences;  on  mfeue 
dans  la  première  un  diamètre  EF  parallèle  à  AG,  et  dans 
la  seconde  un  diamètre  GH  parallèle  à  AB.  Démontrer  que 
les  points  F,  H  sont  sur  la  bissectrice  de  Tangle  A  du 
triangle,  et  que  les  points  E,  G  sont  sur  la  bissectrice 
extérieure  de  cet  angle.  (Brocot,) 

87.  —  Sur  une  droite  AB  on  décrit  une  demi-circonfé- 
rence. De  l'extrémité  du  rayon  perpendiculaire  à  AB,  comme 
centre,  on  décrit  une  circonférence  passant  par  les  points 
A  et  B.  Une  droite  quelconque  partant  de  A  rencontre  la 
première  circonférence  en  D  et  la  seconde  en  E.  Démontrer 
que  Ton  a  AD«  +  DE»  =  AB*.  (BrocoL) 

88-  —  On  donne  deux  cercles  de  rayons  r  et  ?•'  qui  se 
coupent  orthogonalement,  puis  Ton  détermine  un  cercle  qili 
touche  les  deux  premiers  et  leur  tangente  commune.  Dé- 
montrer que  le  diamètre  x  de  ce  cercle  est  donné  par  la 
relation 

+  "7= .  (Julliard.) 


89.  —  Soit  ABG  un  triangle  rectangle  en  A  ;  sur  les  trois 
côtés  comme  diamètre,  on  décrit  des  circonférences,  et  on 
mène  les  tangentes  communes  à  ces  circonférences  consi- 
dérées deux  à  deux.  Si  m  est  la  longueur  de  la  tangente 
commune  aux  cercles  décrits  sur  les  deux  côtés  de  Tangle 
droit,  n  et  p  en  longueurs  des  deux  autres  tangentes  com- 
munes, démontrer  la  relation 

m*  "*"  n*  "^  d*  ""  n*p*'  (Julliard.) 

90.  —  Soit  ABG  un  triangle  rectangle  en  A.  Menons  les 
trois  cercles  qui  se  touchent  deux  à  deux  et  qui  ont  pour 
centres  les  sommets  du  triangle  ABG;  puis  menons  les 
tangentes  communes  à  ces  cercles  considérés  deux  à  deux. 
Si  l  désigne  la  longueur  de  la  tangente  opposée  à  Tangle  A, 
m  et  n  les  deux  autres,  démontrer  la  relation. 

—  +  ±^  +  JL  =  -JL.  .       (Julliard 
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01 .  —  Soit  un  triangle  quelconque  ABC.  On  décrit  les 
cercles  ayant  pour  centres  les  sommets  du  triangle  et  se 
touchant  deux  à  deux,  puis  on  mène  les  tangentes  com- 
munes à  ces  cercles  pris  deux  à  deux.  Si  Ton  appelle  i,  m, 
n  les  longueurs  de  ces  tangentes  communes,  2p  le  péri- 
mètre des  triangles,  démontrer  la  relation 

20  =  Imn  (  -rr  H ;  A r  ) 

(Julliard.) 

92.  —  Si  a  et  6  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux, 
l'un  pair  et  l'autre  impair,  la  différence  de  leurs  carrés 
ne  peut  être  un  carré  parfait  que  si  a  -|-  6  et  a  —  b  sonl 
eux-mêmes  des  carrés  parfaits.  (Perrin.J 

93.  —  On  donne  un  point  A  situé  en  dehors  de  la  bande 
déterminée  par  deux  parallèles.  On  demande  la  position  que 
doit  prendre  la  perpendiculaire  commune  pour  être  vue  du 
point  A  sous  un  angle  maximum.  {Saini-Cyr,  4872^) 

94.  —  On  donne  un  secteur  circulaire  et  Ton  demande 
sur  Tare  AB  un  point  D  tel  qu'en  menant  des  parallèles  aux 
rayons,  on  forme  nn  parallélogramme  de  périmètre  donné. 

(Thuai) 

Rédacteur- Gérant, 
J.  BOURGET. 
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De  la  transformation  des  distances  et  des  aires. 

XVIII.  Transformation  des  distances.  —  Soient  (A,  a),  (B,  b) 
deux  couples  de  points  réciproques,^  le  module  de  transfor- 
mation, 0  le  pôle. 

Nous  avons  vu  (n*'  I)  que  les  triangles  OAB,  Oab  sont 

semblables  et  les  droites   AB   et  ab  anti  parallèles  ;  on   a 

de  plus 

AB   _    OA 

Multiplions  les  deux  termes  de  la   seconde  fraction  par 

Oa,  il  vient 

.  ^       ab  .  OA  .  Oa  ab 

AB  = rrr—  =   [A 


Oo  .  06  "^  Oa  .  06. 

Telle  est  la  formule  fondamentale  de  la  transformation  des 
distances,  dont  nous  allons  donner  quelques  applications. 

XIX.  —  Soient  quatre  points  O,  a,  6,  c,  situés  sur  une 
circonférence  de  rayon  quelconque. 

Prenons  le  point  0  comme  pôle  de  transformation.  Les 
trois  points  a,  6,  c,  seront  remplacés  par  les  trois  points 
A,  B,  C,  en  ligne  droite  (n«  III). 

Mais  AB  +  BG  =  AC; 


y  — 


/ 


/  en  appliquant  la  formule  du  nu- 
méro précédent,  il  vient 


ab 


+ 


bc 


ac 


Oa  .  06   •   06  .  Oc       Oa  .  Oc  ' 
B  chassant    les    dénominateurs    et 
réduisant,  on  trouve  enfin 
a6  .  0  c  +  6c  .  Oa  ==  ac  .  06. 
C'est  la  formule  bien    connue 
relative  au  pr,oduit  des  diagonales 
c  du  quadrilatère  inscrit. 

La  réciproque  de  ce  théorème, 
dû  à  Ptolémée,  est  facile  à  éta- 
blir. En  eifet,  si  l'on  a  entre  les  distances  de  quatre  points 
a,  à,c,0,  la  relation 

a6  .  Oc  +  6c  .  Oa  =  ac  .  06, 

les  quatre  points  a^h,  c,  0  sont  sur  une  circonférence,  car 
si  Ton  prend  le  point  0  pour  pôle  d'inversion,  cette  relation 
devient  AB  +  BC  =  AC 

et  par  suite  les  points  ^  B,  C,  sont  en  ligne  droite. 

Donc  en  revenant  à  la  figure  primitive,  on  voit  que  les 
points  a,  6,  c  sont  sur  une  circonférence  passant  par  le 
pôle;  c.  q.  f.  d. 

Le  théorème  précédent  en  renferme  beaucoup  d'autres 
comme  cas  particuliers. 

1®  Si  les  points  0,  a,  6  c,  sont  les  sommets  d'un  rectangle, 
on  retrouve  le  théorème  du  carré  de  l'hypoténuse; 

2®  Si  les  points  a,  6,  c  sont  les  sommets  d'un  triangle 
équilatéral,  on  a  Oa  +  Oc  =  06, 

d'oîi  ce  théorème  : 

Si  Von  joint  les  sommets  d'un  irimigle  équilatéral  à  un  point 
quelconque  de  la  circonférence  circonscriley  la  ligne  de  jonction 
qui  traverse  le  triangle  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

3^  Si  les  points  0  et  6  sont  diamétralement  opposés  et  si 
nous  désignons  par  2X  et  2g  les  arcs  Oa,  Oc,  en  prenant 
le  rayon  de  la  circonférence  pour  unité,  on  a 

Oa  =  2  sin  as,         a6  =  2  cos  a?,  06  =  2, 

Oc  =  2  sin  y,  bc  =.  2  cos  1/,  ac  =  2  sin  (x  -|-  y), 


el  le  théorème  précédent  donne 

sin  (x  -f-  y)  =  sin  x  cos  y  -\-  sin  y  cos  ar. 

XX.  —  Ce  théorème  s'applique  encore  à  un  nombre  quel- 
conque de  points  0,  a,  b,  c,  ,  .  .  .  m,  pris  sur  une  cir- 
conférence. 

En  effet,  prenons  pour  pôle  de  transformation  le  point  0, 

les  points  o,   6,  c,  .    .    .    .    m,   seront  remplacés   par  des 

points  A,  B,  C,   ....  M  en  ligne  droite.  On  a 

AB  +  BC  +  CD  +  .    .    .    .  =  AM 
donc 

Oa  .  06    "^    06  .  Oc    +  •    •    •   •  —  UrTÔm    ' 
Soient  abcde  les  sommets  d'un  pentagone  régulier  et  0  un 
point  de   la   circonférence  circonscrite.  En  tenant  compte 
des  signes,  on  a  la  relation 

ab  bc         ac 

Oa  .  06    "*"    06  .  Oc    ""    Oa  .  Oc  ' 
et  des  relations  analogues  obtenues  par  permutations  cir- 
culaires. 

Si  donc  Ton  désigne  par  p  le  côté  du  pentagone  et  par  q 
la  diagonale,  on  a 

p  (Oa  +  Oc)  =  q  .  06, 
p  (06  -f  Od)  =q  .  Oc, 
p  (Oc  +  Oe)  =  <jf  .  Od, 
p  (Od  +  Oa)  =  qf  .  Oe, 
p  (Oc  +  06)  =  7  .  Oa  ; 
ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 

(2p  -  q)  {Oa  +  06  +  Oc  +  Orf  +  Oe)  -^  0, 
et  comme  2p  —  q  ne  peut  être  nul,  on  doit  avoir 

Oa  +  06  +  Oc  +  Od  -f.  Oe  =  0, 
De  là  ce  théorème  :  Si  l  on  joint  les  sommets  d'un  pentagone 
régulier  à  wn  point  qiwlconque  de  la  circonférence  circonscrite, 
la  somme  des  lignes  qui  joignent  ce  point  aux  sommets  de  rang 
pair  égale  la  somme  des  lignes  qui  le  joignent  aux  sommets  de 
rang  impair.  (N"**  Annales  de  Mathé.  2«  série,  tome  XV, 
question  1213.) 

Ce  théorème  s'applique  à  un  polygone  régulier  d'un  nom- 
bre impair  de  côlés. 


^6  — 
^  çuotient  des  diagonales  du  quadri- 

laière  if^^'.     je  aBO,  on  a  (fig.  de  l'article  XIX) 
Dans  i^^/J^B'  +  BO*  —  2AB  .  BO  cos  OBG  ; 
'dans  le  triangle  BOC, 
de  ^^"^^^g*^  BG*  +  BÔ*  —  2BG  .  BO  cos  ABO. 

a  aBO  et  cos  OBG  étant  des  quantités  égales  et  de 
^^'  contràireSf  on  déduit  de  ces  relations  en  les  ajoutant 
^^^^u^  à  membre  après  avoir  multiplié  les  deux  membres 
T  la  premihre  par  BC  et  ceux  de  la  seconde  par  AB  : 
%C  .  or  +  AB  .  OG*  =  AG  .  OB*  +  AB  .  BG  .  AC. 

Bn  prenant  le  point  0  pour  pôle  d'inversion,  cette  relation 
devient,  après  quelques  simplifications  : 

ac  ab  .  bc  '\'  oa  .  oc 

Ob        ab  .  oa  -{-  bc  ,  oc' 

XXII.  —  Nous  donnerons  encore  un  exemple  du  principe 
général  de  la  transformation  des  distances  en  partant  du 

théorème  suivant,  dont  la  démonstration 
^       est  connue  :  Si  à  un  cercle  G  inscrit  à 
un  angle  AOB,  on  mène  une  tangente  in- 
^  f   Â^  B    '  ^e^     |«  térieure  AB,  le  triangle  AOB  a  un  péri- 
mètre constant. 

Geci  posé,  construisons  la  figure 
inverse  en  prenant  pour  pôle  le  sommet  0  et  [/.pour  module. 
La  figure  inverse  du  cercle  DE  est  un  cercle  de  inscrit 
dans  Tangle;  la  figure  inverse  de  la  droite  AB  est  une 
circonférence  Oab  passant  par  le  pôle  et  touchant  la  cir- 
conférence de  au  point  ty  réciproque  de  T  ;  la  relation 

OA  +  OB  +  AB  =  2p 
devient 

Oa  "^  OB  "^  ^Oa.06  ~  ^^' 
ou  plus  simplement  : 

06  -f"  Q^  H"  ^^ ^P 

Oa  06         """7"  ' 
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Désignons  par  S  Taire  du  triangle  Oab  et  par  r  le  rayon 
du  cercle  inscrit  à  ce  triangle,  nous  aurons 

2S  =  Oa  .  06  sin  0  =  r  [06  +  Oa  +  ab]  ; 
donc  l'égalité  précédente  équivaut  à 

r  =  constante. 
Ainsi,  quelle  que  soit  la  tangente  a6,'le  triangle  Oa6  est 
circonscrit  à  une  circonférence  fixe  I,  non  tracée  sur  la 
figure,  inscrite  à  l'angle  AOB.  Les  tangentes  extérieures  à 
cette  circonférence  sont  les  cordes  ab  des  circonférences 
variables  Oa6,  tangentes  à  la  circonférence  fixe  de.  Nous 
pourrons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  :  Si  à  un  cercle  I,  inscrit  à  un  angle  aOb,  on 
mène  une  tangente  extérieure  quelconque  ab,  la  cireonférenee 
circonscrite  au  triangle  Oab  est  tangente  à  une  circonférence  fixe 
de,  inscrite  à  l* angle  aOb. 

Ce  remarquable  théorème  est  dû  à  M.  Mannheim  (1). 

XXIII.  Transformation  des  aires.  —  Soit  une  droite  AB  et 
Oa6  la  figure  inverse.  Les  triangles  Oa6,  OAB  ayant  un  angle 
commun  donnent 

Oa6  _  Oo  .  06   . 

OAB  ■"  OA  .  OB  • 

Multiplions  les  deux  termes  du  second  membre  par  le 
produit  Oa  .  06,  nous  avons 

Oa6       0?  >  06 
OB  ~"         [A» 

Soit  h  la  distance  du  point  0  à  la  droite  AB,  et  R  le 
rayon  de  la  circonférence,  on  a 


2R  = 


h 


et  OAB  =  AB  .    A  ==  AB  -i^ 

2  4R 

-»,     ,                        A  »>                    û6 
d'autre  part,  AB  =  jji   — ^ ^r-; 


(1)  Voir  Théorèfnes  et  problèmes  de  géométrie  élémentaire,  par  M.  Catalan, 
5«  édition,  page  122. 


—  8  — 

Oa  .  Ob 

donc  Oab  =-  = .  ao. 

4K 

On   retrouve  la   formule   connue  de   Taire  du    triangle 

inscrit.  , 

{A  suivre,) 


NOTE  SUR  LA  CONVERSION 

DES 

traotioiui  déoimales  périodiques  en  fractions  ordinaires, 

par  M.  M.,  professeur  agrégé  de  rUniversité. 


L  —  Soit  à  convertir  en  fraction   ordinaire   la   fraction 
périodique  simple  2,345454 

Proposons-nous  de  chercher  les  deux  nombres  a  et  6,  dont 
la  division  donne  le  quotient  périodique  proposé. 

Le  quotient  de  la  division  de  a  par  b  à  une  unité  est  2, 
et  le  reste  est  inconnu;  appelons-le  r, 
(i)  a  =  6  X  2  +  r. 

Le  quotient  de  la  division  de  a  par  b  à  0,01   près  est 
2,54;  donc   looa  divisé  par  b  donne  pour  quotient  254,  et 
le   reste   de  cette  division   est  précisément  r,  puisque  la 
période  recommence  après  ce  reste, 
(2)  lOoa  =  6  X  254  -f-  »'• 

Retranchons  membre  à  membre  Tégalité  (1)  de  l'égalité, 
nous  aurons 

(2),  99a  =  6  X  (254  —  2); 

divisons  les  deux  membres  par  996,  nous  aurons 

a  254  —  2 

b   ~        99 

Nous  ne  trouvons  pas  a  et  &,  mais  une  fraction  équiva- 
lente à  —  ;  de  là  résulte  la  règle  connue  :  pour  trouver  une 

fraction  ordinaire  qui  engendre  une  fraction  périodique  sim- 
pkj  on  retranche  la  partie  entière  de  la  fraction  du  nombre 
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entier  formé  par  cette  partie  entière  suivie  d*une  période^  on  a 
ainsi  le  numérateur^  et  on  prend  pour  dénominattur  un  nombre 
composé  d*autant  de  9  quil  y  a  de  chiffres  à  la  pàiode.  Nous 
avons  pris  pour  exemple  une  fraction  périodique  simple 
ayant  une  partie  entière,  afin  de  pouvoir  ramener  la  con- 
version d'une  fraction  décimale  périodique  mixte  en  frac-- 
tion  ordinaire  à  celle  d'une  fraction  périodique  simple. 

II.  —  Soit  à  convertir  en  fraction  ordinaire  la   fraction 
décimale  périodique  mixte  2,341686868 

Désignons  par  a  et  6  les  deux  nombres  dont  la  division 

donne  pour  quotient  2,341686868...,  et   multiplions  a  par 

une  puissance  de  10  dont  l'exposant  égale  le  nombre  des 

chiffres  décimaux  non  périodiques,  la  troisième,  le  quotient 

delà  division  de  loooa  par  b  sera  évidemment  2341 ,686868...; 

mais    ce   quotient   est   une    fraction  périodique   simple   à 

partie    entière,   dont    la    fraction    génératrice    équivaut    à 

234168  —  2341    .  ..     4    ,  i^  ri 

— -^ -^i  le  quotient  de  a  par  b  sera  1000  fois  plus 

99 
petit,  ^  =  ^34168  -  2341 

b  99000 

De  là  résulte  la  règle  connue  :  pour  trouver  une  fraction 
ordinaire  qui  engendre  une  fraction  périodique  mixte,  on  re^ 
tranche  le  nombre  entier  formé  par  la  partie  entière  suivie  des 
chiffres  décimaux  non  périodiques  du  nombre  entier  formé  far 
la  partie  entière  smvie  des  chiffres  décimaux  non  périodiques 
et  d'une  période,  on  a  ainsi  le  numérateur,  et  on  prend  pour 
dénominateur  un  nombre  composé  d^autant  de  9  qu'il  y  a  de 
chiffres  à  la  période,  suivis  dautant  de  zéros  quil  y  a  de  chif- 
fres décimaux  non  périodiques. 

III.  —  Pour  compléter  la  démonstration  qui  précède,  il  est 
nécessaire  de  démontrer  que  la  seconde  période  commence 
quand  on  a  retrouvé  le  reste  auquel  a  commencé  la  pre- 
mière. 

Il  est  certain  que  toutes  les  périodes  ne  peuvent  pas 
commencer  à  des  restes  différents,  car  le  diviseur  étant  6, 
le  reste  est  au  plus  égal  à  6  —  i,  et  si  6  —  i  périodes 
ont  commencé  à  des  restes  différents,  ces  restes  sont  les 
6  —  I  premiers  nombres,  le  reste  suivant  sera  donc  l'un 
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d'eux.  Cela  étant,  reprenons  l'exemple  2,545454...  et  sup- 
posons que  la  7®  période  commence  au  même  reste  r,  que 
la  4<^;  en  plaçant  6  zéros  à  la  droite  de  r,  et  divisant  par 
b,  on  trouvera  pour  quotient  545454,  et  pour  reste  r, 

loooooo  X  ^  =  6  X  545454  +  r; 
retranchons  r  aux  deux  membres, 

(1)  999999  r  =b  X  545454, 

ou  99  X  loioi  r  =  6  X  54  X  loioi; 

divisons  les  deux  membres  par  loioi, 

(2)  99  r  =  6  X  54, 

100  r  —  r  =  6  X  54, 

ajoutons  r  aux  deux  membres, 

100  r  =  6  X  54  +  r; 
donc  en  plaçant  deux  zéros  à  droite  de  r,  et  en  divisant 
par  6,  on  trouve  pour  quotient  la  période,  et  pour  reste  r, 
c'est-à-dire  que  deux  périodes  successives  commencent 
nécessairement  au  même  reste,  et,  par  conséquent,  la  se- 
conde commence  au  même  reste  que  la  première. 

Cette  démonstration  prouve  incidemment  que  si  Ton 
considérait  la  période  comme  formée  des  6  chiffres  545454, 
et  qu'on  appliquât  la  règle  de  conversion  en  fraction  ordi- 
naire, on  arriverait  au  même  résultat  qu'en  prenant  pour 
période  54,  car  de  l'égalité  (1),  on  tire 

•  r  545454 

6   "999999" 
r   54 

6  ~99' 

545454  54 

999999  ^  99  ' 


et  de  l'égalité  (2), 


donc 


IV,  —  Si  le  dénominateur  d'une  fraction  ordinaire  irré- 
ductible est  premier  avec  10,  la  fraction  convertie  en  déci- 
males donne  naissance  à  une  fraction  périodique  simple. 

Soit  T  la  fraction  proposée,  e  la  partie  entière  du  quo- 
tient, ri  le  reste,  on  a 

a  =  6  X  e  +  Tj. 

Je  dis  que  r,  est  premier  avec  6,  car  s'il  ne  l'était  pas, 
t\  et  6  auraient  un  facteur  commun  qui,  divisant  le  second 
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membre  diviserait  le  premier  a;  donc  a  et  6  ne  seraient 

pas  premiers  entre  eux,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

d 
Pour  prouver  que  la  fraction   décimale  engendrée  par  — 

est  périodique  simple,  il  suffit  de  prouver  que  le  premier 
des  restes  successifs,  qui  sera  égal  à  un  reste  précédem- 
ment obtenu,  sera  égal  à  r^.  Supposons  qu'un  reste  quel- 
conque r,  soit  le  premier  qui  égale  un  reste  précédent  r,, 
je  dis  que  r,  sera  égal  à  r^  :  en  effet,  rj,  suivi  de  deux 
zéros  et  divisé  par  6,  donne  pour  reste  r„  et  r^  suivi  de 
7  zéros,  et  divisé  par  6,  donne  aussi  pour  reste  r,.  On  a 
donc  looooooo  rj  =  6  X  wi  -f"  ^«> 

loo  r^  =  6  X  w'  +  r,, 
retranchons  ces  égalités  membre  à  membre, 

9999900  Ti  =  fc  X  (m  —  m'), 

99999  X  100  X  fi  =  6  X  (m  —  m); 
b  divise  le  second  membre,  il  doit  diviser  le  premier  ;  mais 
il  est   premier   avec   100  et  avec  ri,  il  doit  donc  diviser 
l'autre  facteur  99999,  et  l'on  a 

99999  =  b  X  q; 
multiplions  les  deux  membres  par  r,,  et  remplaçons  99999 
par  1 00000  —  I, 

(looooo  —  i)  X  Tj  =  6  X  g  X  n, 
looooo  fi  —  Tj  =  6  X  g  X  n, 

lOOooo  ri  =^  6  X  7  X  n  +  ^1 
doncr,  suivi  de  5  zéros,  et  divisé  par  6,  donne  pour  reste  fj, 
r,  est  donc  le  premier  reste  périodique,  et  la  période  com- 
mence immédiatement  après  la  virgule  du  quotient. 

V.  —  Si  le  dénominateur  d'une  fraction  irréductible    zg 

n'est  pas  premier  avec  10,  celte  fraction  engendre  une 
fraction  décimale  périodique  mixte,  et  le  nombre  des  chif- 
fres décimaux  de  la  partie  non  périodique  est  égal  au  plus 
fort  exposant  des  facteurs.  2  et  5  dans  le  dénominateur  B. 
Soit  B  8gal  à  2*  X  5  X  ô,  2*  X  5  et  6  sont  premiers 
avec  a;  or  on  a 

a=2*x5x6Xe  +  ri 
r^  est  premier  avec  2*  X  5  et  avec  6,  car  si   un  nombre 
divisait  à  la  fois  r^  et  2*  X  5  ou  6,  il  diviserait  le  second 
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membre,  donc  il  diviserait   le  premier  a,  donc  a  ne  serait 

pas  premier   avec    2*  X  5  ou  avec  b,  et  ~  ne   serait  pas 

irréductible.  Cela  démontré,  supposons  que  lo^  soit  une 
puissance  de  lo  telle  que  r,  X  lo*  divisé  par  B  donne  un 
reste  rj-^-i  se  reproduisant  ultérieuremcEt,  et  soit  io*+y 
la  puissance  suivante  de  lo  telle  que  Vi  X  io*  +  y  divisé 
par  B  donne  le  môme  reste  r^  -\-i;  on  a 

Tj  X  lo^+y  =B  X  m  -i-  rx-{~i. 

r,    X    lO^    =    B   X   m'  +  Ta;  + 1, 

retranchons  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 
r,  X  lo*  X  (loy  —  i)  =  B  (m  —  in) 
=  feX2*x5x(w  —  m'). 
2*  X  5  divise  le  second   membre,  il  doit  diviser   le  pre- 
mier; mais  il  est  premier  avec  Tj,  et  avec  lo»  —  i,  qui  est 
composé  exclusivement  de  chiffres  égaux  à  9  ;  donc  2*  X  5 
divise  10^,  x  est  donc  au  moins  égal  à  4;  donc  le  premier 
reste  qui  se  reproduise  est  le  5*,  et  le  premier  chiffre  dé- 
cimal du  quotient  de  a  par  B,  qui  se  reproduise,  est  aussi 
leff**;  il  y  a  donc  4  décimales  non  périodiques,  ce  qui  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 


ETUDE  SUR  LES  OPERATIONS  DE  L'ARITHMETIQUE 

l>ar  F.  R.  A. 


/.  Les  trois  opérations  directes. 

La  première  opération  dont  Tidée  se  présente  est  TADDiTiONt 
par  laquelle  on  cherche  un  nombre  qui  exprime  autant  d'unités 
et  parties  (Tunité  quil  y  en  a  dans  des  nombres  donnés  : 

4  +  3  =  7  (<) 

L'addition  de  plusieurs  nombres  égaux  donne  naissance 
à  la  Multiplication,  opération  par  laquelle  on  répète  un  pre- 

'1)  4  plus  3  égale  7. 
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mier  nombf^e  autant  de  fois  que  Uindiqus  un  second  : 
4  +  4  +  4  =  4X3  ou  4.  3  =  12  (1). 
De  même,  la  multiplication  de  plusieurs  facteurs  égaux 
donne  naissance  à  Télévation  aux  puissances,  ou  Exalta- 
tion, opération  par  laquelle  un  premier  nombre  est  pris  comme 
fadeur  autant  de  fois  que  Vindiqite  un  second  nombre  : 

4  X  4  X  4  0^  4  •  4  •  4  =  4'  =  64  (2) 

Le  premier  nombre  est  appelé  racine,  le  second  exposant 
ou  degréy  et  le  résultat  est  une  puissance. 

Telles  sont  les  trois  opérations  directes. 

Dans  les  deux  premières,  les  rôles  passif  et  actif  des 
nombres  sont  indifférents  :  4  augmenté  de  3  donne  autant 
que  3  augmenté  de  4  ;  de  même,  4  répété  3  fois  donne 
autant  que  3  répété  4  fois. 

Il  en  est  autrement  dans  l'Exaltation  :  4  élevé  ù  la  3^ 
puissance  égale  4  .  4  .  4  ou  64;  et  3  élevé  à  la  4^  puis- 
sance égale  3  .  3  .  3  .  3  ou  81.  Le  nombre  64  ne  ren- 
ferme que  des  facteurs  4,  ou  plutôt  des  facteurs  2,  et  le 
nombre  81  ne  renferme  que  des  facteurs  3. 

Les  rôles  de  racine  et  à'eosposant  ne  sont  donc  pas  indif- 
férents ;  les  deux  nombres  ne  fonctionnent  pas  d'une  manière 
symétrique,  et  Ton  ne  peut  ici,  comme  dans  l'addition  et 
la  multiplication,  introduire  d'autres  nombres  au  même 
titre  que  les  premiers,  pour  donner  naissance  à  une  nou- 
velle opération  directe. 

//.  Les  opérations  inverses. 

Lorsqu'une  opération  directe  a  été  faite  avec  deux  nombres, 
ou  peut  se  donner  le  résultat  {total,  produit  ou  puissance) 
et  l'un  des  deux  nombres  primitifs,  dans  le  but  de  trouver 
l'autre.  Cette  recherche  donne  lieu  à  une  nouvelle  opération 
qui  est  inverse  de  la  première. 

Par  exemple,  étant  donnés  7  comme  total  de  deux  nom- 
bres, et  4  comme  l'un  de  ces  nombres,  on  trouve  l'autre  en 
retranchant  4  de  7  :      7  —  4  =  3  (3) 

(1)  4  multiplié  par  3  égale  12. 
(i)  4  exposant  3  égale  64. 
(3)  7  moins  4  égale  3. 
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Et  Ton  trouverait  de  même  7  —  3=4. 

La  Soustraction  est  une  opération  par  laquelle^  étant  donnés  le 
total  de  deux  nombres  et  Vun  de  ces  nombres,  on  cherche  Vautre. 

Autre  exemple  :  Si  Ton  prend  1 2  comme  produit  de  deux 
nombres,  et  4  comme  Tun  des  facteurs,  on  trouve  l'autre 
facteur  en  cherchant  combien  de  fois  12  contient  4,  ou 
bien  en  prenant  le  {■  de  12  : 

12  :  4  ou  — =3  (1). 
4 


On  trouverait  de  même   12 


3ou-  = 


La  Division  est  une  opération  par  laquelle^  étant  donnés  le 
produit  de  deux  nombres  et  Vun  de  ces  nombres^  on  cherche  Vautre. 

Enfin,  considérons  une  Exaltation,  c'est-à-dire  une  for- 
mation de  puissance,  par  exemple  4'  =  64. 

Si  Ton  se  donne  64  comme  puissance  et  3  comme  exposant, 
on  trouve  la  racine  en  décomposant  64  en  3  facteurs  égaux; 
l'opération  que  Ton  fait  alors  est  appelée  extraction  de  racine, 
ou  simplement  Extraction,  On  écrit 


y/; 


64  OU  64^/3  =  4  (2). 

L'Extraction  est  une  opération  par  laquelle^  étant  donnés  une 
puissance  et  son  degré,  on  cherche  la  racine. 

Etant  données  la  puissance  64  et  la  racine  4,  on  peut  se 
proposer  de  chercher  Vexposant,  c'est-à-dire  le  nombre  qui 
exprime  combien  de  fois  4  est  facteur  dans  64;  à  cette  ûu, 
on  peut  diviser  64  par  4,  puis  le  résultat  pap  4,  le  nou- 
veau résultat  encore  par  4,  jusqu'à  ce  qu'oie  obtienne  i 
pour  quotient.  A  chaque  division  que  l'on  fait,  on  enlève 
un  facteur  4;  et  ainsi,  Vexposant  est  égal  au  nombre  dés  di- 
visions successives  que  Von  peut  faire  de  la  puissance  par  la 
racine. 


64 

4 

4 

4 

64 
Autrement  :    ig 

4 
I 

4 

24 

16 
0 

4 

0 

4 
0 

4 

I 

(1)  12  divisé  par  4,  ou  12  sur  4,  égale  3. 

(2)  Racine  3"  de  64,  ou  64  exposant  i/3,  égale  4. 
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Gomme  il  y  a  trois  divisions  possibles,  on  conclut  que 
4  est  3  fois  facteur  dans  64. 

Cette  opération  ayant  pour  objet  la  recherche  d'un  expo- 
sant, ou  la  résolution  d'une  éqv^ion  exponentielle  (4'  =  64), 
nous  la  nommerons  exponentation. 

Et  pour  l'indiquer  de  manière  à  rappeler  le  nombre  des 
divisions  successives  que  Von  peut  faire  de  la  puissance  par  la 
racine,  nous  emploierons  les  signes  ci-«près  : 

64  (:)  4  ou   =É  =  3. 

4 
On  lira  :  64  exponenté  par  4  égale  3. 

Et  la  définition  de  cette  septième  et  dernière  opération 
se  formulera  naturellement  comme  il  suit  : 

L'ExpoNfiNTÀTiON  est  une  opération  par  laquelley  étant  données 
une  puissance  et  sa  racine^  on  cherche  Vexposant, 

Les  rôles  passif  et  actif  étant  indififérents  dans  l'Addition 
et  dans  la  Multiplication,  chacune  de  ces  deux  opérations 
directes  ne  donne  lieu  qu'à  une  seule  opération  inverse. 

Mais,  dans  l'Exaltation,  les  rôles  de  racine  et  d'exposant 
n'étant  pas  convertibles,  la  recherche  de  la  racine  et  celle 
de  l'exposant  donnent  lieu  à  deux  opérations  distinctes. 

Nous  arrivons  donc  à  la  notion  de  sept  opérations,  et  l'on  voit 
que  le  Calcul  proprement  dit  n'en  comprend  pas  davantage. 
Dans  ses  Eléments  d'Algèbre,  Euler  avait  établi,  entre  les 
diverses  opérations  de  l'Arithmétique,  un  rapprochement 
fort  ingénieux,  que  Bourdon  expose  dans  ses  Éléments 
(f^ Arithmétique  (n®  276),  et  qu'il  accompagne  de  cette  remar- 
que: «  La  recherche  de  l'exppsant  exige  une  opération 
toute  particulière,  qui  sera  en-  quelque  sorte  une  septième 
opération  de  l'arithmétique.  » 

///.  Relations  entre  les  opérations. 

D'après  l'exposé  qui  précède,  le  CalciU  comprend  sept  opé- 
rations y  qui  se  classent  naturellement  en  trois  familles, 
comme  il  suit  : 

i*^  famille  :  Addition,  Soustraction; 

2*  famille  :  Multiplication,  Z>}t;mcm; 

3^  famille  :  Exaltation,       Extraction  et  Exponentation. 
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L'élude  des  propriétés  montre  une  correspondance  remar- 
quable, d'une  part  entre  les  opérations  directes»  d'autre 
part  entre  les  opérations  inverses. 

On  sait  que  la  Division  présente  deux  aspects  différents, 
selon  que  le  facteur  connu  est  le  multiplicateur  ou  le 
multiplicande  :  le  premier  de  ces  cas  correspond  à  l'Extrac- 
tion des  racines,  et  le  second  à  TExponentation,  ce  qui  va 
être  précisé  ci-après. 

Voici  quelques  relations  qui  tiennent  à  la  nature  même 
des  opérations. 

1^  Dans  VAdditioriy  on  fait  le  total  de  plusieurs  nombres 
quelconques  :  dans  la  Multiplication^  on  fait,  d'une  manière 
abrégée,  le  total  de  plusieurs  nombres  égaux. 

2®  Dans  la  Multiplication^  on  fait  le  produit  de  plusieurs 
facteurs  quelconques;  dans  VExaliation,  on  fait  le  produit 
de  plusieurs  facteurs  égaux. 

3®  Dans  la  Somlraetiony  on  enlève  une  partie  d'un  total 
pour  trouver  l'autre  partie  :  dans  la  Division^  on  enlève  un 
facteur  d'un  produit  pour  trouver  l'autre  facteur. 

4°  Dans  la  Soustraction^  on  cherche  ce  qui  reste  après 
qu*un  nombre  a  été  retranché  une  fois  d'un  autre  :  dans 
la  Division^   on   cherche  combien  de   fois  un  nombre  peut 

être  soustrait  successivement  d'un  autre. 

S®  Dans  la  Division,  on  partage  un  nombre  en  parties 
égales  :  dans  Y  Extraction,  on  décompose  'un  nombre  eu 
facteurs  égaux. 

6^  Dans  la  Division^  on  cherche  combien  de  fois  uu 
nombre  fonctionne  dans  un  autre  comme  partie  d'un  tout  : 
dans  VExponentation,  on  cherche  combien  de  fois  un  nom- 
bre fonctionne  dans  un  autre  comme  facteur  d'un  produit. 

7^  Dans  la  Division,  le  quotient  est  égal  au  nombre  des 
soustractions  successives  que  Ton  peut  faire  du  diviseur 
sur  le  dividende  :  dans  VExponentation,  l'exposant  est  égal 
au  nombre  des  divisions  successives  que  l'on  peut  faire  de 
la  puissance  par  la  racine. 

(A  suivre.] 
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NOTE  SUR  LE  TRINOME  ET  LA  FRACTION 

DU   SECOND  DEGRÉ. 


On  peut  représenter,  au  moyeu  d'une  construction  gra-* 
phique,  Tétude  du  trinôme  et  de  la  fraction  du  second  degré. 
Cette  construction  très-simple  nous  permettra  de  nous  rendre 
compte  des  diverses  particularités  que  présente  la  fraction 
que  nous  considérons. 

Pour  faire  comprendre  facilement  ce  qui  va  suivre,  il 
nous  suffira  de  rappeler  que  Steiner  appelle  puissance  d'un 
point  par  rapport  à  un  cercle  le  produit  des  distances  de 
ce  point  aux  points  de  rencontre  du  cercle  et  d'une  sécante 
menée  par  le  point.  —  Si  le  point  est  intérieur  au  cercle, 
la  puissance  est  négative  ;  si  le  point  est  extérieur,  la  puis- 
sance est  positive  et  représentée  par  le  carré  de  la  tangente 
menée  du  point  au  cercle. 

I.  Variation  du  signe  du  trinôme. 

Nous  prendrons  le  trinôme  sous  la  forme  x*  —  px  -{'  q. 
Nous  savons  que  Ton  passe  de  cette  forme  à  la  forme  géné- 
rale, en  multipliant  la  première  par  une  quantité  constante, 
ce  qui  ne  change  pas  les  particularités  que  présente  la 
fonction.  Il  peut  se  présenter  trois  cas  : 

1°  Les  racines  sont  réelles  et  inégales;  on  peut  mettre  le 
trinôme  sous  la  forme  (x  —  a)  {x  —  6),  et  Ton  voit  que  si, 
à  partir  d'une  origine  fixe  sur  une  droite  OX  *,  on  prend 
OA  =  a,  OB  =  6,  OX  =  a?,  le  trinôme  n'est  pas  autre 
chose  que  le  produit  de  deux  grandeurs  XA  et  XB,  c'est- 
à-dire  la  puissance  du  point  X  par  rapport  à  un  cercle 
passant  par  les  points  A  et  B.  On  voit  donc  que  cette  puis- 
sance est  positive  tant  que  le  point  X  n'est  pas  entre  les 
points  A  et  B,  et  négative  dans  le  cas  contraire.  On  en 
conclut  facilement  que  le  trinôme  est  positif  tant  que  œ 
n'est  pas  compris  entre  les  deux  racines  a  et  6,  et  qu'il  est 
négatif  si  x  est  compris  entre  o  et  6. 

1.  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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^  Les  racines  sont  réelles  et  égales.  Les  points  A  et  B 
sont  alors  confondus,  le  cercle  qui  passe  par  ces  deux  points 
est  tangent  à  la  droite  OX,  et  comme,  tant  que  le  point  X 
n'est  pas  confondu  avec  le  point  de  contact,  il  existe  une 
tangente  de  longueur  finie,  son  carré  est  positif;  donc  la 
puissance  du  point  X  par  rapport  au  cercle  est  toujours 
positive.  Le  trinôme  est  donc  lui-même  positif,  mais  peut 
s'annuler. 

3®  Les  racines  sont  imaginaires.  Dans  ce  cas,  le  trinôme 
peut  se  mettre  sous  la  forme  i-x  —  -j     +    K*.    Si   nous 

prenons  sur  OX  une  longueur  OM  =  -  ,  et  si  nous  élevons 
au  point  M  une  perpendiculaire  égale  à  E,  on  aura  d'abord 
XM  =  05  —  -,  et,  dans  le  triangle  rectangle  XMR,  on  aura 

RX*i  =  (  uî  —  -  j    4"  ^'-  Donc  le  trinôme  sera  représenté  par 

le  carré  de  la  ligne  XR  ;  et  comme  dans  ce  cas  la  ligne  XR 
existe  toujours,  et  n'est  jamais  nulle,  on  voit  que  le  tri- 
nôme est  toujours  positif  et  ne  peut  pas  s'annuler. 

IL  Variation  de  grandeur  du  trinôme. 

La  construction  précédente  nous  apprendra  facilement 
comment  varie  la  fonction  que  nous  considérons.  En  effet, 
si  les  racines  sont  imaginaires  ou  réelles  et  égales,  on  voit 
que  la  fonction  passe  par  un  minimum  lorsque  le  point  X 
se  confond  avec  le  point  M  ou  avec  le  point  A.  Car,  dans  le 
premier  cas,  la  ligne  RM  est  la  ligne  la  plus  courte  que  Ton 
puisse  mener  du  point  R  à  la  droite.  Dans  le  second  cas,  la 
fonction  est  nulle  pour  le  point  A,  et  pour  tout  autre  posi- 
tion du  point  X,  la  fonction  est  positive. 

Pour  le  cas  oîi  les  racines  sont  réelles  et  inégales,  on  sait 
que,  en  appelant  G  le  centre,  r  le  rayon  du  cercle,  la  puis- 
sance du  point  X  est  représentée  en  grandeur  et  en  signe  par 
ex* —  r^.  Donc,  comme  le  second  terme  est  fixe,  cette  expres- 
sion variera  dans  le  même  sens  que  CX,  et  par  conséquent 
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sera  minima  en  même  temps  que  GX.  On  Yoit  donc  que, 
dans  tous  les  cas,  il  y  aura  minimum  correspondant  au  cas 
oh  Ton  donnera  à  x  une  yaleur  égale  à  la  demi-somme  des 
racines;  c'est  le  résultat  que  donne  directement  Talgëbre. 

III.  Maximum  ou  minimum  de  la  fraction  du  J^"*  degré. 

Considérons  maintenant  la  fraction 

ar*  —  P^  +  9 

y  —   .T«  —  p'x  -f  q~* 

Soient,  comme  tout  à  l'heure,  a  et  6  les  racines  du  numé- 
rateur, c  et  d'ies  racines  du  dénominateur.  Nous  prendrons 
encore  les  points  A,  B,  C,  D  et  X  sur  une  droite  et  la  re- 
cherche du  maximum  ou  du  minimum  de  la  fraction  revient 
à  ce  problème  qui  avait  déjà  préoccupé  Pappus  et  Fermât. 

Trouver  sur  la  droite  indéfinie  un  point  Xtel  que  le  rapport 

XA  .  XB 
XG   .  XD  ' 
soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

On  voit  que  chaque  terme  de  cette  fraction  représente  une 
puissance,  par  rapport  à  un  cercle  qui  passe  par  les  deux 
points  A  et  B,  ou  par  les  deux  points  G  et  D.  Dans  le  cas 
où  les  racines  seront  imaginaires  ou  au  numérateur  ou  au 
dénominateur,  le  terme  correspondant  représentera  le  carré 
de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  déterminé  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut. 

Gela  posé,  au  lieu  de  prendre  une  origine  quelconque,  pre- 
nons le  point  de  la  droite  qui  a  même  puissance  par  rapport 
aux  groupes  de  points  (A,B),  (G,D),  s'ils  existent,  ou  bien  par 
rapport  aux  points  tels  que  R,  si  les  racines  sont  imagi- 
naires. On  sait  que,  pour  construire  ce  point,  il  suffit  de 
prendre  la  rencontre  de  la  droite  avec  l'axe  radical  de  deux 
cercles  ou  d'un  cercle  et  d'un  point  ou  de  deux  points. 
Alors,  la  fraction  se  mettra  sous  la  forme 

x*  —  px  -\-  q 

•^         x'  —  p'x  +  q  ' 
le  terme  tout  connu  au  numérateur  et  au  dénominateur  sera 
le  même,  puisqu'il  représente  la  puissance  de  l'origine  par 
rapport  aux  deux  groupes  de  points. 
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En  ordonnant  par  rapport  à  x^  on  trouve 

x*{j  —y)--x{p  —  py)  +  g  (i  —  y)  =  G. 
La  condition  de  maximum  ou  de  minimum  devient 

(p  — p'j/)«  =  4ç(l  —y)\ 

2(1— j/)         ^ 

Si  nous  cherchons  la  valeur  correspondante  de  x,  nous  trou- 
vons précisément    — ^, — ^-^,  ou  ±  J~^. 

2(1—1/)  "i 

Il  sera  donc  facile  de  construire  cette  valeur  de  x;  on  mè- 
nera une  tangente  de  Torigine  au  cercle  passant  par  un  des 
groupes  de  points,  et  on  la  rabattra  sur  la  ligne  OX.  Les 
points  marqués  en  rabattant  dans  les  deux  directions  à 
partir  du  point  0  donneront  les  points  limites. 

Bemarque, —  Il  y  aura  des  points  limites  à  la  condition  que 
l'on  puisse  de  Torigine  mener  des  tangentes  aux  cercles,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  la  puissance  de  Torigine  au  cercle  soit 
positive.  Or,  cela  se  présente  si  les  racines  des  deux  termes 
sont  imaginaires  et  aussi  si  Tun  des  deux  termes  de  la  frac- 
tion a  ses  racines  imaginaires.  Dans  le  cas  où  les  racines 
sont  réelles  au  numérateur  et  au  dénominateur,  tant  que  les 
deux  segments  sont  extérieurs  Fun  à  rautre,le  problème  est 
encore  susceptible  d'un  maximum  et  d'un  minimum;  mais  si 
les  deux  segments  empiètent  l'un  sur  l'autre,  l'axe  radical 
rencontrerait  la  droite  dans  la  partie  commune  aux  deux 
segments  ;  la  puissance  du  point  sera  négative,  et  par  suite 
on  ne  pourra  plus  mener  de  tangente  au  cercle.  Il  n'y  aura 
donc  ni  maximum  ni  minimum. 

On  arriverait  du  reste,  par  l'algèbre  à  ce  résultat.  Eu 
effet,  on  peut  toujours,  par  un  déplacement  convenable  d'o- 
rigine, ramener  l'expression  à  la.  forme  que  nous  lui  avons 
donnée.  Pour  que,  alors,  il  n'y  ait  ni  maximum  ni  minimum, 
il  faut  que,  en  résolvant  par  rappart  à  x,  la  quantité  sous 
le  radical  ait  ses  racines  imaginaires.  En  cherchant  la  con- 
dition pour  que  cela  ait  lieu,  on  trouve 

4qf(p_p')«<  o, 
ou  g  <  o.  Ce  qui  exige  que  la  nouvelle  origine  soit  à  l'in- 
térieur de  chacun  des  deux  segments,  ce  qui  ne  peut  arriver 
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que  s'ils  empiëtent  l'un  sur  Vautre.  Les  divers  résultats  que 
l'on  obtient  par  l'algèbre  sont  donc  donnés  par  notre  discus- 
sion, qui  a  l'ayantago  de  parler  aux  yeux  en  môme  temps 
qu'à  l'esprit. 

A.  M. 


CONCOURS  POUR  L'ÉCOLE  CENTRALE. 

Compositions  mathématiqpies. 

Soit  un  parallélogramme  OABG.  Sur  la  diagonale  OC,  on  prend  un  point  I, 
et  on  considère  une  conique  ayant  pour  centre  le  point  I,  et  passant  aux 
trois  points  0,  A,  B.  A  cette  conique  on  mène  des  tangentes  parallèles  à 
OA,  et  des  tangentes  parallèles  à  OB,  lieu  du  point  des  concours  de  ces 
tangentes  lorsque  le  point  I  parcourt  la  ligne  indéflnie  OC.  On  distinguera 
les  points  du  lieu  qui  correspondent  au  cas  où  la  conique  donnée  est  une 
ellipse,  et  ceux  qui  correspondent  au  cas  où  c'est  une  hyperbole. 

[Août  4868.) 

On  donne  dans  un  plan  deux  ellipses  concentriques  dont  les  axes  coïn- 
cident en  direction,  et  une  droite  AB.  Par  un  point  quelconque  P,  pris  sur 
cette  droite,  on  mène  des  tangentes  aux  deux  ellipses,  puis  les  cordes  de 
contact  qui  leur  correspondent  dans  chaque  ellipse.  Ces  cordes  se  coupent 
en  un  point  M.  On  demande  :  1*  le  lieu  du  point  M  lorsque  le  point 
parcourt  la  droite  AB;  2*>  le  lieu  du  centre  du  lieu  du  point  M  lorsque  la 
droite  AB  tourne  autour  du  centre  des  deux  ellipses  en  restant  à  une  dis- 
tance constante  de  ce  centre.  (Octobre  4868.) 

Soient  Ox^  Oy^  deux  axes  rectangulaires,  et  H  un  point  fixe  sur  l'axe 
des  y,  ayant  pour  ordonnée  h.  On  sait  quel'équation  générale  des  coniques 
qui  ont  un  foyer  au  point  0,  passent  au  point  H  et  ont  l'axe  focal  sur 
OX  est  l^  (a^  +  y')  =  V  (a;  —  l)\ 

dans  laquelle  le  paramètre  yariable  l  représente  l'abcisse  de  la  directrice 
correspondant  au  foyer  0.  Cela  posé,  on  demande  de  résoudre  les  questions 
suivantes  : 

1*  On  considère  l'une  quelconque  des  coniques  représentées  par  cette 
équation.  On  mène  parle  point  0  une  parallèle  à  la  tangente  en  H  à  cette 
conique.  Cette  parallèle  rencontre  la  conique  en  deux  points  dont  on  de- 
mande le  lieu  lorsque  l'on  fait  varier  /;  on  séparera  les  parties  qui  corres- 
pondent au  cas  où  la  conique  est  une  ellipse  de  celles  qui  correspondent  au 
cas  où  la  conique  est  une  hyperbole  ; 

2*  On  considère  l'une  quelconque  des  hyperboles  représentées  par  l'équa- 
tion ;  par  le  point  0,  on  mène  des  parallèles  aux  asymptotes  ;  on  demande 
le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  parallèles  avec  la  courbe  lorsque  l'on 
fait  varier  l; 

3*  On  considère  encore  l'une  des  hyperboles  précédentes,  et  l'on  mène  les 
parallèles  aux  asymptotes  par  le  pied  de  la  directrice  correspondant  au  foyer 
0.  On  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  avec  la  courbe. 

[Août  4869.) 
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Soit  un  triangle  ABC,  et  0  le  milieu  de  ÀC;  on  mène  une  droite  DE 
parallèle  à  OB;  elle  rencontre  les  côtés  CB  et  AB  ou  leurs  prolongemcnis 
en  D  et  E;  on  mène  enfln  les  droites  AD,  CE;  ces  droites  se  coupent  en 
M.  On  demande  :  1-  le  lieu  du  point  M,  lorsque  la  droite  DE  se  déplace 
parallèlement  à  elle-même;  2*  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite 
DE  et  de  la  tangente  au  lieu  précédent  au  point  M  correspondant  à  une 
position  de  DE.  (''««  ^«7/.) 

On  donne  dans  un  plan  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY,  et  une 
hyperbole  équilatère  ayant  pour  équation  rcy  =  m'.  P  et  Q  étant  deux 
points  du  plan  tels  que  la  droite  PQ  soit  parallèle  à  OX  et  ait  son  milieu 
en  I  sur  l'hyperbole,  on  demande  :  !•  de  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point 
0  lorsque  le  point  P  décrit  une  droite  quelconque  Ddu  plan;  2»  de  prouver 
que  la  tangente  au  lieu  en  un  point  quelconque  passe  par  le  point  où  la 
droite  D  rencontre  la  tangente  en  I  à  l'hyperbole;  3-  de  trouver  le  lieu 
des  foyers  du  lieu  précédent  lorsque  la  droite  D  tourne  autour  du  point 
où  elle  rencontre  OX.  i^oût  4874.) 

On  demande  le  lieu  des  sommets  des  hyperboles  qui  passent  par  un  point 
donné,  dont  une  asymptote  est  une  droite  donnée,  tandis  que  l'autre  asymp- 
tote est  seulement  parallèle  à  une  direction  donnée.  [OcU^e  4874.) 


CONCOURS  GENERAUX. 


CONCOURS  DE  1837. 

dasBe  de  troisième  (sciences). 

Étant  données  dans  un  plan  deux  circonférences  concentriques  et  un 
point,  mener  par  ce  point  une  sécante  telle  que  la  portion  de  cette 
droite  comprise  entre  les  deux  circonférences  soit  égale  à  une  longueur 
donnée. 

Calculer  à  moins  de  un  centimètre  carré  près  la  surface  'd*un  losange, 
sachant  que  la  plus  petite  diagonale  est  égale  à  l'un  des  côtés  et  que  la 
plus  grande  a  une  longueur  de  i",98. 

CSlasse  de  seconde  [sciences). 

On  circonscrit  à  un  cercle  un  hexagone  régulier  ABCDEF;  on  mène  le 
diamètre  FC  et  les  diagonales  AG  et  BF,  qui  se  coupent  en  un  point  I, 
sur  le  rayon  OH  perpendiculaire  à  PC.  Si  Ton  fait  tourner  la  figure  autour 
de  OH  comme  diamètre,  les  triangles  FIC,  AIE  engendrent  des  cônes.  On 
demande  l'expression  de  leur  surface  et  celle  de  leur  volume  en  fonction 
du  rayon  du  cercle. 

Classe  de  rhétorique  (sciences). 

Étant  donnés  le  foyer  et  la  directrice  d'une  parabole,  trouver  sur  l'axe 
un  point  d*où  l'on  paisse  mener  à  la  courbe  deux  normales  comprenant 
entre  elles  un  angle  donné. 
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CSlasse  de  logique  [lettres). 

Étant  donné  un  hexagone  régulier  ABCDEF,  inscrit  dans  un  cercle,  on 
abaisse  du  centre  0  sur  les  côtés  non  consécutifs  AB,  CD,  EP,  les  perpen- 
diculaires OM,  ON,  OP,  que  l'on  prend  égales  au  côté  du  carré  inscrit 
dans  le  même  cercle.  On  propose  de  démontrer  que  le  triangle  MNP, 
ainsi  obtenu,  est  équivalent  à  l'hexagone. 

Cilasse  de  logique  (sciences). 

Démontrer  qu'une  équation  du  second  degré  à  une  inconnue  ne  peut 
avoir  que  deux  racines. 

Étant  donnés  sur  un  plan  une  droite  et  un  cercle,  l'angle  formé  en 
joignant  un  point  de  la  circonférence  aux  deux  extrémités  de  la  droite  esl- 
il  susceptible  ou  non  de  maximum  ou  de  minimum  ? 


CONCOURS  DE  1888. 

Classe  de  troisième  (sciences). 

Trois  triangles  APB,  AQB,  ARB,  ont  une  base  commune  AB.  Les  triangles 
sont  entièrement  donnés,  et  l'on  connaît  les  côtés  et  les  angles  de  chacun 
d'eux.  On  demande  de  calculer  les  angles  du  triangle  formé  par  les  bissec- 
trices des  trois  angles  APB,  AQB,  ARB. 

On  fera  l'application  au  cas  où  l'on  a 

RAB  =  ^;  RBA  =*  -;  QBA  =  i|;QAB  «  1;  PAB  =  |;  PBA  =  1. 

23'  19'  i3  17'  5*  II 

L'unité  de  mesure  de  l'angle  est  l'angle  droit. 

Classe  de  seconde  (sciences). 

Étant  donné  un  triangle  ABC,  dans  lequel  l'angle  en  A  est  aigu,  déter- 
miner la  droite  menée  par  A  extérieurement  au  triangle  et  dans  son  plan 
telle  que  le  volume  engendré  par  le  triangle  tournant  autour  de  cette  droite 
soit  le  plus  grand  possible. 

Discussion  complète  des  formules  générales  qui  donnent  les  valeurs  de 
œ  et  de  y  dans  le  système       oa?  +  6y  =  c, 

a'x  +  Vy  =  &. 

Classe  de  rhétorique  (sciences). 

On  donne  dans  un  plan  deux  points  A,  B,  et  une  droite  CD.  1*  Construire 
une  ellipse  ayant  A  et  B  pour  foyers  et  .tangente  à  CD.  2*  Démontrer  que 
toute  ellipse  décrite  des  mêmes  foyers  A  et  B  et  dont  le  grand  axe  sur- 
passe celui  de  l'ellipse  trouvée  coupe  CD  en  deux  points.  3*  Démontrer  que 
le  problème  de  construire  une  ellipse  ayant  pour  foyers  les  points  A  et  B, 
et  telle  que  la  corde  Interceptée  sur  la  droite  CD  ait  une  longueur  donnée 
est  toujours  possible  et  n'admet  qu'une  solution. 


—  ai- 
dasse de  logique  (lettres). 

Exposez  la  marche  à  suivre  pour  obtenir  la  racine  carrée  da  nombre 
I 18400. 

Faire  connaître  les  propriétés  des  polygones  semblables  et  leur  application 
au  lever  de  plans. 

Classe  de  logique  (sciences). 

Démontrer  les  propriétés  suivantes  : 

1*  Étant  donnés  deux  angles  Irièdres  égaux,  et  ayant  le  même  sommet, 
on  peut  toujours  mener  par  ce  sommet  une  droite  telle  que  si  l'on  Cait 
tourner  le  premier  trièdre  autour  de  cette  droite  comme  axe,  il  vienne  coïn- 
cider avec  le  second. 

2*  Si  deux  nombres  n  et  n  jouissent  de  cette  propriété  que  chacun  d'eux 
est  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  entiers,  le  produit  nn'  de  ces 
nombres  sera  également  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  entiers. 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES. 


FACULTÉ  DE  POITIERS. 

Session  de  léTS.' 

—  On  donne  un  cercle  et  un  diamètre  AB.  A  quelle  distance  du  centre  0 
fautril  mener  la  corde  DE  perpendiculaire  sur  AB,  pour  que  la  surface 
latérale  du  cône  engendré  par  la  révolution  de  la  corde  AJ)    autour    de 

AB  soit  à  la  surface  de  la  zone  AMD  dans  un  rapport  donné  — t  —  Entre 

quelles  limites  doit  être  compris  le  nombre  n? 

Sessions  de  1873. 

—Etant  données  les  traces  d'une  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  et 
une  droite  dans  le  plan  vertical,  trouver  Tangle  de  ces  deux  droites  et  cons- 
truire la  bissectrice. 

—  Deux  côtés  d'un  triangle  ont  pour  longueur  8870",5et  131  ai  ",5.  L'an- 
gle compris  est  65*  16'  dO".  Trouver  le  troisième  côté. 

—Trouver  le  volume  du  segment  de  sphère  compris  sous  la  zone  polaire. 
Le  cercle  polaire  est  à  23*  3(y  du  pôle.  * 

—  Trouver  deux  nombres,  connaissant  leur  somme  et  la  somme  de  leurs 
cubes. 

— Inscrire  dans  une  sphère  un  cylindre,  sachant  que  son  volume  est  égal 
à  la  somme  des  segments  de  la  sphère  qui  ont  même  base. 

—  Etant  donné  an  cercle  de  rayon  r,  et  un  point  situé  à  une  distance  a 
du  centre,  mener  par  ce  point  une  sécante  telle  que  la  corde  ait  une  Ion* 
gueur  donnée  b. 
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—  Trovrer  en  degrés,  minutes  et  secondes  l'angle  x^  pour  lequel  on  a 

2  sin  a;  +  ^  cos  a;  sa  i . 
—A  quelle  distance  du  sommet  faut-Il  mener  un  plan  parallèle  à  la  base 
d'un  cône  pour  que  la  surface  latérale  soit  divisée  en  deux  parties  ayant 
UD  rapport  donné? 

—  Calculer  le  volume  du  tronc  de  pyramide  triangulaire  en  le  considérant 
comme  la  différence  entre  deux  pyramides. 

—  Trouver  un  nombre  de  trois  chiffres  sachant  que  le  chiffre  des  dizaines 
est  moyen  proportionnel  entre  les  deux  autres  ;  que  l'inverse  du  chiffre 
des  centaines  est  égal  à  l'inverse  du  chiffre  des  dizaines  plus  deux  fois 
l'inverse  du  chiffre  des  unités;  que  le  chiffre  des  unités  est  égal  au  pro- 
duit des  deux  autres. 

—Rendre  calculable  par  logarithmes  l'expression  i  —  sin'a;  —  sin>2/.  Trou- 
ver le  maximum  et  le  minimum  de  cette  expression,  sachant  que  la  somme 
X  +  y  est  constante. 


MÉLANGES 


HISTOIRE  DES  MATHEMATIQUES 

Par  le  dôeteur  Denrl  Suter,  de  SEttrich,  traduite  par  M.  A. -G.  Melon. 

Suite.  Voir  Tome  !•%  page  368. 


LA  SCIENCE  CHEZ  LES  GRECS. 

Son  importation.  —  Ses  progrès  JuB<ia'à  la  fondation  de  TËcole 

d'Alexandrie. 

Les  commencements  de  la  culture  des  sciences  sont 
enveloppés  d'épaisses  ténèbres,  aussi  bien  chez  les  Grecs 
que  chez  les  peuples  dont  nous  venons  de  parler.  Comme 
pour  ces  derniers,  les  connaissances  des  Grecs  en  Mathé- 
matiques et  en  Astronomie,  ayant  Thaïes  et  Pythagore,  se 
bornaient  aux  relations  inévitables  qui  existent  entre  l'agri- 
culture, la  navigation,  la  distribution  du  temps  en  vue  des 
fêtes  religieuses  et  les  phénomènes  périodiques  du  ciel, 
savoir:  le  mouvement  des  constellations,  Tobservation  des 
éclipses,  La  division  du  zodiaque,  le  partage  du  ciel  étoile 
en  constellations  et  les  désignations  mythologiques  de  ces 
dernières,  semblent  avoir  été  Tobjet  d'une  attention  et 
d'une   faveur  toute  spéciales   de  la  part  des  Grecs.  Leur 
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religion  polythéiste  et  leur  mythologie  raffinée  se  prêtaient 
bien  à  ces  jeux  d'allégorie  mystique.  Les  peuples  de  TOc- 
cident  ont  adopté,  dans  leur  ensemble,  les  dénominations  et 
les  signes  imaginés  par  les  Grecs. 

Les  auteurs  grecs  et  les  savants  modernes  veulent  placer 
Torigine  de  Tastronomie  grecque,  c'est-à-dire  le  partage 
du  ciel  étoile  en  constellations,  à  l'époque  de  l'expédition 
des  Argonautes  et  de  la  guerre  de  Troie.  Mais  de  telles 
présomptions  n'ont  aucune  solidité  réelle.  Le  développe- 
ment de  la  vie  intellectuelle,  les  progrès  des  sciences  ne 
sont  pas  attachés  à  "un  moment  unique,  déterminé.  Ils 
sont  intimement  liés  au  développement,  à  la  prospérité  et 
à  la  décadence  des  nations.  Les  poètes  peuvent  bien 
laisser  leur  fantaisie  s'ébattre  au  milieu  de  ces  événe- 
ments ;  mais  l'historien  reconnaît  dans  la  marche  du  déve- 
loppement de  tous  les  peuples  une  loi  constante,  invariable. 

Nous  passerons  donc  sous  silence  les  fables  et  les  mythes 
que  l'inépuisable  fantaisie  des  Grecs  inscrivit  dans  le  livre 
du  ciel  ;  nous  négligerons  d'énumérer  les  traditions  qui 
attribuent  à  quelques  hommes  le  mérite  d'avoir  transplanté 
en  Grèce  les  sciences  et  les  arts  de  l'Egypte,  de  la  Phé- 
nicie,  etc.,  pour  remonter  aux  époques  ou  Thaïes  et  Py- 
thagore,  en  fondant  les  premières  écoles  philosophiques 
de  Mathématiques  et  d'Astronomie,  se  sont  avancés  sur  un 
terrain  plus  réel,  ont  visé  un  but  plus  élevé. 

Malheureusement  il  ne  nous  est  parvenu  de  cette  pre- 
mière période  du  développement  scientifique  qu'un  petit 
nombre  de  renseignements,  et  encore  sont-ils  incertains 
et  incomplets.  La  plupart  des  écrivains  tels  que  IHogène 
Laërce^  Plutarque,  Jambliqiiey  ne  nous  ont  fourni  que  très- 
peu  d'indications  absolument  indirectes,  isolées,  souvent 
contradictoires  ;  de  sorte  qu'il  est  souvent  très-difficile  et  même 
impossible  de  découvrir  la  vérité.  Les  documents  les  plus 
dignes  de  confiance  ont  été  empruntés  à  l'histoire  de  l'Astro- 
nomie et  de  la  géométrie  de  Eudemus.  Eudemus  était  un 
élève  à!Aristote;  et,  d'après  le  témoignage  de  Proclus  et 
d'autres  mathématiciens,  il  était  très-versé  dans  les  sciences. 
Au    grand    détriment  de  l'investigation  historiqi^e,   il   ne 
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reste  que  quelques  fragments  insignifiants  de  son  ouvrage; 
ces  fragments  nous  ont  été  conservés,  en  partie  par  Proclus^ 
dans  son  Commentaire  d'Euclide,  en  partie  par  Simplicius 
dans  son  Commentaire  à*Aristole,  Physica  auscultatio.  —  A 
peu  près  à  la  même  époque  que  EudemuSj  Théophraste  à'Erèse 
écrivit  une  Histoire  des  Mathématiques  qui  est  également 
perdue.  En  outre,  Thaïes,  Pythagore  et  la  plupart  des  philo- 
sophes de  cette  époque  n'ont  pas  laissé  de  monuments  écrits  ; 
par  suite,  il  a  été  parfois  difficile,  môme  pour  les  auteurs 
grecs,  de  décider  à  quel  mathématicien  il  fallait  attribuer 
telle  ou  telle  invention. 

D'après  le  témoignage  unanime  des  principaux  écrivains 
qui  ont  traité  de  la  vie  des  philosophes  grecs,  c'est  à 
Thaïes  que  Ton  doit  l'importation  de  la  géométrie  et  de 
l'astronomie  scientifique  d'Egypte  en  Grèce.  Thaïes  était  né 
à  Milet  en  l'an  640  avant  J.-C.  Il  quitta  de  bonne  heure  sa 
patrie  pour  aller  étudier  chez  les  sages  de  l'Egypte  les  scien- 
ces de  la  nature.  Dans  ce  pays  même,  "selon  Plutarque,  il 
aurait  bientôt  surpassé  ses  maîtres,  et,  au  grand  étonnement 
du  roi  Ama^s,  calculé  la  hauteur  des  pyramides  d'après  leur 
ombre.  Le  môme  écrivain  dit  aussi  que,  dans  ce  calcul. 
Thaïes  aurait  pris  pour  point  de  départ  cette  proposition  : 
le  rapport  de  tous  les  corps  à  leur  ombre  est  le  môme 
au  môme  moment.  Ce  mode  de  mesure  supposerait  connue 
la  théorie  des  projections;  et  il  ne  nous  est  pas  permis  d'ad- 
mettre qu'elle  fût  plus  familière  à  Thaïes  qu'aux  Égyptiens, 
car  elle  n'apparaît  que  beaucoup  plus  tard  dans  les  mathé- 
matiques des  Grecs.  Aussi  devons-nous  ajouter  foi  de  préfé- 
rence à  Diogéne  Laërce,  qui  fait  mesurer  par  Thaïes  la  hauteur 
de  la  pyramide  lorsque  l'ombre  a  la  môme  longueur  que 
l'objet. 

Le  Commentaire  du  premier  livre  à*Euclide,  par  ProduSy 
nous  renseigne  sur  les  autres  propositions  géométriques 
qui  sont  attribuées  à  Thaïes.  Ce  sont  :  la  preuve  de  l'égalité 
des  angles  è  la  base  du  triangle  isoscèle ,  des  trois  angles 
du  triangle  équilatéral  ;  la  démonstration  du  second  cas 
d'égalité  des  triangles  ;  la  solution  du  problème  qui  a  pour 
but  de  mesurer,  du  port,  la  distance  des  vaisseaux  en  mer, 
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et  la  preuve  que  le  cercle  est  divisé  par  le  diamètre  en  deux 
parties  égales.  —  Diogène  Laërce  lui  attribue^  en  outre,  la 
découverte  de  cette  proposition  :  les  triangles  ayant  pour 
base  un  diamètre  du  cercle  et  pour  sommet  un  point  de  la 
circonférence,  sont  rectangles.  Thaïes  aurait  été  si  heureux 
d'une  telle  découverte  qu'il  aurait  sacrifié  un  taureau.  Ce 
fait  est  rapporté  du  reste  par  d'autres  auteur»,  notamment 
par  Pythagore,  au  sujet  de  la  môme  proposition. 

Il  est  impossible  de  savoir  quelles  sont,  parmi  ces  pro- 
positions, celles  qui  étaient  l'œuvre  originale  de  Thaïes  et  de 
pouvoir  distinguer  celles  qui  étaient  déjà  connues  des  Égyp- 
tiens. Tout  ce  que  l'on  peut  dire,  du  moins  d'après 
l'unique  papyrus  de  Khind,  c'est  que  les  Égyptiens  devaient 
déjà  être  au  courant  de  ces  propositions  élémentaires  de 
la  géométrie  plane.  Toutefois  il  ne  faut  pas  conclure  avec 
BretscAneider  que  les  découvertes  de  Thaïes  ne  s'étendaient 
pas  au  delà.  Proclus  remarque  même  que  les  propositions 
mentionnées  ci-dessus  sont  loin  d'être  les  seules  dues  à 
Thaïes;  que  ce  géomètre  avait  fait  beaucoup  de  découvertes 
et  qu'il  avait  transmis  à  ses  successeurs  les  principes  de 
beaucoup  d'autres;  il  avait  généralisé  telle  proposition,  et 
rendu  telle  autre  plus  compréhensible. 

Toutefois  on  ne  sait  si  Thaïes  s'était  approprié  tout  le 
savoir  géométrique  des  Égyptiens;  car,  ainsi  que  le  rap- 
portent quelques  écrivains,  c'est  vers  l'Astronomie  qu'il  avait 
particulièrement  porté  son  attention.  Il  peut  donc,  à  son  insu, 
avoir  émis  comme  siennes  les  propositions  que  les  Égyptiens 
connaissaient  déjà.  Éclaircir  ce  point  serait  d'ailleurs  chose 
inutile.  Il  nous  suffit  de  savoir  quelles  étaient  les  proposi- 
tions de  géométrie  connues  des  Grecs  à  cette  époque. 
Qu'elles  aient  été  découvertes  par  les  Égyptiens  ou  par  Thaïes j 
peu  importe. 

Nous  considérons  les  Égyptiens  comme  les  véritables 
maîtres  de  Thaïes  dans  les  calculs  et  les  observations  de 
l'astronomie  scientifique.  On  connaît  sa  prédiction  d'une 
éclipse  pour  l'année  583  avant  J.-C.  L'éclipsé  eut  lieu  en 
effet  à  cette  époque,  mais  il  n*est  point  certain  que  Thaïes 
ait  aussi  indiqué  le  jour  précis  de  cet  événement.  Les  écri- 
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vains  sont  muels  à  cet  égard.  Diogène  Laerce  et  Plutarque 
lui  attribuent  en  outre  la  découverte  de  la  marclie  du  Soleil 
entre  les  deux  tropiques,  la  division  de  Tannée  en  365  jours, 
la  théorie  concernant  la  forme  sphérique  de  la  Terre  et  sa 
situation  au  centre  du  monde,  l'obliquité  de  Técliptique, 
et  la  division  de  la  sphère  céleste  en  cinq  zones.  D'autres 
écrivains  se  trouvent  à  ce  sujet  d'accoi:d  avec  ces  deux 
derniers  et  nous  autorisent  à  regarder  ces  indications  comme 
exactes. 

La  même  confiance  ne  doit  pas  toujours  être  accordée  à  Dio- 
gène  Laërce  :  selon  cet  historien  (lib.  I),  la  grandeur  de  la  lune 
serait,  d'après  Thaïes,  la  720*  partie  de  celle  du  soleil  : 
«  Kat  xpwTOç  xb  Tou  -^Xiou  [tÀ^e'çoq  xoG  arjXevéïou  iTcraxooioffTbv  >cal 
eîxoçTbv  [Lipoq  à;:sçif]vaTO  xaTdt  Tivaç.  »  Celte  interprétation  de 
Diogène  Laërce  donnée  aux  opinions  des  anciens  philosophes 
sur  les  sciences  de  la  nature  est  fausse  comme  tant  d'autres. 
Dans  l'état  de  nos  connaissances  sur  les  notions  astrono- 
miques  de  l'Ecole  ionienne  et  de  l'Ecole  pythagoricienne, 
la  seule  manière  d'interpréter  ce  passage  est  d'admettre  que 
Thaïes  avait  trouvé  dans  le  diamètre  du  Soleil  la  720"  partie 
du  chemin  parcouru  par  cet  astre.  Cette  explication  est 
directement  confirmée  par  un  passage  d'Apulée^  qui  dit  dans 
le  livre  IV  des  Florides  :  a  Idem  (Thaïes),  sane  jam  proclivi 
senectute,  divinam  rationem  de  sole  commentatus  est,  quam 
equidem  non  didici  modo,  verum  etiam  experiundo  compro- 
bavi  :  quotiens  sol  magnitudine  sua  circulum,  quem  per- 
meat,  metiatur.  Id  a  se  recens  inventum.  Thaïes  memo- 
ratur  edocuisse  Mandraytum  Prienensem,  etc.  » 

La  proportion  entre  le  diamètre  apparent  du  Soleil  et  la 
périphérie  du  zodiaque  aurait  donc  déjà  été  déterminée 
assez  exactement  par  Thaïes,  Il  est  singulier  toutefois  que 
l'antiquité  ne  nous  fournisse  pas  d'autres  données  sur  ce 
point. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTION  5». 

Aolatl«»ii  par  M.  Chbllter,  élève  du  Lycée  de  Constantine. 

Trouver  cinq  nombres  entiers  consécutifs  tels  que  la  somme 
des  can^éi  des  deux  plus  grands  soit  égale  à  la  somme  des  trois 
autres. 

Soit  X  le  nombre  moyen,  les  autres  seront  .t  -f~  2,  .r  -|-   r , 

et  Ton  doit  avoir 

(x  +  2)*  +  (.r  +  i)*  =  .x«  +  (.r  —  i)t  -^  (j.  —  2)\ 
ou  en  développant  et  simplifiant    • 

x  (x  —  12)  =  o, 
équation  satisfaite  pour  x  =  o  et  a;  =  12. 
Les  cinq  nombres  cherchés  sont  donc 

—  2,  — -  I,  o,  +  I,  -f  2, 
ou  lo,       II,    12,    i3,     14. 

Nota.  —■  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Àubert  et  Àurenly,  de  Mar- 
seille; Bernard,  Trokay,  de  Liège;  Biette,  du  Havre;de  Casamajor,dePerpi- 
gnan;  Cordeau,  école  Lavorsier;  Dilhan  (Jérôme),  de  Saint-Gaudens;  Giros, 
Dusseaux.  deNancy;  Hugeutobler,  de  Boppelsen  (Suisse);  Thual,  deLorient;  Vau- 
tré, de  Saint-Dié;  Tissier,  lycée  de  Châteauroux;Bertl]et,  collège  d'Annecy; 
Bruyand,  Franquet,  du  lycée  de  Troyes  ;  Chastang,  du  lycée  de  Pau;Géli- 
net,  du  lycée  d'Orléans;  Yitrac,  du  lycée  d'Angouléme;  Robin,  de  Mont^ 
de-Marsan;  Canuet,  de  Cherbourg. 


QUESTION  5G. 

Solution  par  M.  Pyollb,  au  Lycée' de  Constantine. 

Lorsque  les  trois  côtés  d*un  triangle  rectangle  sont  en  pro- 
gression anthmétiqv^^  le  rayon  du  cercle  inscrit  est  égal  à  la 
raison  de  cette  progression,  (Arnoye.) 

On  sait  que,  dans  tout  triangle,  le  rayon  du  cercle  ins- 
crit est  égal  à  la   surface  divisée  par   le   demi-périmètre; 

S 
r=    -.  (i) 

P 
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Désignons  par  a  le  côté  moyen  et  par  x  la  raison  incon- 
nue, on  a  (a  —  x)*  -|-  o*  =  (a  -f-  a;)*, 

a 

ou  JC  =:    —  . 

4 

La  surface  de  ce  triangle  est  -^;  le  demi-périmëtre  — 

e.  .a  ,„.„.n  ,.,  d.n.e  .  =  1  ; 

4 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.Aubert  et  Aurenty,  de 
Marseille;  Bernard,  de  Liège;  Blette,  du  Havre;  Cordeau,  école  Lavoisier; 
Dilhan  (Jérôme),  de  Saint-Gaudens  ;  Thual,  de  Lorient;  Vautré,  de  Saint-Dié; 
Gélinet,  lycée  d'Orléans  ;  de  Casamajor,  de  Perpignan  ;  Dalzon,  pensionnat  Saint- 
Louis  à  Saint-Étienne ;  Brice,  àla  Flèche;  Macé,  à  Cherbourg;  Hugentobler, 
à  Boppelsen;  Franquet  à  Troyes  ;  Tissier,  de  Chàteauroux. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


95.  —  Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
A  et  a,  on  peut  s'y  prendre  de  la  manière  suivante.  On  mul- 
tiplie A  par  la   suite  des   nombres  i,   2,   3 a,  et  on 

cherche  .combien  on  obtient  ainsi  de  nombres  divisibles 
par  a.  Leur  nombre  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
cherché. 

96.  —  Le  nombre  p  étant  premier  avec  10,  montrer  qu'on 
peut  toujours  trouver  un  multiple  de  p  termine  par  des 
chiffres  pris  arbitrairement. 

97.  —  Construire  un  triangle  équilatéral  ayant  ses  som- 
mets sur  trois  parallèles  données. 

98.  —  Le  volume  d'un  cône  s'obtient  en  divisant  le  carré 
de  la  surface  latérale  par  trois  fois  la  circonférence  d'un 
grand  cercle  de  la  sphère  circonscrite.  (Dostor.) 

99.  —  Dans  un  triangle  se  trouve  inscrit  un  rectangle.  Si 
B  et  H  désignent  la  base  et  la  hauteur  du  triangle,  6  et  A 
la  base  et  la  hauteur  du  rectangle, 

b  h 


on  a 


+  -Tr-=«  • 


B      '      H 
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100.  —  Lorsqu'on  élève  au  carré  le  produit  de  deux  nom- 
bres entiers  consécutifs  augmenté  de  i ,  Ton  obtient  une 
somme  de  trois  carrés.  En  général,  le  carré  du  trinôme 
o*  -f*  û^  H"  ^'  ®st  égal  à  la  somme  de  trois  carrés. 

101.  — Ëtant  donné  le  carré  ABDE,  sur  la  diagonale  ÂD, 

E D  AD 

je  prends  le  point  C,  tel  que  CD  =  — 5 — ; 

je  joins  le  point  B  au  point  C,  et  je  forme 
un  triangle  ABC.  On  demande  de  démon- 
trer en  désignant  les  côtés  et  les  angles 
d'après  Tusage  ordinaire,  les  propriétés 
suivantes  : 
1^  Tang  A  =  I  ;  tang  B  =  2  ;  tang  0=3. 

c« 


2^  Aire  ABC  =  6* 


a*  = 


En  considérant  les  segments  des  côtés  et  des  hauteurs, 
on  a 

3«  AB'  =  3B'G;  AC  =  2GB:  GA'  =  -^  A'B. 

4,"  AO  =  50A';  BO  =  2OB';  GO  =  OC. 
En  prenant  le  triangle  A'B'C,  formé  par  les  pieds  des 
hauteurs  de  ABC,  on  a 
M      C  b'  a' 

345 

(jo  Aire  ABC  =  4"  aire  ABC. 

T  Le  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle  A'B'C'  est  le  -^ 
de  celui  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 


(Gambey.) 


Rédacteui^jérant, 
J.  BOURGET. 


IMPRIMBIIIE  CENTRALB   DBS  CHEMINS  DE  FER.  —   A.  CHAH   ET  C*. 
RDE  BERGÈRE,  20,  A  PARIS.  -~  20508-8. 
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THEORIE  DE  L'INVERSION 

OU 
MÉTHODE  DE  TRANSFORMATION  PAR  RAYONS  VECTEURS  RÉCIPROQUES 

par  m.  Coetaes. 

[Fin,    voir    page   3.) 


Transformation-  des  angles, 

XXIII.  Théorème  fondamental.  —  Lorsque  deux 
courbes  se  coupent  sous  un  angle  quelconque,  les  courbes  inverses 
se  coupent  som  le  même  angle. 

Nous  démontrerons  d'abord  ce  théorème  dans  le  cas  par- 
ticulier oii  Tune  des  figures  données  est  une  droite  OA 
passant  par  le  pôle  et  Tautre  une  courbe  quelconque. 

Soit  AB  une  sécante  à  la  courbe  donnée;  la  droite  ab 
qui  joint  les  points  réciproques  des  points  A  et  B  est  une 
sécante  à  la  figure  inverse.  Nous  avons  démontré  (I)  que 
les  droites  AB  et  ab  sont  antiparallèles.  Lorsque  Ton  fait 
tourner  la  sécante  AB  autour  du  point  A  jusqu'à  devenir 
tangente  à  la  courbe  donnée,  cette  propriété  subsiste  et  la 
sécante  ai  devient  en  même  temps  tangente  au  point  a  à  * 
la  figure  inverse.  Par  conséquent,  les  tangentes  à  deux 
courbes  inverses  en  deux  points  réciproques  sont  antipa- 
rallèles, c'est-à-dire  font  avec  le  rayon  vecteur  commun  et 
de  part  et  d'autre  de  ce  rayon  vecteur  des  angles  égaux. 
Il  est  facile  de  passer  de  là  au  cas  de  deux  courbes  quel- 
conques. 

Soit  A  un  de  leurs  points  d'intersection.  Les  courbes  in- 
verses se  coupent  en  a.  Les  angles  des  tangentes  au  point 
A  des  deux  courbes  données  avec  le  rayon  oA  sont  respecti- 
vement égaux  aux  angles  que  les  tangentes  au  point  a  des 
courbes  inverses  font  avec  le  rayon  vecteur  oa.  On  en 
déduit  aisément  que  l'angle  des  tangentes  au  point  A  est 
égal  à  celui  des  tangentes  au  point  a. 

JOURNAL  DB  HATE.  1878.  3 
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XXIV.  —  Le  théorème  du  numéro  précédent  subsiste 
encore,  dans  l'espace,  lorsque  Ton  considère  deux  courbes 
quelconques  planes  ou  gauches  passant  par  le  point  A  et  les 
courbes  inverses  correspondantes  passant  par  le  point  a. 

En  effet,  soient  AT  et  AT  les  tangentes  menées  par  le 
point  A  aux  deux  courbes  données,  atj  at'  les  tangentes 
menées  par  le  point  a  aux  courbes" inverses.  Les  lignes  AT 
et  at  sont  dans  le  même  plan  passant  par  OA,  et  les 
lignes  AT',  ai  sont  dans  un  autre  plan  passant  aussi 
par  OA.  On  fera  voir  comme  précédemment  que  les  an- 
gles OAT,  Oat  sont  égaux,  ainsi  que  les  angles  OAT',  Oaf. 
Les  deux  trièdres  A.TT'O,  a./f'Oont  un  angle  dièdre  égal  Aa 
compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacune;  ces 
deux  dièdres  sont  donc  symétriques  ;  par  conséquent,  les 
troisièmes  faces  TAT',  iat'  sont  respectivement  égales  entre 
elles;  c.q.f.d. 

XXY.  Théorème.  —  L angle  de  deux  surfaces  S  e(  S^, 
en  un  point  quelconque  A  de  leur  intersection  AB,  est  égal  a 
Vangle  sous  lequel  les  surfaces  inverses  s  et  S|  se  coupent  au 
point  réciproque  a. 

En  effet,  menons  par  le  point  d'intersection  A  des  deux 
surfaces  données,  et,  sur  chacune  d'elles,  deux  courbes 
quelconques  perpendiculaires  à  l'intersection  commune  AB. 
,  Dans  l'inversion,  ces  deux  lignes  deviennent  deux  lignes 
situées  sur  les  surfaces  s  et  Si,  et  qui  rencontrent  à  angle 
droit  l'intersection  commune  ab;  de  plus,  l'angle  de  ces 
deux  courbes  inverses  est  égal  à  l'angle  des  deux  premières; 
ces  deux  angles  mesurent  d'ailleurs  respectivement  l'incli- 
naison mutuelle  des  deux  surfaces  s  et  s^  au  point  a  et  des 
surfaces  S  et  S^  au  point  correspondant  A;  c.q.f.d. 

XXVL  —  Cette  propriété  de  conserver  l'égalité  des  angles, 
dont  jouit  ce  mode  de  transformation  des  figures,  est  très- 
importante  et  trouve  son  application  dans  les  projections 
stéréographiques  ;  en  effet,  elle  entraine  la  similitude  des 
triangles  infiniment  petits.  Ce  rapport  de  similitude  varie 
cependant  d'un  lieu  à  un  autre. 
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En  général,  on  appelle  transformation  isogonale  toute  trans- 
formation d'une  figure  géométrique  dans  laquelle  les  angles 
des  lignes  de  la  figure  primitive  se  trouvent  conservés  dans 
la  figure  transformée. 

La  symétrie  par  rapport  à  un  point  ou  par  rapport  à  une 
droite,  Vhomolhétie  et  Yinversion  sont  les  cas  les  plus  simples 
de  la  transformation  isogonale. 

Il  résulte  de  ce  théorème  fondamental  que  toutes  les  pro- 
priétés concernant  les  angles  des  triangles  et  des  polygones 
s'appliquent  à  tous  les  triangles  et  à  tous  les  polygones 
curvilignes  formés  par  des  circonférences  passant  toutes 
par  un  même  point  0.  Car,  en  prenant  ce  point  pour  pôle 
d'inversion,  ces  polygones  curvilignes  deviennent  des  poly- 
gones dont  les  côtés  sont  des  lignes  droites.  Ainsi  : 

La  somme  des  angles  d*un  triangle  curviligne  dont  les  côtés 
sont  des  arcs  de  cercles  qui  se  croisent  en  un  même  point  est 
égale  à  deux  angles  droits. 

On  aurait  un  théorème  analogue  pour  la  somme  des 
angles  d'un  polygone.  Voici  celui  qui  correspond  au  théorème 
des  bissectrices. 

Dans  tout  triangle  curviligne  dont  les  côtés  sont  des  arcs  de 
cercles  passant  par  un  même  point  0,  les  trois  cercles  passant 
par  ce  point  0  et  divisant  les  angles  du  triangle  en  deux  parties 
égales  concourent  en  un  autre  point. 

Le  théorème  sur  les  trois  hauteurs  d'un  triangle  recti- 
ligne  donne  lieu  à  un  théorème  analogue  dans  le  cas  d'un 
triangle  curviligne  dont  les  côtés  sont  des  arcs  de  cercles 
passant  par  un  môme  point. 

De  la  projection  stéréographique. 

XXVIL  Soit  une  sphère  jde  centre  s,  0  un  point  quelcon- 
que de  la  sphère,  et  S  le  point  diamétralement  opposé.  Pre- 
nons pour  point  de  vue  le  point  0,  et  pour  plan  de  projection 
ou  tableauy  le  grand  cercle  de  la  sphère  ayant  ce  point  pour 
pôle. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  surface  de  la  sphère 
et   m  l'intersection  de  la   droite   OM  avec  le  tableau.  Le 
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point  m  est  dit  la  perspective  ou  projection  stéréographique 
du  point  M. 

Cette,  méthode  était  connue  des  Grecs;  Ptolémée  Ta 
décrite  dans  VAlmageste  sous  le  nom  de  planisphère.  Les 
auteurs  du  moyen  âge  rappelaient  astrolabe. 

Si  Ton  joint  MS  et  ms,  les  angles  en  M  et  en  ^  sont 
droits  ;  par  suite,  le  quadrilatère  MS^m  est  inscriptible  et  l'on  a 

OM  .  Om  =  OS  .  os. 

Par  conséquent,  la  projection  stéréogràphique  de  la  sur- 
face de  la  sphère  sur  le  plan  d'un  grand  cercle  peut  être 
considérée  comme  l'inversion  de  cette  surface,  lorsque  l'on 
prend  pour  pôle  le  point  de  vue,  et  pour moduled'in version 
le  double  du  carré  du  rayon.  De  là  résultent  immédiatement 
les  propriétés  suivantes  que  l'on  utilise  dans  la  construction 
des  mappemondes  ou  des  cartes  géographiques  sur  lesquelles 
les  deux  hémisphères  sont  représentés  en  entrer. 

1^  Les  projections  stéréographiques  de  deux  lignes  tracées 
sur  la  sphère  se  coupent  sous  le  même  angle  que  ces 
lignes  elles-mêmes. 

2®  La  projection  stéréogtaphique  d'un  cercle  quelconque 
de  la  sphère  est  un  cercle  ;  en  particulier,  les  systèmes  des 
méridiens  et  des  parallèles  se  projetteront  stéréographique- 
ment  suivant  deux  systèmes  de  cercles  se  coupant  à 
angle  droit. 

3"  Les  projections  stéréographiques  des  méridiens  passent 
par  deux  points  fixes  qui  sont  les  projections  stéréogra- 
phiques des  deux  pôles. 

4®  Les  parallèles  se  projettent  suivant  des  cercles  coupant 
orthogonalement  les  précédents;  par  conséquent,  ils  ont 
leurs  centres  sur  la  ligne  qui  joint  les  projections  des  deux 
pôles. 

S®  Si  l'on  considère  sur  la  sphère  un  triangle  très-petit 
MM'M",  il  aura  pour  projection  stéréo  graphique  un  triangle 
semblable  mm!m'\   Le    rapport  de  similitude  est    égal  à 

-Tj-rrjTT-  .  On  a  d'ailleurs,  en  désignant  par  R  le  rayon  de 

MM' 
la  sphère  (XVIII)  mm'  =  2R« 


OM  .  OM 


f  > 
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mm'  2R' 


ou,  sensiblement        ^rrrrr  ..-,    » 

MM'  OH* 

par  conséquent;  le  rapport  de  similitude  varie,  en  chaque 
point,  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  pôle  au 
point  correspondant  sur  la  surface  de  la  sphère.  Ce  rapport 
est  égal  à  i  pour  les  régions  voisines  des  points  diamé- 
tralement opposés  au  pôle,  et  égal  à  i  pour  les  régions 
situées  dans  le  voisinage  du  plan  du  tableau. 

Nous  observerons  encore  que  l'aire  de  la  mappemonde 
est  la  moitié  de  Taire  de  Thémisphëre  qu'elle  représente  et 
dont  elle  est  la  base. 

On  a  rhabitude  de  prendre  pour  plan  du  tableau  le 
méridien  qui  divise  la  sphère  en  ancien  et  nouveau  mande. 
On  prend  aussi  quelquefois  le  plan  du  grand  cercle  de  la 
sphère  qui  laisse  presque  toutes  les  terres  d'un  côté,  et 
presque  toutes  les  mers  de  l'autre  côté. 


ETUDE  SUR  LES  OPERATIONS  DE  L'ARITHMETIQUE 

par  F.  R.  A. 
[Suite,  voir  page  12.) 


IV.  Utilité  de  la  notion  et  du  signe  de  la  7°'®  opération. 

Nous  rappellerons  ici  la  question  particulière  qui  a  donné 
lieu,  vers  1843,  à  nos  recherches  sur  la  septième  opération 
de  l'Arithmétique. 

Considérons  une  progression  géométrique  quelconque,  par 
exemple  la  suivante,  qui  a  6  termes  : 

H     3     6     12    24    48    96, 

Appelons  p  le  premier  terme,  d  le  dernier  terme,  r  la 
raison,  qui  est  ici  2,  et  n  le  nombre  des  termes. 

On  a  p  =  3,  d  =  96,  r  =  2,  et  n  =  6. 

Chacun  de  ces  quatre  nombres  étant  une  dépendance,  une 
fonction  des  trois  autres,  il  est  utile  et  intéressant  de  pou- 
voir exprimer  séparément  les  quatre  fonctions. 
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On  sait  que,  dans  toute  progression  géométrique^  le  dernier 
terme  égale  le  produit  du  premier  terme  par  la  raison  élevée  à 
la  puissance  qu'indique  le  nombre  des  termes  moins  un.  On  a 
donc  la  relation  d  =  pr^-\ 

On  isole  p  en  divisant  les  deux  membres  de  cette  éga- 
lité par  r**  -  S  ce  qui  donne  : 

d 

Pour  isoler  r,  on  revient  à  la  première  formule  ;  on  di- 
vise les  deux  membres  par  p,  après  quoi  on  extrait  la  racine 
du  degré  n  —  i  ;  cela  donne 


P 

Habituellement,  on  s'arrête  là  dans  l'isolement  successif 
des  symboles,  et  Ton  donne  pour  motif  que  l'exposant  n  —  i 
ne  peut  s'isoler  que  moyennant  l'emploi  des  logarithmes. 
Mais  avec  la  notion  et  le  signe  de  l'exponentation,  nous 
arriverons  directement  à  l'expression  de  n  en  fonction  des 
valeurs  p,  d,  r. 

Reprenons  la  première  relation,  d  =  pr»  —  S  et  divisons 
les  deux  membres  par  p  ;  il  vient  : 

-  z=  r»-<. 
P 
L'exposant  n  —  i ,  indiquant  combien  de  fois  r  est  facteur 

dans  d/p,  égale  le  nombre  de  divisions  successives  que  l'on 

peut  faire  de  d/p  par  r;  nous  poserons  donc,  en  employant 

les  signes  convenus  : 

n  —   I  =  -  (:)  r  *. 
P 
Augmentons  les  deux  membres  de  i,  nous  aurons  : 

n  =  I  +  -  (:)  r. 

Telle  est  l'expression  de  n  en  fonction  de  d,  p  et  r. 
En  appliquant  |cette  formule  au  cas  de  la  progression 
donnée  plus  baut,  nous  aurons  : 

*  n  —  I  égale  d  sur  p  exponeoté  par  r. 
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n  =  I  +  ^  (:)  2  =  I  +  3a  (:)  2  =  I  4-  5  =  6 

6 


2 
2 
2 
2 
2 


32 

Voici     le     calcul     de         ^^ 
rexponentation     de      32  . 

par  2  :  2 

I 

Toutes  les  fois  que  l'exposant  que  l'on  cherche  est  un 
nombre  entier  (et  c'est  le  cas  des  progressions),  l'opération 
est  très-simple. 

Mais  si  l'on  prend  au  hasard  un  nombre  quelconque 
comme  puissance  et  un  autre  comme  racine,  l'exposant  est 
généralement  un  nombre  fractionnaire,  ou  même  un  nombre 
incommensurable;  le  calcul  se  complique,  mais  iL est  encore 
possible,  et  il  est  bien  plus  abordable  que  le  calcul  direct 
des  racines. 

Dès  lors,  non -seulement  on  peut  se  passer  des  loga- 
rithmes pour  calculer  les  exposants,  mais  on  peut  se  servir 
de  l'exponentalion  pour  calculer  les  logarithmes,  en  pre- 
nant immédiatement  et  isolément  tel  nombre  que  l'on  you* 

dra.  On  en  verra  des  exemples  plus  loin. 

(A  suivre.) 


REMARQUES 

SL'ft 

L'ENSEIGNEMENT  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE 


p»r  ii.  Hottel* 


La  Trigonométrie  peut  être  enseignée  à  deux  points  de 
vue  difiPérents,  dont  le  mode  habituel  d'exposition  de  cette 
science  est  un  mélange  où  nous  ne  retrouvons  ni  la  sim- 
plicité de  l'un,  ni  la  fécondité  de  l'autre. 

On  peut,  suivant  l'esprit  de  l'ancienne  Géométrie,  définir 
le  sinus,  le  cosinus,  la  tangente,  etc.  comme  les  rapports 
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deux  à  deux  des  côtés  d'un  triangle  rectangle,  ce  qui  res- 
treint d'abord  ces  définitions  au  cas  de  Tangle  aigu.  On 
fait  voir  ensuite  comment  le  besoin  de  généraliser  certaines 
formules  relatives  au  calcul  des  triangles  peut  conduire  à 
donner  des  sinus,  des  cosinus,  etc.  aux  angles  obtus,  et 
enfin  comment  des  problèmes  analogues  à  ceux  de  TAstro- 
nomie  mènent  à  une  nouvelle  généralisation,  s'étendant 
aux  angles  compris  entre  deux  et  quatre  quadrants,  et 
finalement  aux  angles  de  grandeur  quelconque,  positifs  ou 
négatifs. 

Cette  méthode,  essentiellement  synthétique,  a  l'inconvé- 
nient de  nepas  éclairer  sur  la  nature  des  quanti  tés  négatives, 
qui  se  présentent  ici  comme  de  purs  symboles  algébriques. 
De  plus,  elle  ne  prépare  pas  l'esprit  aux  conceptions,  plus 
générales,  de  la  Géométrie  analytique,  dont  la  Goniométrie 
n'est  pourtant  qu'un  cas  particulier. 

Il  y  aurait,  croyons-nous,  un  avantage  notable  à  se 
placer  tout  d'abord  au  point  de  vue  de  la  méthode  carté- 
sienne. La  Goniométrie,  ainsi  présentée,  prendrait  une 
forme  ^lus  simple  et  plus  intuitive.  Elle  offrirait  un  premier 
exemple  de  la  discussion  des  coordonnées  des  points  d'une 
courbe  ;  on  pourrait  la  prendre  comme  point  de  départ  pour 
l'explication  de  la  vraie  théorie  des  quantités  négatives,  et 
cette  explication  serait  bien  plus  lumineuse  que  celle  que 
l'on  développe  dans  la  plupart  des  Traités  d'Algèbre,  en 
prenant  pour  texte  le  fameux  problème  des  courriers. 

On  commencerait  par  remarquer  que  la  direction  d'un 
rayon  mobile  autour  d'un  point  fixe  est  déterminée  quand 
on  connaît  le  point  oîi  ce  rayon  coupe  une  circonférence 
quelconque,  décrite  du  point  fixe  comme  centre,  et  dont 
on  peut  supposer,  pour  plus  de  simplicité,  le  rayon  égal  à 
l'unité  de  longueur.  On  détermine,  en  môme  temps  que 
cette  direction,  l'angle  que  fait  le  rayon  mobile  avec  un 
rayon  fixe  du  cercle,  rayon  que  nous  appellerons  l'origine  des 
angles,  comme  nous  appellerons  son  intersection  avec  la  cir- 
conférence l'origine  des  arcs. 

Deux  angles  qui  diffèrent  entre  eux  d'un  nombre  entier 
de  tourSf  parcourus  soit   dans  le  sens   direct,  soit  dans  le 
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sens  rétrogradé^  sont  déterminés  par  le  même  point  du 
cercle.  Il  suflSt  donc,  pour  déterminer  toutes  les  directions 
possibles,  de  savoir  déterminer  tous  les  angles  compris 
entre  zéro  et  quatre  angles  droits. 

On  y  parvient  par  la  connaissance  des  projections  du 
point  correspondant  de  la  circonférence  sur  le  diamètre 
origine  des  angles  ou  axe  horizontal^  et  sur  un  diamètre  ou 
axe  vertical,  perpendiculaire  au  premier.  Pour  fixer  chacune 
de  ces  projections,  il  suffit  de  déterminer  sa  position  rela- 
tivement au  centre. 

Concevons  un  point  partant  du  centre  et  marchant  d'abord 
sur  Taxe  horizontal,  par  exemple,  vers  Torigine  des  arcs. 
Les  chemins  parcourus  successivement  dans  ce  sens  s^ajour- 
teront,  suivant  la  signification  ari/Amé/içi^e  de  ce  mot.  Si,  après 
avoir  parcouru  une  certaine  partie  du  rayon  du  cercle,  le 
point  se  met  à  marcher  dans  le  sens  opposé,  sa  distance  au 
centre  sera  diminuée  (arithmétiquement)  de  la  quantité  dont 
ce  point  aura  reculé,  aussi  longtemps  du  moins  que  le  point 
n'aura  pas  atteint  de  nouveau  le  centre.  Lorsque  le  point 
atteint  le  centre  et  le  dépasse  (se  trouvant  alors  sur  le  pfo- 
longement  de  Vorigine  des  angles),  la  distance  recommence 
à  croître,  mais  en  sens  opposé.  De  là  une  complication  des 
divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  lorsqu'on  veut  comparer 
entre  elles  des  positions  du  point  non  situées  toutes  les  deux 
sur  la  direction  même  de  l'origine  des  axes.  Il  faut,  dans 
ce  cas,  avoir  égard  à  la  fois  à  la  grandeur  de  la  distance  et 
au  sens  dans  lequel  elle  doit  être  portée. 

On  évitera  cette  complication  en  cessant  de  séparer  les 
deux  notions  de  grandeur  el  de  sens  des  chemins  parcourus, 
et  les  incorporant  en  une  seule  par  une  généralisation  des 
définitions  de  l'addition  et  de  la  soustraction. 

Nous  appellerons  addition  d'une  distance  l'opération  qui 
consiste  à  déplacer  un  point  mobile  de  cette  distance,  dans 
un  sens  convenu,  vers  la  droite,  par  exemple.  Nous  appelle- 
rons de  même  soustraction  d'une  distance  l'opération  (inverse 
de  la  précédente)  qui  consiste  à  déplacer  le  point  de  cette 
distance  dans  le  sens  contraire,  soit  vers  la  gauche.  D'après 
cela,  l'origine  correspondant  à  une  distance  égale  à  zéro: 
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toute  distauce  a  comptée  à  droite  de  l'origine  sera  0  +  û» 
ou  simplement  -f-  a,  ou.  a;  toute  distante  a  comptée  à 
gauche  sera  0  —  o,  ou  simplement  —  a. 

Une  discussion  très-simple  conduit  aux  règles  de  l'addi- 
tion et  de  la  soustraction  des  polynômes  algébriques. 

On  appliquera  de  même  la  notion  de  signe  aux  distances 
comptées  sur  Taxe  vertical. 

Cela  posé,  tout  point  du  cercle  est  déterminé  par  les  deux 
distances  au  centre  de  ses  deux  projections  sur  les  axes, 
distances  données  en  grandeur  et  en  signe,  ou  simplement 
par  la  distance  en  grandeur  et  en  signe  de  Tune  des  pro- 
jections et  par  le  signe  de  l'autre  distance,  les  grandeurs 
des  deux  distances  étant  liées  entre  elles  par  la  condition 
que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  égale  à  Tunité.  Ces  deux 
distances  s'appellent  les  coordonvées  du  point  du  cercle,  et 
on  les  distingue  par  les  noms  de  cosinus  et  de  sinus. 

Le  rapport  des  deux  coordonnées  est  représenté,  à  l'aide 
d'une  construction  simple,  par  un  point  de  la  tangente  au 
cercle  menée  à  l'origine  des  arcs,  et  ce  point  se  trouve  au- 
dessus  ou  au-dessous  de  l'axe  horizontal,  suivant  que  les 
deux  coordonnées  sont  de  môme  signe  ou  de  signe  contraire. 
En  donnant  un  signe  à  la  distance  de  ce  point  à  l'origine 
des  arcs,  comme  on  l'a  fait  pour  les  distances  comptées 
sur  les  deux  axes,  et  en  ayant  égard  à  la  corrélation  qui 
existe  entre  la  position  du  point  et  les  signes  des  coordon- 
nées, on  arrive  à  la  règle  des  signes  pour  la  division,  et 
par  suite  pour  la  multiplication.  De  même  pour  le  rapport 
inverse  (cotangente)  et  pour  les  inverses  du  cosinus  et  du 
sinus. 

La  projection  d'une  longueur  sur  un  axe  quelconque  étant 
déterminée  en  grandeur  et  en  direction  par  le  produit  de 
la  ligne  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  partie 
positive  de  l'axe,  on  obtient  immédiatement  les  formules 
pour  le  cosinus  et  le  sinus  de  la  somme  de  deux  angles, 
et  par  suite  toutes  les  autres  formules  goniomé triques  et 
leur  application  à  la  mesure  des  triangles,  sans  qu'il  y  ait 
lieu  à  nouvelle  discussion.  (A  suivre.) 
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CONCOURS  GENERAUX. 


CONCOURS  DE  1839. 

Classe  de  troisième  (sciences). 

Étant  données  4  droites  dans  un  plan,  on  propose  de  mener  une  parallèle 
à  la  première  de  façon  que  les  segments  déterminés  par  les  trois  autres  sur 
cette  parallèle  soient  entre  eux  comme  deux  longueurs  données  a  et  b. 

Classe  de  seconde  (sciences). 

On  donne  une  droite  indéfinie  AB  et  une  droite  PQ  perpendiculaire  à 
AB  terminée  aux  points  P  et  Q  situés  du  même  côté  de  AB.  Connaissant 
les  distances  des  points  P  et  Q  au  point  0,  où  PQ  prolongé  rencontre  AB, 
calculer  Tangle  sous  lequel  PQ  est  vu  d'un  point  donné  de  AB. 

On  demande  de  déterminer  sur  AB  un  point  tel  que  PQ  soit  vu  de  ce 
point  sous  un  angle  donné;  le  problème  s'il  est  possible  a  au  moins  quatre 
suintions. 

Il  y  a  exception  lorsque  l'angle  donné  est  l'angle  maximum  sous  lequel 
PQ  puisse  élre  vue  d'un  point  de  AB.  Il  y  a  dans  ce  cas  deux  solutions. 

Trouver  la  valeur  de  Tangle  maximum  dont  on  vient  de  parler.  Donner 
une  construction  géométrique  qui  détermine  le  point  de  AB  duquel  la  ligne 
donnée  est  vue  sous  l'angle  maximum. 

Trouver  quelle    relation  doit  exister  entre  OP  et  OQ  pour  que   l'angle 

maximum  soit  de  3o*  ou  -^  . 

o 

Classe  de  loglcpio  (lettres). 

On  a  trois  sphères  ayant  respectivement  pour  diamètres, 

o,i83,    o,2i5,    o,5ii.* 
Quel  devrait  être  le  rayon  de  la  base  d'un  cône  de  0,32  de  hauteur  pour 
que  son  volume  fût  équivalent  à  la  somme  des  trois  sphères? 

Classe  de  rhétorique  (sciences). 

Par  le  point  de  contact  de  deux  circonférences  données,  on  mène  deux 
cordes  ABet  AD,  qui  sont  dans  un  rapport  donné,  et  des  centres  0  et  G  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  ces  cordes. 

On  demande  le  lien  géométrique  du  point  de  rencontre  M  de  ces  per- 
pendiculaires. 

.Classe  de  logiqae  (sciences). 

Sur  un  cercle  donné  0  on  prend  à  volonté  un  arc  ANB  et  sur  la  corde 
AB  de  cet  arc,  on  décrit  une  demi-circonférence  AMB;  puis  on  fait  tour- 
ner la  figure  autour  du  diamètre  perpendiculaii*e  à  AB. 

On  demande  quelle  doit  être  la  corde  pour  que  la  somme  des  surfaces 
décrites  par  les  lignes  AMB,  ANB  soit  maximum. 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


FACULTÉ  DE  POITIERS. 

Sessions  de  1874. 

Exprimer  le  volume  engendré  par  un  segment  de  cercle  tournant  autour 
d'un  diamètre  connaissant  l'angle  au  centre  a  qui  intercepte,  l'arc  du  seg- 
ment, la  perpendiculaire  h  abaissée  du  centre  sur  la  corde  et  l'angle  p  de 
cette  perpendiculaire  avec  le  diamètre  autour  duquel  s'effectue  la  rotation. 

—  Trouver  au  moyen  de  la  géométrie  élémentaire  la  formule  qui  exprime 
le  côté  du  dodécagone  régulier  circonscrit  à  un  cercle  de  rayon  R;  trouver 
Tcxpression  de  ce  même  côté  au  moyen  de  la  trigonométrie  et  faire  le 
calcul  en  prenant  R  =  o",o45. 

—  La  distance  des  foyers  d'une  ellipse  étant  2c,  les  rayons  vecteurs  étant 
r  et  r\  à  quelle  distance  du  centre  la  normale  Vientrelle  couper  l'axe  foital? 

—  Trouver  l'arc  x  déterminé  par  l'équation 

Cos  2X  =  ^  cos  X. 

—  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  la  surface  m'  et 
e  périmètre  2p.  —  Discussion. 

—  Simplifier  et  résoudre  l'équation 

X  2         2X  —   3  3X  —    '__3  iD'-t-2. 

2         3'ar—  I       2  [x  —  i)"~2'3a?  —  2' 

—  On  donne  le  volume  a^  et  la  surface  b*  d'une  pyramide  régulière  à 
base  triangulaire,  et  l'on  demande  de  calculer  le  côté  de  la  base  et  la  hau- 
teur de  la  pyramide.  —  Discussion. 

—  Combien  les  nombres  2700,  2160  et  3780  ont-ils  de  diviseurs  com- 
muns? quel  est  leur  plus  petit  commun  multiple? 

—  Le  rayon  d'une  circonférence  est  320"',o33.  Une  corde  a  pour  lon- 
gueur 437", 342.  Calculer  la  distance  de  la  corde  au  centre  et  la  longueur 
de  l'arc  soustendu  (1). 

—  Un  hexagone  régulier  dont  le  rayon  est  a  tourne  autour  de  Tan  de 
ses  côtés.  Donner  les  expressions  du  volume  engen4ré,  de  la  surface  engen- 
drée, de  l'aire  de  l'hexagone,  et  chercher  la  quatrième  proportionnelle  h 
ces  trois  quantités.  

—  Calculer  à  0,001  près  le  produit  (i  +  ^  2)  (i  -f  ^3]  (1   +  V^)* 

—  Un  triangle  isoscèle  tourne  successivement  autour  de  sa  base  b  et  au- 
tour de  son  côté  c.  Trouver  les  volumes  engendrés  en  fonction  de  6  (i  de 
c,  et  le  rapport  de  ces  volumes.  Dans  quel  cas  seront-ils  égaux? 

—  Trois  forces  sont  en  équilibre.  Leurs  intensités  sont  proportionnelles 

à  v^2,  v3,  V5  —  ^6.  Quels  sont  les  angles   de  ces  forces  en  degrés,  mi- 
nutes et  secondes? 

—  Un  triangle  isoscèle  tourne  autour  d'une  droite  menée  par  le  sommet  dans 
son  plan.  Calculer  la  surface  totale  et  le  volume  engwdrés.  On  connaît  la 
hauteur  h,  le  demi-angle  au  sommet  a  et  l'angle  ii>  de  la  hauteur  avec  1  axe. 

(1)  Question  mal  choisie.  Les  membres  ont  trop  de  flgures  et  on  aurait 
dû  indiquer  l'approximation  du  résultat  final.  J.  B. 
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—  Déterminer  les  côtés  d'an  triangle  rectangle,  connaissant  Tl^poténuse 
et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  Entre  quelles  limites  peut  varier  le  rayon 
quand  Ihypoténuse  reste  fixe? 

—  Quelle  est  la  somme  des  8i  nombres  contenus  dans  la  table  de  multi- 
plication ? 

—  On  donne  les  côtés  d'un  triangle  isoscèle.  Trouver  la  formule  qui  ex- 
prime le  rayon  du  cercle  inscrit. 

-^  Les  médianes  d'un  triangle  représentent  trois  forces.  Montrer  qu'elles 
sont  en  équilibre. 

ISnaeignement  spécial.  >-  Diplôme  d'études  1874. 

—  Trouver  les  angles  dièdres  formés  par  les  faces  d'une  pyramide.  Lon- 
gueur des  arêtes  : 

SA  =  40'""  SB  =  63--  se  =  5o— • 

BC  =  5o"-  CA  -=  45—  AB  =  40— 

—  Construire  les  projections  d'un  cube  dont  la  base  repose  sur  un  plan 
donné.  —  La  trace  horizontale  du  plan  fait  avec  la  ligne  de  terre  un  angle 
de  6o*;  la  trace  horizontale  fait  avec  la  même  ligne  de  terre  un  angle  de 
3o*.  L'un  des  côtés  de  la  base  est  parallèle  &  la  trace  horizontale  et  en  est 
à  une  distance  de  i  centimètre.  Le  cube  a  pour  arête  2  centimètres. 

—  Un  prisme  droit  dont  l'une  des  faces  latérales  est  dans  le  plan  horizontal 
a  pour  base  un  pentagone  régutier  dont  le  rayon  est  i5  millimètres  et  dont 
le  plan  fait  avec  le  plan  vertical  un  angle  de  60*.  Construire  les  projections 
du  prisme,  les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  perpendiculaire 
au  plan  horizontal  et  faisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  45".  Arête 
de  base  du  prisme  :  4  centimètres. 

Sessions  de  1876. 

—  On  donne  le  côté  AB  =  m  et  l'angle  A  =  2a  d'un  losange  ABCD.  On  fait 
tourner  ce  losange  successivement  autour  :  1*  de  la  diagonale  AC;  2*  de 
la  diagonale  BD;  3*  du  côté  AB.  On  demande  le  volume  et  la  surface  décrits 
respectivement  par  l'aire  et  le  périmètre  du  losange  dans  chacun  de  ces  trois 
cas.  On  étudiera  la  variation  de  ce  volume  et  de  cette  surface  lorsque,  m 
restant  constant,  a  varie  de  toutes  les  manières  possibles. 

—  On  donne  le  côté  a  d'un  triangle  équiiatéral.  On  mène  des  parallèles  aux 
côtés  de  ce  triangle  à  une  même  distance  x  entre  chaque  côté  et  le  centre 
du  triangle.  On  décompose  ainsi  le  triangle  en  trois  trapèzes,  trois  paral- 
lélogrammes et  un  triangle.  On  demande  d'exprimer  ces  surfaces  en  fonc% 
tion  de  x  et  d'étudier  leur  variation  lorsque  x  varie. 

—  On  donne  un  cercle  de  rayon  OA  =  r,  et  un  point  fixe  P  à  une  distance 
a  du  centre.  Un  point  mobile  M  décrit  la  circonférence  OA.  On  demande 
pour  chaque  position  de  M,  définie  par  l'angle  MOP  =  x,  l'expression  du 
volume  que  décrirait  le  triangle  MOP  en  tournant  autour  de  OP.  Maximum 
de  ce  triangle. 

—  Connaissant  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  octogone  régulier,  calculer 
•la  surface  et  le  volume  du  corps  engendré  par  la  rotation  de  ce  polygone 

autour  d'une  droite  menée  par  le  centre  parallèlement  à  l'un  des  côtés. 

—  Résoudre  l'équation  2tg  2iC  =  5lg  a?,  et  calculer  la  valeur  numérique 
de  cos  40:. 

—  Rendre  calculable  par  logarithmes  au  moyen  d'un  angle  auxiliaire  l'ex- 
pression   ^  +  V^'  +  ^'     Appliquer  am  cas  où  l'on  a  a  =  ii3;  6  =  335. 
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—  L'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  a  pour  longueur  S64o",25.  L'un 
des  angles  aigus  est  de  42»23'i8'',33.  Calculer  la  longueur  du  rayon  du 
cercle  inscrit.  (1) 

—  La  surface  du  triangle  rectangle  générateur  d'un  cône  est  za^.  La  surface 
totale  du  cône  est  t^'.  Trouver  le  rayon  de  la  base  et  la  hauteur.  —  Dis- 
cussion. 

—  Quelle  serait  la  raison  d^une  progression  géométrique  dont  lo  et  loo 
seraient  les  termes  extrêmes  et  qui  aurait  lo  termes  en  tout? 

»  Démontrer  que  toute  puissance  impaire  de  7,*augmentée  d'une  unité, 
donne  un  multiple  de  8. 

—  Un  cylindre  indéûni  de  rayon  r  a  pour  axe  un  diamètre  dune  sphère  de 
rayon  R.  Trouver  le  volume  de  la  partie  de  la  sphère  qui  reste  en  dehors 
du  cylindre.  Trouver  le  rayon  d'une  sphère  équivalente. 

—  Circonscrire  à  une  sphère  un  cône  de  volume  minimum. 

—  Circonscrire  à  un  cylindre  de  rayon  a  et  de  base  h  un  cône  de  surface 
latérale  minima. 

—  Inscrire  dans  un  cercle  un  triangle  isosccle,  connaissant  la  somme  de  la 
base  et  de  la  hauteur.  —  Entre  quelles  limites  peut  varier  la  somme  donnée? 


MELANGES 


HISTOIRE  DES  MATHÉMATIQUES 

Par  le  docteur  Henri  Sater,  de  SEUrlek,  traduite  par  M.  A. -G.  Melon. 

Suite.  Voir  Tome  II,  page  25. 


LA  SCIENCE  CHEZ  LES  GRECS. 

Son  Importation.  —  Ses  progrès  Jusqu'à  la  fondation  de  l'École 

d'Alexandrie. 

•  Thaïes,  après  son  retour  d'Egypte,  fonda  TÉcole  ionienne. 
Ses  élèves  immédiats,  les  plus  distingués  du  reste,  sont 
Anaximandre  et  Anaximènej  qui  brillèrent  vers  le  milieu 
du  VI®  siècle  avant  J.-G.  Nous  ne  connaissons  que  peu  de 
chose  relativement  aux  découvertes  géométriques  de  ces 
philosophes  ; .  ils  se  préoccupèrent  surtout  de  développer 
leur  système  philosophique.  Leurs  théories  d'astronomie  phy- 
sique sur  rédifice  du  monde  nous  ont  été  transmises  assez 

(1)  Question  conforme  au  programme  universitaire,  mais  absurde  au  point 
de  vue  pratique,  car  les  centièmes  de  seconde  n'existent  pas.  Il  aurait  fallu 
d'ailleurs  indiquer  Tapproximation  du  résultat.  J.  B. 
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complètement. — Le  premier  enseignait,  selon  Diogène  Laërcty 
que  la  Terre  repose  au  centre  de  l'univers,  qu'elle  a  une 
forme  sphérique;  en  outre,  d'après  ce  système,  la  Lune  rece- 
vait sa  lumière  du  Soleil,  et  le  Soleil  était  une  masse  enflam- 
mée au  moins  aussi  grosse  que  la  Terre.  Il  aurait  aussi 
découvert  le  gnomon,  et  il  aurait  le  premier  construit  un 
cadran  solaire.  C'est  lui  aussi  qui  aurait  représenté  la  sphère 
céleste  sur  un  globe.  Anaximandre  développa  donc  les  théo- 
ries de  son  prédécesseur  et  il  perfectionna  particulièrement 
les  moyens  auxiliaires  de  l'astronomie  pratique  par  l'inven- 
tion du  gnomon  et  des  cartes  astronomiques.  Il  faut  admettre 
cependant  que  les  Égyptiens  devaient  déjà  connaître  un 
instrument  aussi  primitif  que  le  gnomon.  Hérodote  dit  (livre 
II,  ch.  109)  :  «  Les  Hellènes  apprirent  des  Babyloniens  le 
cadran  solaire,  le  gnomon  et  les  12  parties  du  jour.  » 
Il  va  sans  dire  qu'on  ne  peut  pas  faire  grand  fond  sur 
de  telles  indications.  Seulement  elles  servent  à  dépouiller 
de  toute  autorité  d'autres  passages  déjà  douteux.  Il  serait 
par  conséquent  peut-être  plus  exact  d'attribuer  à  Anaxi- 
mandre la  simple  importation  du  gnomon  au  lieu  de  lui  en 
attribuer  l'invention. 

Anaximène  était  élève  i' Anaximandre.  Pline  {Hist.  nat. 
livre  II)  le  désigne  comme  l'inventeur  du  gnomon  et  des 
cadrans  solaires  ;  mais  il  le  confond  vraisemblablement  avec 
Anaximandre.  On  ne  possède  pas  d'autres  données  sur  les 
productions  mathématiques  à* Anaximène.  Nous  ne  sommes 
aussi  que  fort  peu  renseignés  sur  Anaxagore  élève  d' Anaxi- 
mène, qui  vivait  vers  l'année  460  avant  J.-G.  Tout  ce  que 
nous  en  savons,  c'est  que,  d'après  Plutarque  {De  ExiliOy 
chap.  il),  il  se  serait  occupé,  en  prison,  de  la  quadrature 
du  cercle.  Ses  opinions  philosophiques  sur  la  structure  de 
l'édifice  du  monde  paraissent  accuser  l'influence  des 
théories  de  Pythagore,  qui  régnaient  alors.  Les  paroles  que 
Diogène  Laërce  lui  attribue  au  sujet  des  étoiles  sont  particu- 
lièrement intéressantes.  «  Elles  sont,  dit-il,  composées  de 
pierres;  mais  ces  pierres  ne  tombent  pas  sur  la  terre,  parce 
qu'elles  sont  entraînées  dans  un  rapide  mouvement  circu- 
laire. »  —  Qui  ne  reconnaîtrait  là  les  premières  traces  de  la 
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connaissance  de  celte  force  qui,  tant  d'années  plus  tard  et 
grâce  à  rimmortel  Newton^  est  devenue,  en  se  combinant  avec 
la  pesanteur,"  le  principe  des  mouvements  du  système  du 
monde! 

Apeu  près  à  la  même  époque  que  iltuiccayore,  vivait  le  mathé- 
maticien ŒnôpideSy  de  Ghios.  Selon  Proclus  et  selon  Eudemus, 
Œnopides  serait  l'inventeur  des  deux  problèmes  élémentaires: 
D'un  point  pris  hors  d'une  droite  mener  la  perpendiculaire 
sur  cette  droite,  et  faire  avec  une  droite  un  angle  donné.  — 
Si  les  indications  de  Eudemus  étaient  exactes,  nous  serions 
forcés  de  convenir  que  la  géométrie  était  à  cette  époque, 
très-peu  avancée.  Mais,  comme  Pythagore  florissait  avant 
le  milieu*  du  v*  siècle,  par  conséquent  avant  Œnopides, 
nous  devons  considérer  ces  indications  i'Eudemus  comme 
inexactes  ou  faire  vivre  le  mathématicien  Œnopides  à  une 
époque  encore  bien  plus  éloignée  de  nous. 

Les  découvertes  et  les  théories  déjà  mentionnées  de 
rÉcole  ionienne  se  développèrent  parmi  les  disciples  de 
rÉcole  italique  fondée  par  Pythagore,  Cet  homme  célèbre 
naquit  à  Samos,  en  Tannée  S70  avant  J.-G.  Son  premier 
maître  fut  Phêrécyde,  de  Syros.  Pythagore  connaissait  aussi 
Thaïes;  sur  les  conseils  de  ce  dernier,  il  se  rendit  en 
Egypte,  et  môme  il  serait  allé  de  là  à  Babylone  et  dans 
l'Inde.  Pourvu  d'abondantes  connaissances,  il  retourna  dans 
sa  patrie  pour  la  quitter  immédiatement  :  car,  sous  la  tyran- 
nie parvenue  à  son  apogée  en  ce  pays,  il  ne  trouvait  pas 
un  terrain  favorable  à  ses  doctrines  philosophiques  et  il  se 
rendit  à  Crotone,  dans  la  basse  Italie.  Là,  en  peu  de  temps, 
il  amena  à  un  haut  degré  de  prospérité  cette  école  à  laquelle 
nous  devons  des  progrès  si  considérables  dans  les  mathé- 
matiques et  dans  les  sciences  naturelles. 

Les  travaux  mathématiques  de  l'École  de  Pythagore  se 
rattachent  intimement  à  ses  principes  philosophiques.  Par 
leur  tendance  mystique  à  chercher  dans  les  propriétés  des 
grandeurs  abstraites  l'explication  des  phénomènes  de  la 
nature,  les  pythagoriciens  furent  conduits  à  une  conception 
des  mathématiques  plus  scientifique  et  plus  haute  que  celle 
de  l'Ecole  ionienne,  ainsi  qu'à  une  direction  plus  pratique 
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et  plus  féconde.  C'est  ce  que  nous  dit  aussi  Proclus  dans  la 
courte  notice  historique  de  son  Commentaire  d'Euclide  : 
a  D'après  eux  (Thaïes,  etc.),  Pythagore  donna  à  la  branche 
du  savoir  humain  comprise  sous  la  dénomination  de  mathé- 
matiques la  forme  d'une  science  plus  libre,  en  en  consi- 
dérant les  principes  à  un  point  de  vue  plus  élevé  et 
en  en  étudiant  les  théorèmes  au  point  de  vue  intellectuel 
(voép(i)ç)  et  immatériel  ((z5X(i)ç).  »  Nous  pouvons  considérer 
comme  une  émanation  spéciale  de  ce  côté  mystérieux  de  la 
philosophie  de  Pythagore  les  résultats  que  l'arithmétique 
doit  à  cette  école.  Il  est  vrai  que  ces  vaines  spéculations  sur 
les  nombres  complets  et  sur  les  nombres  incomplets,  sur  les 
nombres  pyramidaux  et  les  nombres  polygonatSLX*  ainsi  que 
toutes  les  divisions  que  leur  fantaisie  avait  imaginées,  n'a- 
vaient aucune  base  véritablement  scientifique  et  môme,  sous 
un  certain  rapport,  ternissent  l'éclat  des  mérites  de  cette 
école  de  mathématiciens.  Toutefois  il  faut  reconnaître  qu'ils 
posaient  les  bases  d'une  nouvelle  science. 

Les  Grecs  divisaient  l'arithmétique  eu  arithmétique  pure 
(ipi6[i.iQTtxifj)  et  en  art  pratique  du  calcul  Çko^\(yz\%i^.  La  pre- 
mière, que  nous  nommons  aujourd'hui  science  des  nombres 
ou  théorie  des  nombres,  doit  à  Pythagore  ses  premiers 
déyeloppements.  Il  est  possible  que  Pythagore  en  ait  em- 
prunté les  principes  aux  Babyloniens  ou  aux  Égyptiens, 
mais,  quoi  qu'il  en  soit,  il  est  le  premier  Grec  auquel 
nous  puissions  attribuer  la  connaissance  des  propor- 
tions et  des  progressions.  Il  distingua  trois  sortes  de 
proportions  :  la  proportion  arithmétique ,  la  proportion 
géométrique  et  la  proportion  harmonique,  qui  sont  aujour- 
d'hui encore  connues  sous  ces  mômes  dénominations.  Quant 
aux  progressions,  il  ne  connaissait  vraisemblablement  que 
les  progressions  arithmétiques  qui  offraient  un  vaste  champ 
à  ses  spéculations  sur  les  nombres. 

Cette  proposition  :  «  La  somme  des  n  premiers  nombres 
impairs  égale  le  carré  du  nombre  entier  n  » ,  four- 
nit à  Pythagore,  comme  nous  le  voyons  dans  Proclus, 
un  moyen  de  former  des  triangles  rectangles  ration- 
nels. Voici  la  règle   :   on  prend  un  nombre  impair  pour 
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—  so- 
le plus  petit  côté  de  l'angle  droit  du  triangle  rectangle; 
du  carré  de  ce  nombre  impair  on  retranche  l'unité  et  on 
divise  le  reste  par  2  ;  on  obtient  ainsi  le  plus  grand  côté 
de  l'angle  droit;  on  ajoute  à  ce  résultat  l'unité  et  on 
trouve  l'hypoténuse  (1). 

D'autres  progressions  arithmétiques  fournirent  les  diverses 
espèces  de  nombres  polygonaux  par  le  procédé  qui  avait 
donné  les  nombres  carrés. 


CONCOURS  ACADEMIQUE  DE  DIJON.  1874. 


0ol«iloB  par  M.  Jenin,  élève  du  Lycée  de  Na^cy. 

'/  Couper  un  cube  par  un  plan  suwant  un  hexagone  éguiangle 

dont  deux  côtés  consécutifs  soient  dans  le  rapport  de  1  à  2, 

Un  plan  coupant  un  cube  suivant  un  hexagone  doit  ren- 
contrer six  arêtes.  On  sait  qu'un  plan  P|  passant  par  le 
centre  0  du  cube  et  par  les  milieux  de  deux  arêtes  consé- 
cutives AB,  AD  d'une  face  ABCD,  coupe  le  cube  suivant  un 
hexagone  régulier,  et  qu'il  est  perpendiculaire  à  la  diago- 
nale joignant  les  sommets  non  adjacents  aux  arêtes  coupées. 
Or,  un  plan  P  parallèle  au  plan  P^  et  coupant  les  six  arêtes, 
donne  un  hexagone  équiangle  de  celui  déterminé  par  P,. 
Prouvons  qu'un  plan  P,  parallèle  à  P|  passant  par  un  point  M 

MA        p 
de  l'arête  AB,  tel  que  rp=r  =  -,  coupe  le  cube  suivant  un 

Ml3        q 

hexagone  équiangle  dont  les  côtés  consécutifs  sont  dans  le 
rapport  ^.  Pour  cela,  posons  le  cube  par  la  face  ABCD  sur 

(1)  Plus  petit  côté  de  l'angle  droit  [2n  -f  ij, 

plus  grand  côté  de  l'angle  droit 

(an  H-  i)'  —  I  /Il 

-i .  as  2n  (n  +  i)- 

Hypoténuse  [211  (n  -{-  i)  +  '•] 
On  vérifie  aisément  que  le  carré  de  Tbypoténuse  =  la  somme  des  car- 
Tés  des  deux  autres  côtés. 
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le  plan  hori- 
zontal de  sorte 
que  la  diago- 
nale EG  soit 
parallèle  au 
plan  vertical. 
Menons  le  plan 
PiU>4  F|  cou- 
pant le  cube 
suivant  un 
hexagone  ré- 
gulier. Fai- 
sons-le tourner 
autour  de  sa 
diagonale  bd^ 
o'  pour  rame- 
ner à  être  pa- 
rallèle au  plan 
horizontal  et 
l'y  projeter  en 
vraie  grandeur 
suivant  Thexa- 
gone  régulier  i^  bki  l^  dj\.  En  prolongeant  les  côtés  abou- 
tissant en  b  et  d,  on  obtient  le  losange  brdsy  formé  de 
deux  triangles  équilatéraux  dont  le  côté  égale  bd.  Un  plan 
sécant  P(i)P',  parallèle  à  Pi<t)iP'i  et  passant  par  le  point  M, 
coupe  le  cube  suivant  un  hexagone  équiangle  projeté  en 
(ùo\t\  mbtudn.  Cette  section,  après  avoir  tourné  autour  de  sa 
diagonale  bd,  o\,  pour  devenir  parallèle  au  plan  horizontal, 
s'y  projette  en  vraie  grandeur  en  mb^|U|dn^;  de  plus,  ses 
angles,  aux  extrémités  de  sa  diagonale  bd,  o/,  ont 
leurs  côtés  parallèles  à .  ceux  de  Thexagone  régulier  aux 
extrémités  de  sa  diagonale  bd,  o;  ces  deux  diagonales  ayant 
la  même  projection  horizontale,  il  en  est  de  même  des  côtés 
des  angles  aux  sommets  desquels  elles  aboutissent  ;  par 
suite,  quatre  côtés  de  Thexagone  que  détermine  le  plan  PuiP' 
se  projettent  en  vraie  grandeur,  à  partir  de  6  et  d  sur  les 
côtés  du  losange  bsdr. 
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p  tnfi tîijrii 


p  +  q       hd          bd 

p        mjr       m^nj 

7        mi6       m^b^ 

p 

ma   wa'          f'/*          tb 

mb         (ùb'          l'g'          te 

p         '.«•          '.«>  .  etc. 

Or, 


donc, 


Or, 


donc, 

D'oii  le  rapport  de  deux   côtés  consécutifs  de  Thexagone 

P 
équiangle  m^bt^u^dni  est  égal  au  rapport-,  dans  lequel  le 

point  M  divise  AB.  D'ailleurs,  M  peut  être  pris  à  droite  ou 

à  gauche  de  I  ;  il  y  a  donc  deux  solutions  données  par  deux 

plans  perpendiculaires  à  la  diagonale  EC  du  cube.  Par  suite, 

le  problème  admet  huit  solutions.  Pour  résoudre  le  problème 

MA        2 
proposé,  il  faut  donc  prendre  M  tel  que  rr^  =  -  ou   qu'il 

soit  au  tiers  de  AB,  soit  à  partir  de  A,  soit  à  partir  de  B. 


CONCOURS  ACADÉMIQUE  DE  RENNES  1877. 


Solatlon  par  M.  Demortatn,  élève  à  l'École  communale  de  DouUens. 

Deuœ  circonférences  0  et  0'  se  coupent  à  angks  droits  en  A 

et  B.  f°  Mener  une  sécante  O'CD  telle  que  le  rapport  -j-=r-  soit 

donné  et  égal  à  E; 

2®  Déterminer  les  différentes  valeurs  que  peut  prendre  ce 
rapport; 

3^  Calculer  -r^=^  ; 

4^  Calculer  les  angles  que  fait  la  sécante  O'CD  avec  00',  OA 
et  OA. 

5^  Parmi  toutes  les  circonférences  orthogonales  à  0\  y  en 
a-t-il  d'autres  que  0  qui  donnent  lieu  à  la  même  droite  O'CD 
pour  le  même  rapport  K? 
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Soient  O'CD  la  sécante  et  K  le  rapport  -        .  Les   circon- 

férences  0  et  0'  étant 
orthogonales,  la  droite  CD 
^.  qui  passe  par  le  centre  0' 
de  Tune  d'elles  est  divisée 
harmoni quemen  t  aux 
points  E  et  K.  Dès  lors, 
les  quatre  droites  AE', 
AG,  AE  et  AD  forment 
un  faisceau  harmonique  dans  lequel  les  rayons  AE,  AE' 
sont  perpendiculaires;  donc  AE   est  bissectrice  de  Tangle 

DAG  et  -^j^  =  K  (1) 

mais 

GO'  X  O'D  =  OT*  =  R'«  ou  {K  —  EG)  (R'  +  ED)  =  R'«    (2) 

Des  relations  (1)  et  (2)  on  tire  O'G  =  K  X  R'. 

Pour  construire  la  sécante  demandée,  il  suffira  de  décrire 
du  centre  0'  avec  O'G  pour  rayon  une  circonférence  qui 
coupera  généralement  la  circonférence  0  en  deux  points; 
en  les  joignant  au  centre  0',  on  obtiendra  deux  droites, 
symétriques,  par  rapport  à  la  ligne  des  centres,  qui  répon- 
dront à  la  question. 

2®  Si  la  sécante  passe  en  B,  les  points  D  et  G  venant  à 

AG 

se  confondre,  le   rapport  -rrr   ^^^  ^S^^  ^  l'unité.    G'est  ce 

que  fait  voir  aussi  la  relation  O'G  =  K  X  R';  O'G  étant 
dans  ce  cas  égal  à  K.  La  plus  petite  valeur  que  puisse 

prendre  O'G  estO'C;  on  a  alors  O'G'  =  00'— R  et  K  =  ^^^^r— . 

Le  côté  R'  du  triangle  OAO'  étant  plus  grand  que  la  diffé- 
rence 00'  —  R  des  deux  autres  côtés,  on  voit  que  lorsque 
la  sécante  devient  la  ligne  des  centres,  K  <I  i.  Le  rapport 

AC  ,  ,  '      A        X    00'  — R 

■  -    peut  donc  varier  de  i  à  5; . 

AD  K 

3®  Les  points  G  et  D  ét^nt  réciproques  par  rapport  au 
cercle  0',  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque 
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de  la  circonférence  0'  à  ces  deux  points  est  constant;  par 

conséquent, 

CB    _  _A£_ 

BD    ~    AD    ~ 
4"  Dans  le  triangle  ODO',  les  trois  côtés  sont  connus; 


R' 


O'D  =  -^r-,  OD  =  R,  00'  =  V  R'  +  R*.  On    sait   donc 

déterminer  l'angle  OO'D.  Là  détermination  de  l'angle  DO'A 
n'offre  pas  plus  de  difficulté  ;  il  suffira  pour  le  calculer  de 
chercher  l'angle  OO'A  du  triangle  rectangle  OAO'  dont  on 
connaît  les  côtés  et  d'ajouter  à  cet  angle  l'angle  OOD 
précédemment  obtenu.  Quant  à  l'angle  que  la  sécante  fait 
avec  OA,  c'est  le  complément  de  l'angle  DO'A. 

8®  D'après  un  théorème  connu,  toutes  les  circonférences 
passant  par  les  points  G  et  D  réciproques  par  rapport  au 
centre  0'  coupent  orthogonalement  la  circonférence  0'.  Les 

EG         A  G 
points  G,  D  et  E  restant  fixes,  le  rapport  :^  =  j=:  =    K 

reste  le  même  et  toutes  ces  circonférences  donnent  lieu  è 
la  même  droite  O'GD  pour  le  même  rapport  K. 


CONCOURS  ACADÉMIQUE  DE  CLERMONT  1875. 


l*"®  Question. 
•olvtioB  par  M.  Bibttb,  élève  du  collège  Stanislas. 

En  désignant  par  le  point  0  le  centre  du  cercle  inscrit  dans 
le  triangle  ABG,  démontrer  la  relation  : 

ABxOG«  +  BGxOA«  +  AGxOB«  =  ABxBGxAC. 

La  relation  que  l'on  se  propose  de  démontrer  peut  s'écrire 
OG*      .        oS*       .       OB* 


BG.  AG  +  AB  .  AG  +  AB  .  BG  ""  ' 


—  8">  — 


aj'ant  un  angle  égal,  on  a 

OCH 

ABC  ~ 

EOFG 


ou 


ABC 
On  aurait  de  même  : 

EODA 

ABC 

DOFB 

ABC 

• 

En  ajoutant  terme  à  terme,  on  a 

■2 


Prolongeons  OF  d'une  quan- 
tité FH  égale  à  OF  et  joignons 
CH.  Les  triangles  rectangles 
FHC  et  OEG  ayant  les  côtés 
de  Tangle  droit  égaux  sont 
égaux;  il  en  résulte  que  GH  = 
CO,  OCti  =  aCb,  et  que  le 
quadrilatère  EOFG  est  équiva- 
lent au*  triangle  OCH. 

Les  triangles  OGH  et  ABG 

OC  X  CH 
ÂB  X  BG 

ÔG' 
'  J^G  X  AC" 

5a^ 

AB  X  AC 
ÔB^ 

AB  X  B;r 


OG'        ,       OA*       ,      PB"      _EOFO+EODA+DOFB_^ 
AC  X  BG  "^  AB  xAG'^AB  X  BG  ABG 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Thual,  de  Lorient  ;  Cousin,  de 
Caen. 

2«  Question. 

Solaiioa  par  M.  Cousin,  élève  du  Lycée  de  Caen. 

On  donne  pluHeurs  points  A,  A',  A'^....  en  ligne  droite.  Qtiel 
est  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  la  somme  MA*  +  MA'*  +  •  •  •  • 
est  constante?  Cas  du  minimum. 

Joignons  le  point  M  à  un  point  quelconque  0  de  la  droite 

AA",  point  que  nous  déterminerons  dans  la  suite.  Nous  aurons 

MA*  =  MO*  +  AO**—  2AO  X  OH 

MA'*  =  MO*  +  A'O*  +  2A'0  X  OH 
d'oîi  _  ^ 

MA*  +  MA'*  =  2MO*  +  AÔ*  +  A'O  +  2OH  (A'O  —  AO) 
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et  en  général 

MÂ*  +  Mr*4-MF'*  +  ....=p.MÔ*-f-20Bn[A'0  — A0  +  ...) 

-j_  Âô«  4.  A^*  +  .... 

d'oh  K*=p.MÔ*  +   2OH.SAO   +   SAÔ*  (i) 

en    désignant   par    SAO   la 
somme    algébrique    des 

distances  AO,  A'O 

Le  second  membre  contient 
deux  variables  p.  MO*  et 
2OH.  SAO.  Nous  pouvons 
nous  servir  de  Tindétermi- 

nation  du  point  0  pour  rendre  nul  le  produit  2OH  SAO. 

Ce  produit  sera  nul  si  0  est  le  centre  des  moyennes  distances  ; 

dès  lors  l'équation  (i)  d^nne        ^ 

MO    = =  constante, 

P 
Donc  le  lieu  du  point  M  est  un   cercle  décrit  du  centre 

des  moyennes  distances  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à 


y 


K«  —  SAO*- 


P 
La  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre  MO*  est  zéro  ; 

le  minimum  correspond  donc  au  cas  oii  M  est  sur  la  droite; 

on  a  alors  SMÂ*  =  SAO*. 

Nota,  —  M.  Biette,  du  collège  Stanislas,  a  résolu  la  même  quesUoa. 


CONCOURS  GENERAL  1874 


Gluwe  de  seconde. 
•olaUoii  par  M.  Brutand,  élève  au  Lycée  de  Troyes. 

La  différejic$  de  deux  nombres  est  a  ;  la  somme  de  leurs  ra- 
cines carrées  est  amsi  a  ;  quels  sont  ces  deux  nombres  ? 

Soient  a;  et  y  ces  deux  sombres. 
Les  équations  du  problème  sont  : 

JD  —  y^=  a 

yjx  +  ^y  =  a 


—  S7  — 

Pour   résoudre    ce   système,   posons  \lx^:=  x\  \j^=y\ 
il  se  transforme  en      a?'*  —  y'*  =  a 

a?  +  y  =  ^» 

Divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre  on  a 

X   —  y   —  i 

qui  avec  (2)  donne        x  =  —^ —    .  y  =  '; 

alors  X  =  ' — ^ — - ,         y  =  - — — — i  . 

4  ^  4 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  MM.  Thual.deLorient;  Montenot, 
de  Troyes;  Trokay,  de  Liège. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


QUESTION  37. 

Solvtton  par  M.  Dilhan  (Jérôme),  du  Collège  de  Saint-Gaudens. 

Parmi  tous  les  triangles  MNP  que  Von  peut  former  en  abais- 
sant Hun  point  quelconque  M  du  côté  AB  (Pun  triangle  ABC 
des  perpendiculaires  MN,  MP  sur  les  autres  côtés  AC,  BC,  quel 
est  celui  dont  la  surface  est  maxima?  {kmo je.) 

AM      =      X'y 

MN  =  X  sin  A, 
MP  =  (c  —  x)  sin  B. 

Dans  le  quadrilatère  MNCP,  les  angles 
C  et  NMP  sont  supplémentaires  et  Ton  a 

c-      liTXT-n           ^  (c  —  x)  sin  A  sin  B       .     ^^. 
surface  MNP  =    ^ sin  G. 

2 

MNP  sera  maximum  en  même  temps  que  x  {c  —  x), 

La  somme  des  facteurs  étant  constante ,  le  produit  sera 

maximum  quand  ces   facteurs    seront  égaux  ;  on  a   donc 

pour  déterminer  la  valeur  maxima  de  x  : 


—  m  — 


0 


d'oïl  X  =  "  . 

2 

Le  point  milieu  de  AB  répondra  donc  à  la  question. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Biette,  du  Havre;  Bernard, 
de  Liège;  Cordeau,  école  Lavoisier;  Thual,  de  Lorient;  Àubert,  de  Marseille; 
Vautré,  de  Saint-Dié;  Pyolle,  de  Constantine;  Goye,  à  Saint-Étienne;  Brice, 
à  la  Flèche;  Macé,  Lebland,  Lamy,  à  Cherbourg;  Montenot,  Bruyand  et  Fran- 
qiiet,  de  Troyes;  Demortain  À  DouUens. 


QUESTION  58. 

SolatloB  par  M.  Vautré,  de  Saint-Dié. 

Les  numérateurs  de  plusieurs  fractions  égales  sont  des  équi- 
multiples  respectivement  des  qu4)tients  trouvés  en  divisant  les 
dénominateurs  par  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

(Reynaud.) 

Soient  les  fractions  — r-  =  —p  =  .   .   .    .  =  —  ; 

b  d  g 

Désignons  par  A  le  plus  grand  commun  diviseur  de  b, 

dj  .   ,   •   .  g,  et  posons 

6  =  Aw,  d  =  An,  .    .    .    .   y  =  A/?; 

les  fractions  considérées  deviennent. 

<^    __^     0     ^     f 

Â^^T  ""  "Â^T  ~"  •  •  •  ■  ■*■  "Âïï"  ' 

d*où  Ton  tire  en  multipliant  par  A  m,n  ..../)  supprimant 
les  facteurs  communs  et  séparant  les  égalités  : 

an  =z  cm    (1) 

cp  =  fn, 
n  étant  premier  avec  m,  divise  c,  à  cause  de  l'égalité  (1). 
On  a  donc  c  =  Kn,  K  étant  entier.  Cette  valeur  substituée 
dans  l'égalité  (1)  et  dans  les  suivantes  donne  : 

a  =  Km 


/•  =  Kp 
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donc  a^  c,  .   .    .   .  f  sont  des  équimultiples  respectÎTement 

de  wi,  n  .  .    .    .  p. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question,  MM.  Bernard  de  Liège  ;  Dilhan 
(Jérôme),  de  Saint-Gaudens ;  de  Gasamajor,  de  Perpignan;  Dalzon  à  Saint- 
Ëtienne;  Franquet,  A  Troyes;  Lebland,  à  Cherbourg;  Demortain,  à  Doullens. 


QUESTION  62. 
Solution  par  M.  Picaud,  pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Etienne. 

Construire  deux  cercles  connaissant  le  triangle  formé  par  taxe 
radical^  une  tangente  commune  intérieure  et  une  tangente  commune 
extérieure,  (Weill.) 

Supposons  le  problème  résolu.  Soient  0  et  0'  les  deux  cercles 

cherchés,  ABC  le  triangle  donné. 
La  droite  OB  est  bissectrice  de 
l'angle  FBH,  de  même  O'B  est 
bissectrice  de  l'angle  KBË.  Les 
points  A  et  G  étant  sur  Taxe 
radical,  on  a  AP  =  AE  et 
CH  =  CK.  Par  suite,  les  perpen- 
diculaires élevées  sur  EF  et 
HK  en  A  et  G  rencontrent  toutes 
deux  00'  en  son  milieu  N.  Les  centres  des  deux  cercles  cher- 
chés seront  donc  déterminés  par  les  intersections  de  la  per- 
pendiculaire NP  à  l'axe  radical  avec  les  deux  bissectrices  OB 
et  BO'. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.Biette,  du  Havre;  Perrin,  à 
Clermont;  Demortain,  à  Doullens;  J.  Dilhan,  &  Castres;  Cottereau,  à  Chà- 
teauroux  ;  Vautré,  à  Saint-Dié  ;  Montenot,  Bruyand,  à  Troyes;  Lamy,  Lebland, 
de  Cherbourg. 


QUESTION  64. 
■olntlom  par  M.  Wbstphalbn^  élève  du  Lycée  du  Havre. 

Résoudre  le  système 

(i)  X-  +  y  +  js  =  I 


(2) 
(à) 


+ 


I 

X  y 

«^  +  P^  +  ï-  =  I 


+T=- 


(de  Longchamps.) 
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Des  équations  (1)  et  (2)  on  tire  : 

X  -{-  y  =  i  —  s 
xy  ~\-  yz  -\-  xs  —  xyz  r^  o 
ou  xy(i  —  «)  +  ^{x  +  y)  =  o 

ou  (i  —  3)ixy  -|-  js)  =  o  .  (4); 

en  remplaçant  .x  +  j/  par  sa  valeur  i  —  z. 

Pour  que  le  produit  (4)  soit  nul,  il  faut  que  Tun  ou  l'autre 
des  facteurs  soit  nul. 

l^  Soit  I  —  -s  =  o,      d'où  js  =^  1  ; 
alors  réquation  (1)  devient  : 

X  +  y  =  0-, 
d'où  y  =  —  X. 

Portant  dans  Téquation  (3)  ces  valeurs  de  z  et  de  y,  il 
vient  OLX  —  px  +  Y  =  i  » 

ï  —T. 


d'où  X  = 


alors  y  =  — 


a  —  p' 

1    —  Y 


a  —  jâ  a  —  p' 

2"  Soit  a;y  +  s  =  o, 

d'où  z  ^  —  xy. 

Portant  cette  valeur  de  z  dans  (1),  on  a  : 

X  +  y  —  xy  =  i, 
ou  x(i  —  y)  =  I  —  y, 

d'où  a?  =  I  ; 

Dès  lors,  5  =  —  y. 

Portant  ces  valeurs  de  a;  et  de  js  dans  (3),  il  vient  : 

«  +  py  —  ïy  =  I  ; 

I  —  a 
d'où  y  =  — ; 

par  suite, 

I  —  a  a  —  I 


P-ï "        P-ï 


iVoto.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Blette,  du  Havre;  Yautré, 
de  Saint-Dié;  Goye,  pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Etienne;  Jullien,  à  Or- 
léans. 
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QUESTION  63. 
Solattoapar  M.  Cordeau,  élire  de  l'École  Laroisier,  à  Paris. 

Lorsque  la  hauteur  d'un  cône  circonscrit  à  une  sphère  est 
double  du  diamètre  de  la  sphère,  la  surface  totale  est  aussi 
double  de  la  surface  de  la  sphère  et  le  volume  du  cône  est 
double  du  volume  de  la  sphère. 

Les  triangles  rectangles  semblables  SAD  SCE  donnent  : 

SD   __SA  _   AD 
SE   ~  se  ""   CE  ' 

et  comme       SE  =   ir  V2, 

on  tire  SA  =  3r  v  2 

AD  =     r  ^, 
On  sait  que 

-»   surf,  totale  cône  =  x  AD  .  SA  +  ic  AD*  ; 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  AD  et  SA  par  leur  valeur, 

surf,  cône  =  Sicr". 
De  même, 


vol.  cône  =  1:.  A©*. 


SD 

3 


=  — TT-  wr*. 


3 


c.  q.  f.  d. 


Sota.  —  Ont  résola  la  même  question  :  MM.  Chenet,  pension  Sainl4<ouis 
(Saint-Étienne)  ;  Hagentobler,  de  Boppelsen  (Suisse);  Loritz,  de  Nanc^; 
Westphalen,  Mérieult,  du  Havre;  Pyolle,  Ctiellier,  de  Constantine  ;  Demor- 
tain,  de  Douliens;  J.  Dilhan,  à  Castres;  Trolcay,  Lerossay,  de  Liège;  Fran- 
quet,  de  Trojres;  Corbeaux,  de  Saint-Quentin;  Bonsir;  Lambert  et  Àncion, 
de  Dinant;  Jordan,  A  Montpellier;  Lebiand,  Lamy,  de  Cherbourg. 


QUESTION  66. 
SolntloB  par  M.  Cordbad,  École  Lavoisier. 

De  toutes  les  sphères  qui  ont  leur  centre  sur  la  surface  d'une 
sphère  donnée^  de  rayon  R ,  qi^lle  est  celle  dont  la  calotte  in- 
terceptée par  cette  sphère  donnée  a  la  plus  grande  surface? 

(Martus.) 


—  M  — 

Soient  0  et  G  les  centres  de  la  sphère  donnée  et  de  la 

sphère  cherchée,  œ  le  rayon  de  cette 
sphère. 
On  a    surf,  calotte  =  2  icx.   MK; 

or  MK  =  CK  —  CM  =  X  —  -$  = 

2R 

(2R  —  x)x 


2R 
donc  surf,  calotte  =  21c. 


gg*  (2R  —  x) 

a  2R 

La  surface  sera  maxima  en  même  temps  que  cr*(2R  —  x 

ce 
et  ce  produit  est  maximum  pour  —  =  2R  —  a:  ; 


d'oh 


œ=^R. 


Alors  la   surface  maxima  sera 


32icR^ 
27 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Vautré,  de  Saint-Dié;  Biette. 
Westphalen,  du  Ha?re;  Coye,  pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Étienne  ;  De- 
mortain,  à  Doullens  ;  J.  Dilhan,  à  Castres  ;  Gourme,  Lamy,  à  Gherboarg; 
Montenot,  à  Troyes;  Jordan,  à  Montpellier. 


QUESTION  67. 
MolmttoB  par  M.  Cordeau,  élève  de  l'Ëcole  Lavoisier. 

Trouver  trois  nombres  en  progression  arithmétique  at/anl  r 
pour  raison  j  dont  la  somme  égale  le  produit. 
Application  au  cas  oii  r  :^  r.  fÉmile  Hais.) 

L'équation  à  résoudre  est  : 

CD  +  ((T  +  '')  +  (^  +  ^^)  =  X  (x-^-r)  {x-}-  2r), 
qui  se  réduit  à  a?*  -f"  ^^^  —  3  =  o 

d'où  a?  =  —  rdc\r*-\-3. 

On  a  ainsi  deux  séries  de  valeurs  pour  les  trois  nombres. 
Si  r  =  I,  les  nombres  sont  1,2,  3  ou  —  3,  —  2,  —  i. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Biette,  Westphalen,  Mé- 
rieult,  du  Havre  ;  Chenet,  de  Saint-Etienne  (pensionnat  Saint-Louis]  ;  Pyolle. 
de  Constantine;  Thual,  de  Lorient;  Vautré,  de  Satnt-Dié;  Maeé,  Coorme. 
Lebland,  Lamy,  de  Cherboug;  J.  Dilhan,  à  Castres;  Perrin.à  Clermont;  De. 
mortain,  à  Doullens;  Hugentobler,  à  Boppelsen;  Trokay,à  Liège;  Jullien,  à 
Orléans;  Pranquet,  Bruyand  à  Troyes;  Robin,  Mont^de-Marsan. 
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QUESTION  69. 

SolntioB  par  M.  Bibtte,  collège  Stanislas. 

On  donne  dans  tm  cercle  un  rayon  fixe  OA.  On  mène  un 
rayon  quelconque  OG.  On  abaisse  la  perpendiculaire  CD  sur 
OA.  Lieu  du  point  l,  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  trianr 
gle  OGD.  (Académie  de  Rennes.) 

Joignons  le  point  I  au  point  A.  Les  angles  DOC  et  DGO 

étant  complémentaires, 

0IOG  +  IGO  =  450  ; 
par  suite,        CIO  =  3i5^ 
Or  les   triangles  GIO  et  AIO  sont 
^    égaux  comme  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  égaux  chacun  à 
chacun  ;    savoir  :    lOD  =   lOG,    01 
commun,  OA  =  OG;  donc, 
OIA  =  OIG  =  i35^ 
Le  lieu  se   compose  donc  des  quatre  segments  capables 
de  i35"  décrits   deux   sur  OA  et  les   deux   autres  sur  son 
prolongement  OA'. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Huet,  du  lycée  Saint-Louis; 
Dumas,  de  Longwy;  Gélinet,  du  lycée  d'Orléans;  Cachon,  A  Toulouse  ;  Vau- 
tré, à  SaintrDié;  Demortain,  à  DouUens;  Lebland,  Lamy,  de  Cherbourg. 

M.  Feret,  du  lycée  Henri  IV,  fait  remarquer  que  si  le  rayon  OC  fait 
une  révolution  complète,  et  si  l'on  considère  les  centres  des  cercles  inscrits 
et  de  scorcles  eX'inscrits  au  triangle,  le  lieu  de  tous  ces  centres  se  compose 
de  quatre  eirconrérences  ayant  pour  diamètres  les  côtés  du  carré  inscrit 
dans  la  circonférence  donnée,  et  dont  un  sommet  est  au  point  A. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


102.  —  Si  l,  m,  n,  sont  les  longueurs  des  bissectrices 
d'un  triangle  ABC,  dont  la  surface  est  S,  on  a  : 

S  =  —  /  (6  -|-  c)  sin  —  =  —  la  cos  — "^ — , 
2      ^     '     ^  2  2  2 
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ç^  Imn  (6  -j-  c)  (c  -}-  a)  (a  +  b) 

^abc  (a  -f-  6  -f"  ^) 

(The  JEducational  Times.) 

103.  —  Si  A  et  A'  sont  deux  puissances  différentes  d'un 
nombre  premier  a,  B  et  B'  deux  puissances  différentes  d'un 
nombre  premier  b,  et  si  les  nombres  AB,  AB',  A'B,  A'B'  ont 
respectivement  m,  n,  p,  q  diviseurs»  le  nombre  des  diviseurs 

du  nombre  a6AB'BA'  est  (w  +  n  +  p  +  ^)' 

(The  Educatiarud  Times.) 

104.  —  Si,  dans  un  quadrilatère  inscrit  ABGD,  les  deux 
côtés  consécutifs  AB  et  BG  sont  égaux,  et  si  la  diagonale 
BD  rencontre  en  H  la  diagonale  AC,  on  a  la  relation 

AB«  =  BD  .  BH. 

105.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  dont  on 
connaît  un  côté,  Fangle  opposé  et  le  produit  des  deux 
autres  côtés. 


CORRESPONDANCE. 


M.  H.  M.,  officier  d'infanterie  à  Verdun,  nous  adresse  de  très-bonnes  solu- 
tions des  questions  95,  96,  99, 101.  Nous  regrettons  de  ne  pouvoir  les  insérer; 
noua  nous  sommes  imposé  comme  règle  de  n'imprimer  que  des  aolaUons 
d'élèves. 

Nous  rappelons  à  nos  collaborateurs  que  notre  travail  de  lecture  et  de 
classification  des  questions  résolues  sera  rendu  plus  facile  pour  nous,  s'ils 
veulent  bien  s'assujettir  aux  prescriptions  suivantes  : 

1*  Rédiger  chaque  question  très-brièvement  sur  une  feuille  à  part; 

2*  Dessiner  avec  soin  les  figures  sur  une  feuille  séparée  du  texte; 

3*  Reproduire  toujours  l'énoncé  des  questions. 


Erratum  des  Tables  de  Dapnia. 

Log.  96722  =  4,985.5253 
au  lieu  de         4,985.6253. 


Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 


IUPRIHHIB   CENTRAL!   DES  CHEMINS  D8  FBR.  —  A.  CHAIX   ET  C», 
RDR  BERGÈRE,  20,  A   PARIS.  —  18U-8. 
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ETUDE  SUR  LES  OPERATIONS  DE  L'ARITHMETIQUE 

par  F.  R.  A. 

[Suite,  voir  page  3.) 


V.  Trois  espèces  de  Rapports,  Proportions  et  Pi*ogressiorts, 

Un  rapport,  en  Mathématiques,  est  Ténoncé  d'une  com- 
paraison entre  deux  nombres. 

Le  premier  nombre  se  nomme  antécédent,  le  deuxième 
conséquent,  et  la  valeur  du  rapport  raison. 

Il  y  a  trois  manières  de  comparer  deux. nombres,  8  et  2 
par  exemple  : 

1®  On  considère  de  combien  Vantécédent  surpasse  le  consé- 
quent; c'est  le  RAPPORT  ARITHMÉTIQUE   : 

8  —  2  =  6 

3°  On  considère  combien  de  fois  l'antécédent  contient  le  consé- 
quent; c'est  le  RAPPORT  GÉOMÉTRIQUE  : 

8 

-  ou  8  :  2  =  4 

2  ^ 

3®  On  peut  aussi  considérer  combien  Vantécédent  contient  de 
facteurs  égaux  au  conséquent  ;  ce  sera  le  rapport  algébrique  : 

I  ou  8  (:)  2  =  3 
2 

Les  propriétés  des  trois  espèces  de  rapports  présentent 
des  analogies  remarquables;  nous  ne  les  détaillerons  pas 
ici. 

Une  proportion  est  la  réunion  de  deux  rapports  égaux  et 
de  même  nature. 

On  conçoit  immédiatement  trois  espèces  de  proportions, 
selon  l'espèce  des  rapports  qu'on  .réunit,  savoir  : 
[Proportion  arithmétique  :8  —  2=9  —  3;û  —  b  =  c  —  cl 
}Proportion  géométrique  :    8  :  2  =  12   :  3;  a    :     6  =  c    :  d 
[Proportion algébrique  :      8;:)2  =  27(:)3;a  (:)  6  =  c  (:)  d 

JOURNAL  DB  MATH.  1878.  5 
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Si  ou  voulait  lire  d'uue  manière  analogue  les  trois  espèces 
de  proportions,  ou  dirait:  arithmétiquemeniy  ou  géométrique- 
ment, ou  algébnquementy  a  est  à  h  comme  c  e.^1  à  d. 

Mais  on  peut  lire  comme  de  simples  égalités,  et  dire  : 

a  moins  h  égale  c  moins  d  ; 

a  divisé  par  h  égale  c  divisé  par  d,  ou  a  sur  h  égale  c  sur  d; 

a  exponenté  par  h  égale  c  exponenté  par  d. 

Utie  progression  est  une  suite  de  nombres  tels  que  chacun 
d*eux  soit  égal  au  précédent  augmenté  d'un  nombre  cons- 
tant, ou  multiplié  par  un  nombre  constant,  ou  élevé  à  une 
puissance  d'un  degré  constant. 

La  raison  d^une  progression  est  le  nombre  constant  qui  agit 
sur  chaque  terme  pour  donner  le  terme  suivant.  La  raison 
agissant  sur  chaque   terme  par   addition,  multiplication  ou 
exaltation,  on  conçoit  trois   espèces    de  progressions,  qui 
pourraient  être  appelées  progressions  par  addition,  par  multi- 
plication on  par  exaltation,  et  que  nous  nommerons,  en  nous 
basant  sur  les  usages  reçus,  progressions  arithmétiques^  géo- 
métriques, algébriques.  Nous    rappellerons    en    abrégé    ces 
appellations  par  trois  signes  conventionnels: 
-7-  Progression  arithmétique  ou  par  addition, 
-f^  Progression  géométrique  ou  par  miultiplication, 
(  -Ht-  Progression  algébrique  ou  par  exaltation. 

Voici  un  exemple  des  trois  espèces  de  progressions,  3 
étant  pris  comme  premiei"  terme  et  2  comme  raison  : 

357  9  II 

3        6        12  24  48 

3        9        8i         6  56i        43  046  721 

Dans  la  première  progression,  la  raison  2  s'ajoute  à 
chaque  terme  pour  donner  le  suivant;  dans  la  seconde. 
2  multiplie  chaque  terme,  et  dans  la  troisième,  2  se  pose 
comme  exposant  à  chaque  terme  pour  donner  le   suivant. 

ï*^xemple  des  trois  espèces  de  progressions,  en  symboles  généraux  : 

(Les  premiers  termes) 

-f    p    p  -^  r    p  -\'  2r 
p    pr  pr* 

p    pr  p>2 


i 


«  »  « 
•  ••" 


•T 


(Le  dernier  ou  n*  terme.) 

p  +  3r  . . 

. . .  p  +  r  (n  —  i) 

P" 

...  pr''-*' 

r' 

.  .  pr«-« 
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Les  analogies  qui  existent  entre  les  trois  espèces  de  rap- 
ports se  répètent  entre  les  trois  espèces  de  proportions  et  de 
progressions  :  ce  qui  est  addition  et  soustraction  dans  une 
espèce  devient  multiplication  et  division  dans  l'espèce  supé- 
rieure ;  ce  qui  est  multiplication  et  division  dans  une  espèce 
devient  exaltation  et  extraction  ou  exponentation  dans  l'es-^ 
pèce  supérieure. 

De  plus,  avec  la  notion  et  les  signes  de  TExponentation, 
tous  les  3ymboles  d'une  même  formule  peuvent  être  isolés, 
même  dans  l'expression  du  dernier  terme. 

qui  renferme  une  exponentielle  du  deuxième  ordre. 

En  effet,  on  isole  p  en  extrayant  des  deux  membres  la 
racine  du  degré  marqué  par  r»—  <,  ce  qui  donne 


Pour  isoler  r,  on  considère  la  formule  primitive,  et  Ton 
remarque  que  rexposantr**-"^  exprime  combien  de  fois  p 
est  facteur  dans  d  ;  on  peut  donc  poser 

r»  —i  =  d  (:)  p 

Et  si  Ton  prend,  de  part  et  d'autre,  la  racine  du  degré 
»  —  I ,  il  vient 


Nous  venons  d'écrire  r^-  *  =  d  [:)  p;  l'exposant  n  —  i 
exprime  combien  de  fois  r  est  facteur  dans  le  second  nom- 
bre de  l'égalité;  on  a  donc,  en  exponentant  les  deux  mem- 
bres par  r, 

d(:)p 


n  —  I  = 


r 
et,  en  ajoutant  i  aux  deux  membres, 

d  (:)  p 


n  =  I  + 


r 

Ainsi,  connaissant  le  premier  et  le  dernier  terme,  et  la 
raison  d'une  progression  algébrique,  on  trouvera  le  nombre 
des  termes  en  exponentant  le  dernier  terme  parle  premier, 


—  68  - 

et  le  résultat  lui-même  par  la  raison,  puis  augmentant  de 
I  le' dernier  résultat  obtenu. 

Application  de  cette  formule  à  la  progression  algébrique 
donnée  plus  haut  comme  exemple  : 


Voici  les  calculs. 

Le  nombre  43  046  721  contient 
16  facteurs  3;  ainsi  la  formule 
primitive  devient 

n  =  I  -|-  16  (:)  2 

Le  nombre  16 
contenant  4  fac- 
teurs 2,  on  a 
enfin 

n  =  I  -f-  4  =  5 
Tel  est,  en  effet, 


43  046  721 

14  348  907 

4  782  969 

I  594  323 

53 I  441 

3 
3 
3 
3 
3 

«77  147 
59  049 

19  683 

3 
3 
3 

6  56i 

3 

2  187 

729 

243 

81 

3 
3 
3 
3 

27. 

9 
3 

3 
3 
3 

I 

16 

2 

8 

2 

4 

2 

2 

2 

1 

le  nombre  des  termes  de  la   pro- 
gression considérée. 

{A  suivre.) 


NOTE    DE    GEOMETRIE 


SUR   LA  DROITE  DE  SIMSON. 


par  M.  «inlliard,  maître  répétiteur  au  Lycée  de  Clermont-Ferrand. 


Soit  ABC  un  triangle,  M  un  point  du  cercle  circonscrit, 
MP,  MQ,  MR,  les  perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés 
du  triangle,  on  sait  que  les  trois  points  P,  Q,  R,  sont  en 
ligne  droite  ;  cette  ligne  est  dite  :  droite  de  Simson^  du  nom 
de  celui  qui  en  a  parlé  le  premier. 
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Pour  un  même  point  M,  je  désignerai  par  droites  de 

Simson  relatives  aux  angles 
A,  B,  G,  les  portions  de  la 
droite  de  Simson,  définie  plus 
haut,  comprises  entre  les  cô- 
tés respectifs  de  ces  angles. 
Soient  ^i,  /,,  l^  les  longueurs 
des  droites  de  Simson  relati- 
ves aux  angles  A,  B,  G  (1).  Pour 
tout  point  de  Tare  opposé  à 
Tangle  A  je  considérerai  Z^, 
{jf  {3  comme  positives; 

Pour  tout  point  de  Tare 
opposé  à  Tagle  B  je  considé- 
rerai /i,  /j   comme  positives 

et   /,.  comme  négative  ;  pour  tout  point  de  Tare  opposé  à 

l'angle  G  je  considérerai  l^,  /,  comme  positives  et  /j  comme 

négative. 
De   ces   définitions  il  résulte  que  l'on   a  pour  un  point 

quelconque  M  du  cercle  circonscrit  la  relation  : 

Théorème  I.  —  La  longueur  de  Vun  quelconque  des  seg- 
ments de  la  droite  de  Simson  dtun  point  M,  est  proportionnelle 
à  la  distance  du  point  M  au  sommet  de  l'angle  qui  comprend  le 
segment. 

Démonstration  :  Les  triangles  PQM  et  BMC  sont  sembla- 
bles, car  BMC  =  PMQ  =  180-  —  A 
et                            PQM  =  BCM  =  BAM 

,  PQ  BG 

on  a   donc  -mq-  =  -mg- 

les  triangles  QMG  et  AME  sont  semblables,  car  AEM  =  ACM 

MQ         AM 
on  a  donc  -Mr  =  ^r 

Multipliant  membre  à  membre  les  deux  égalités  précédentes 


(1)  Je  désignerai  /|,  ^3,  l^  aussi  sous  le  nom  de  segments  de  la  droite  de 
Simson  du  point  M. 
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il  vient  :  PQ  =-^  •  AM, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Rbmarqui  :  De  la  relation  I^  =  I,  -|-  {,  et  du  théorème  I 
nous  allons  déduire  une  démonstration  très-simple  du 
théorème  de  Ptolémée. 

On  a  :  /^  =  /,  +  I„ 

donc  :  2R/1  =  iîRi,  +  2RZ,. 

Appliquons  le  théorème  I,  il  vient  : 

AM  X  BG  =  BM  X  AG  +  CM  +  AB 

Ce  qui  démontre  ce  théorème  :  Dans  un  quadrilatère 
inscrit  le  produit  des  diagonales  est  égal  à  la  somme  des 
produits  des  côtés  opposés. 

CSorollaire  :  Si  Ton  prend  successivement  pour  point  M 
les  sommets  du  triangle  ABC,  on  obtient  les  relations  bien 
connues  qui  lient  les  hauteurs  du  triangle  aux  côtés  et  au 
rayon  du  cercle  circonscrit;  desquelles  relations  on  déduit 
pour  la  surface  du  triangle  Texpression  d'un  usage  continuel 

abc 


S  = 


4R- 


Théorème  II  :  Pour  deux  points  symétriques  par  rapport  au 
diamètre  passant  par  Fun  des  sommets  du  triangle^  les  deux 
droites  de  Simson,  relatives  à  Pangle  du  sommet  considéré^ 
sont  égales. 

Gela  résulte  immédiatement  du  théorème  I. 

Corollaire  :  Si  Ton  prend  les  symétriques  des  sommets 
du  triangle  par  rapport  aux  diamètres  passant  par  les  autres 
sommets^  et  que,  l'on  mène  les  droites  de  Simson  de  ces 
symélriqueSy  le  théorème  II  pourra  s'appliquer  et  nous 
conduire  à  trouver  des  droites  égales  aux  hauteurs  du 
triangle. 

Théorème  III  :  Si  Von  prend  les  droites  de  Simson  de  deux 
points  symétriques  par  rapport  au  centre^  la  somme  des  carrés  de 
deux  droites  de  Simson  relative  à  un  même  angle  est  constante  et 
égale  au  carré  du  côté  opposé  à  cet  angle- 
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BG 
Nous  avons  trouvé     PQ  =  -=r.  AM 

2R 

soit  M'  le  symétrique   de  M  par  rapport  au  centre   on  a 

Â5F*  =  4R«  —  AM« 

et  FQ'  =  ^.  AM' 

2H 

donc  FQ"^  +  PQ*^  =  W? 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Corollaire  :  La  somme  des  carrés  des  six  segments,  des 
droites  de  Simson  de  deux  points  symétriques  par  rapport  au 
centre,  est  constante  et  égale  à  la  somme  des  carrés  des  côtés 
du  triangle. 

On  déduit  aussi  facilement  du  théorème  II!  que  deux 
droites  de  Simson  de  deux  points  symétriques  par  rapport 
au  centre  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Applications  des  théorèmes  précédents.  Soient 
II,  I,,  /(les  segments  de  la  droite  de  Simson  du  point  M, 

^  if  'i>  's  les  segments  de  la  droite  de  Simson  d'un  point  M' 
symétrique  de  M  par  rapport  au  centre  on  a  ; 

(4)  /i   =  i.  +  U 

(2)  /'.  =  i\  +  r, 

(3)  «.*  +  «.'•  =  c« 

(4)  i.»  +  h''  =  6« 

(5)  /,•  +  i,'«  =  c« 

En  éliminant  l\y  l\,  l\  il  nous  restera  une  relation  entre 
'if  hy  U  ^^  ^>  ^9  ^'  Cette  élimination  donne  immédiatement 

Vo*  —  II*    =  yJb*  —  /,«    +  v^c*  —  /a' 
J'élèyerai  2  fois  au  carré  et  sachant  que  : 
—  (a  +  6  -f  c)  (a+  6  —  c)  (a  +  c  —  6)  (c  +  6  —  a) 
=  a*  +  6*  +  c*  —  2a»6* —  2a*c»  —  26*0» 
puis  posant  a*  -f"  **  +  C  =  2S* 

on  trouve  la  relation  : 

(S«  —  a«)  II*  +  (S*  —  6«)  /.«  +  (S«  —  c«)  /,»  =  {2sy 
en  appliquant  si  l'on  veut,  le  théorème  I,  il  vient  : 

(S«  —  a*)  a«.  AM* +(S«  —b*)bK  BM*+  (S«  —  c»)c*.  GSP=a*6«c* 
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SUR  LE  NOMBRE  DE  CHIFFRES  CERTAINS 

DANS  l'extraction  DE  LA   RACINE  CARRÉE  d'uN  NOMBRE  APPROCHÉ. 


1.  —  Soit  un  nombre  décimal  approché  quelconque,  tel 
que  234,5678901.... 

Supposons  que  les  cinq  premiers  chiffres  à  gauche  soient 
bons  et  que  le  premier  chiffre  douteux  soit  7.  En  multi- 
pliant par  100,  on  aura  à  extraire  la  racine  d'un  nombre 

23456,78901 . . .  , 
présentant  une  erreur  inférieure  à  une  unité. 

Supposons  que  les  six  premières  figures  soient  bonnes, 
et  que  le  premier  chiffre  douteux  soit  8  ;  on  multipliera  par 
loooo  et  l'on  aura  à  extraire  la  racine  du  nombre 

2345678,901 . . .  , 
dont  l'erreur  est  moindre  que  10  unités. 

On  voit  que  Ton  peut  toujours  ramener  le  problème  à 
l'extraction  de  la  racine  d'un  nombre  entier  présentant  une 
erreur  inférieure  soit  à  i,  soit  à  10. 

2.  —F  Soit  A  un  nombre  approché  et  A  -|-  a  le  nombre 
exact  correspondant;  l'erreur  commise  dans  la  racine  carrée 

sera  :  e  =  vA-pa   —  /Â" 

^__  CL  d 

mais   vÂT-PlT  —  \A  = 


V^A  +  a  -f  v^  ^  2v^A 


donc  ;  e  <  — p=- 

2V  A 

jer  Cas  —  a  <  I 

I 
3.  —  Dans  ce  cas,     e  <  — p=r 

2VA  . 

1®  Supposons  que  A  ait  2n  chiffres  et  soit  pq  les  deux 
premiers,  nous  aurons  : 

2v(pî  .    10**""* 


2  .  io"~*v^ 
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Si  pq  est  au  moins  égal  à  25,  nous  aurons  a  fortiori 

par  suite  on  pourra  compter  sur  n  chiffres  décimaux  à  la 
racine  et  comme  elle  a  n  chiffres  à  la  partie  entière,  on  con- 
naîtra 2n  chiffres  de  la  racine. 

Si  pq  est  inférieur  à  25,  on  ne  peut  plus  compter  que  sur 
n — I  chiffres  décimaux,  donc  en  tout  sur  2n^  i  chiffres  à  la 
racine. 

2**  Supposons  que  A  ait  211-^  i  chiffres  et  soit  p  le  premier 

on  pourra  dire  que    e  <C 


2  .    lOnV^P 

I 


donc  a  fortiori  e  < 

Donc  on  pourra  compter  sur  les  n  premières  décimales 
de  la  racine,  et  comme  cette  racine  a  n  +  i  chiffres  à  la 
partie  entière,  elle  aura  2n  -|-  i  chiffres  exacts. 

2«  CAS  i—  a  <  10 
4.  —  L'inégalité  fondamentale  devient  alors 

D'oîi  Ton  conclut  ce  qui  suit  ; 

1^  Si  A  a  2n  chiffres  et  que  la  première  tranche  à  gauche 
soit  au  moins  égale  à  25,  Terreur  commise  à  la  racine  sera 

inférieure  à    r,  on  en  connaîtra  donc  n — i  décimales,  et 

10'*^ 

comme  la  racine  a  n  chiffres  à  la  partie  entière,  on  aura 

finalement  autant  de  chiffres  sûrs  à  la  racine  qu'il  y  en  a 

dans  le  nombre  ; 

S°  Si  la  première  tranche  à  gauche  est  inférieure  à  25,  la 
racine  aura  autant  de  chiffres  exacts  moins  un,  qu'il  y  en  a 
dans  le  nombre  donné  ; 

3®  Si  A  a  un  nombre  impair  de  chiffres,  le  nombre  des 
chiffres  certains  de  la  racine  sera  égal  au  nombre  des  chif- 
fres certains  de  A. 

De  cette  discussion  résulte  le  théorème  suivant  : 
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Théorème.  —  Dans  V extraction  de  la  racine  carrée  iun 
nombre  approché^  on  peut  compter  sur  autant  de  chiffres  cer- 
tains qu'il  y  en  a  dans  le  nombre;  excepté  si  le  nombre  des 
chiffres  du  nombre  donné  est  pair  et  si  la  première  tranche  est 
inférieure  à  25.  Dans  ce  cas  la  racine  a  autant  de  chiffres  cer- 
tains que  le  nombre^  moins  un. 

Remarque.  —  Nous  disons,  pour  abréger,  qu'un  nombre 
a  n  chiffres  certains,  quand  l'erreur  est  moindre  qu'une  unité 
de  Tordre  de  ce  n*  chiffre.  J.  B. 


REMARQUES 

SUR 

L'ENSEIGNEMENT  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE 

p»r  S.  Hottel. 

[Suite,  voir  page  39.) 


II 

L'enseignement  de  la  Trigonométrie  est  compliqué  d'une 
manière  fâcheuse  par  l'habitude  où  l'on  est  d'introduire  dès 
le  début  l'usage  de  Tables  contenant  les  logarithmes  des  fonc- 
tions circulaires  au  lieu  des  valeurs  naturelles  de  ces  fonctions. 
Il  serait  infiniment  préférable  de  commencer  par  exposer, 
avec  très-peu  de  détails,  et  en  se  servant  uniquement  de 
la  méthode  d'approximation  fondée  sur  la  bissection  succes- 
sive des  angles,  la  construction  des  Tables  des  valeurs 
naturelles,  et  ce  serait  un  excellent  exercice  pour  les  élèves 
que  de  calculer  eux-mêmes,  en  suivant  les  prescriptions 
indiquées,  une  petite  Table  trigonométrique,  à  deux  ou  trois 
décimales,  et  avec  des  intervalles  assez  rapprochés  pour 
que  l'interpolation  pût  se  faire  commodément.  Cette  Table, 
corrigée  avec  soin,  devrait  être  seule  mise  entre  leurs  mains: 
avec  son  aide,  en  y  joignant  le  secours  de  la  règle  à  calcul, 
ils  seraient  è  même  de  résoudre  toutes  les  questions  de 
Trigonométrie   avec  une   approximation  bien   supérieure  a 
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l'exactitude  de  leurs  constructions  graphiques,  et  beaucoup 
plus  promptement  que  par  l'emploi  des  logarithmes,  surtout 
quand  on  complique  les  formules  d'angles  auxiliaires,  sous 
prétexte  de  les  rendre  calculabks  par  logarithmes. 

L'usage  prématuré  des  logarithmes  trigonométriques,  dans 
un  enseignement  s'adressant  à  des  jeunes  gens  encore  peu 
experts  dans  la  pratique  du  calcul,  ne  peut  que  retarder 
leurs  progrès  dans  cet  art  et  leur  en  fermer  l'intelligence. 
Le  mal  est  grave  surtout  lorsqu'on  met  dans  leurs  mains 
novices  les  grandes  Tables  qui  conviennent  seulement  aux 
praticiens  exercés,  et  dont  le  maniement  n'apprend  rien  de 
plus,  au  point  de  vue  de  la  théorie,  que  celui  des  petites 
Tables  à  trois  ou  quatre  figures.  On  fausse  leurs  idées  sur 
l'exactitude  que  l'on  peut  généralement  obtenir,  en  leur 
laissant  supposer  qu'une  approximation  à  un  dix-million- 
nième  près  de  la  valeur  du  résultat  correspond  aax  cas 
ordinaires  de  la  réalité.  Aussi  voit^on  des  élèves  qui  ne 
sont  nullement  étonnés  quand  on  leur  demande  de  calculer 
le  rayon  de  la  Terre  à  un  centimètre  près.  Si  l'on  a  la  pré- 
tention de  les  initier  à  la  solution  des  problèmes  pratiques, 
pense-t-on  les  y  bien  préparer  en  leur  posant  des  questions 
aussi  fantastiques? 

Ce  vice  capital  de  la  méthode  s'étend  sur  tout  ce  qui  tou- 
che à  l'enseignement  du  Calcul  numérique.  Au  lieu  d'occu- 
per les  pauvres  écoliers,  pendant  tant  de  mortelles  heures, 
à  transcrire  des  nombres  à  sept  figures  (le  nombre  sept  est, 
parait-il,  un  nombre  sacré  en  Mathématiques  comme  ailleurs), 
et  de  noyer  leurs  idées  dans  des  flots  de  chiflres,  ne  vau- 
drait-iï  pas  mieux  faire  appel  plus  souvent  à  leur  intelligence 
et  à  leur  bon  sens,  et  leur  montrer  que  l'art  du  calcul, 
loin  d'être  une  routine  aveugle  et  abrutissante,  fournit,  au 
contraire,  au  calculateur  de  continuelles  occasions  de  déve- 
lopper les  ressources  de  son  esprit  d'invention,  en  lui  offrant 
un  sujet  d'expériences  aussi  variées  qu'intéressantes,  et 
donnant  lieu  à  l'emploi  de  procédés  divers,  plus  ou  moins 
exacts,  plus  ou  moins  expéditifs?  Loin  de  là,  dans  les  trai- 
tés même  les  plus  appréciés,  on  ne  trouve  pas  un  seul  mot 
pour  avertir,  par  exemple,  le  ^oïnmençant  qu'il  dépense  son 
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temps  en  pure  perte  lorsqu'il  prend  avec  sept  figures  le 
logarithme  d'un  nombre  connu  seulement  avec  deux  ou 
trois  chiffres  exacts,  et  que  le  bon  sens  lui  interdit  de 
conserver  dans  une  addition  plus  de  chiffres  décimaux  qu'il 
n'y  en  a  dans  le  nombre  le  moins  approché.  Et  pourtant  il 
n'est  pas  besoin  de  réfléchir  bien  longuement  pour  se  con- 
vaincre de  l'absurdité  de  telles  pratiques. 

Là  où  des  fautes  si  grossières  passent  inaperçues,  il  ne 
faut  pas  s'étonner  de  l'absence  de  toute  indication  sur  la 
manière  de  calculer,  au  moyen  des  différences  tabulaires, 
une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise,  de  quelque  utilité 
que  soit  la  connaissance  de  cette  limite,  tant  pour  l'appré- 
ciation de  l'exactitude  du  résultat  que  pour  la  comparaison 
des  avaatages  respectifs  que  peuvent  présenter  les  divers 
modes  de  calcul. 

Disons  maintenant  quelques  mots  sur  Tusage  des  angles 
auxiliaires  employés  pour  transformer  à  tout  prix  la  for- 
mule finale  en  une  expression  monôme,  abstraction  faite  du 
travail  que  coûte  cette  transformation.  Nous  montrerons 
sans  peine  que  les  formules  ainsi  obtenues  ne  sont  pas 
en  général  les  plus  aisément  calculables  par  logarithmes^  et 
que  la  simplicité  apparente  des  valeurs  auxquelles  on  par- 
vient n'est,  en  réalité,  le  plus  souvent  qu'un  leurre  et  un 
trompe-l'œil. 

D'abord  personne  ne  peut  nier  que  la  recherche  d'un 
logarithme  dans  les  Tables  trigonométriques,  quelque  per- 
fectionnées qu'elles  soient,  exige  beaucoup  plus  de  temps 
et  d'attention  que  la  recherche  analogue  dans  la  Table 
des  logarithmes  des  nombres.  La  moindre  pratique  suffît 
pour  reconnaître  cette  vérité.  La  substitution  de  la  Table 
trigonométrique  à  la  Table  des  logarithmes  des  nombres 
ne  peut  devenir  avantageuse  qu'autant  qu'elle  diminue 
le  nombre  des  lectures.  Or  c'est  précisément  le  contraire 
qui    arrive   dans   la  plupart  des  cas. 

Considérons,  par  exemple,  les  formules  pour  la  résolu- 
tion d'un  triangle  sphérique,  dont  on  connaît  deux  côtés 
a,  6  et  l'angle  compris  G.  Ces  formules,  telles  qu'elles  se 
présentent  immédiatement,  sont  les  suivantes: 
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icot  a  sin  b  —  cot  A  sin  C  =  cos  6  cos  G, 
cot  6  sin  a  —  cot  B  sin  C  =  cos  a  cos  G, 
cos  c  =  cos  a  cos  b  -f-  sin  a  sin  b  cos  G. 
Les  formules,  dites  calculables  par  logarithmes^  que  Ton  en 

:ire  sont  : 

.  ni  .         sin  îw  tang  G 

tang  m  =  tang  a  cos  G,  tang  A  =  — : — 2_-- 

sm  (o  —  m) 

/-^x  )a  4         l  n    *         t>        sin  n  tang  G 

(2)  (tang  n  =  tang  b  cos  G,  tang  B  =  — : — ; 2-_. 

'^   ^  sin  (a  —  n) 

cos  a  cos  (6  —  m)        cos  6  cos  (a  —  n) 

cos  c  =  ^ ^ •  = ^ '". 

cos  m  cos  n 

L'emploi  de  ces  formules  exige  i6  lectures  pour  trouver 
les  j6  quantités. 

log  tang  Oy       log  cos  G,        m,  log  tang  b, 

n,  log  sin  m,        log  tang  G,      log  sin  (6 — m) 

A,  lojç  sin  n,         log  sin  (a — n),  B, 

ilog  cos  a,       (Logcos(6— w),nog  cos  m, 
Itou  log  cos  6],|i^g  cos^-n),/!^^  log  cos  n],  ''^ 

plus  2  soustractions  d'angles  pour  avoir  b  —  w  et  a  —  n,  et, 
tant  que  la  routine  s'obstinera  à  conserver  la  division  sexa- 
gésimale du  cercle,  toute  opération  sur  les*  angles  pourra 
ùtre  considérée  comme  exigeant  un  travail  équivalent  à  celui 
d'une  lecture. 
Les  formules  (1)  étant  mises  sous  la  forme 

cos  c  =  cos  a  cos  b  (i  -\-  tang  a  tang  b  cos  G), 

cot  A  =  ^nS±  .  ££i^^  _tang_a     ^^^  ^,\ 
tang  a     sin  L  \         tang  b  J 

,  „       tang  a     cos  a  /         tang  b  ^\ 

cot  B  =  — 2-^  .  -: — -  (  I  —  — 2_  .  cos  G  ), 
tang  b     sin  G  \         tang  a  J 

leur  calcul  n'exige  que    i5   lectures,  dont  6  dans  la  Table 

des  nombres,  pour  la  recherche  des  quantités 

log  cos  a,        log  cos  6,        log  tang  a,        log  tang  6, 

log  cos  G,  log  sin  G,  N  =  ^^^^  cos  G,  N'  =  J^^  cos  G, 

^  tang  b  tang  a 

N"  =  tangatang6cosG,log(i— N),log(i— N'),log(i+N"), 

A,  B,  G, 

et  aucune  soustraction  ni  division  d'angles. 
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Voici  le  tableau  complet  du  calcul,  au  moyen  de  ces 
dernières  formules,  de  l'exemple  numérique  développé,  à 
Taide  des  angles  auxiliaires,  dans  le  Traité  de  trigonométrie 
de  M.  Serret,  p.  180  : 

„  tang  b 

a  =  ii3»    •/  56\64    cos  C  ...  —  1,876  joSô    {^5]^  "•  ""  O'^^^^o^^ 

cos  b  — 

6=     82*  39' 28^,40    tanga...  —  0,371  1149    iiTc" i,288i5o2 

C  =  i38-  5o'  i3'',69    iang5...        0,889  9'53     '  ""  ^ ^,8876627 

cet  À  •..  —    1,6945773 
A  =  ii6»  20'  2',ai 

^^"■^^^■^"^^^^^^^^^^"^^^^^^^^^^^^^  ^^Ê^^^^^l^m^m^^a^^^^^^^'m^^^^^Ê^^^mKm^Ê^mÊm  ^^^^f^^^^^mÊ^m^^m^^^mi^m^m^am^imi^^f^^^mm^m^m 

—  tang  a  ..  . 

sin  C  ...   1,818  3589   N" 1,137  7338   jj^  •••  —  '.481  199^ 

cos  6  ...  r,io6  5091    N    T,357  9032   —, ...  —  ÎT7743943 

i+N*.. .1,168  2617   N'  0,395  5040    I— N'...  —  0,1720236 

cos  c...— 7,867  5240   N"    =        i3,732  cot  B  ....  —  714276175 

c  =  i37-  29*  4",63       N     =      0,2279834  B  =  104-  59'  8',38 

N'    =      2,4860165 

Nous  avons  inscrit  ici  tous  les  calculs  qu'un  opérateur 
un  peu  exercé  ne  doit  pas  faire  de  tète  ou  à  l'aide  de  la 
règle  à  calcul.  Le  nombre  des  lectures  serait  encore  dimi- 
nué de  3,  si  Ton  faisait  usage  des  Tables  des  logarithmes 
d'addition  et  de  soustraction. 

On  peut  maintenant  juger  de  la  différence  de  longueur 
entre  les  opérations  ci-dessus  et  les  opérations  faites  avec 
les  méthodes  artificielles  où  l'on  emploie  les  angles  auxi- 
liaires, ou  même  celles  qui,  comme  les  analogies  de  Neper 
ou  les  formules  de  Delambre  et  Gauss,  exigent  un  assez 
grand  nombre  d'additions  ou  de  soustractions  d'angles. 

Nous  concluons  de  là  que  l'usage  direct  des  formules  fon- 
damentales de  la  Trigonométrie  est  de  tous  les  procédés 
de  calcul  le  plus  expéditif,  et  c'est  une  pure  illusion 
que  de  croire  gagner  quoi  que.  ce  soit  à  transformer  ces 
formules  en  expressions  monômes,  soit  à  l'aide  d'angles 
auxiliaires,  soit  à  l'aide  de  formules  qui  se  prêtent  d'elles- 
mêmes  à  cette  transformation.  Il  faudrait  donc  rayer  des 
livres  d'enseignement  cette  locution,  aussi  mal  choisie  que 
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la  méthode  qu'elle  désigne  :  Rendre  une  formule  calculable 
par  logarithmes. 

Nous  ne  voulons  pas  dire  qu'il  ne  se  rencontre  jamais  des 
cas  spéciaux  ou  Temploi  des  angles  auxiliaires  est  avanta- 
geux ;  mais  ces  cas  ne  se  présentent  jamais  dans  les  théories 
qui  constituent  les  éléments  de  la  Trigonométrie.  Tout  au 
plus  conviendrait-il  de  donner,  comme  simples  exercices^ 
quelques  exemples  de  cette  transformation,  et  de  saisir 
cette  occasion  pour  en  faire  ressortir,  non  les  avantages, 
mais  les  inconvénients.  . 


CONCOURS  GENERAUX. 


CONCOURS  DE  1860 

Classe  de  troisième  [sdmces). 

Extraire  la  racine  carrée  d'an  nombre  quelconque,  à  moins  d'une  certaine 
unité  décimale,  et  dire  combien  il  faut  prendre  de  chiffres  au  nombre  pour 
avoir  une  approiimation  donnée. 

Construire  un  quadrilatère,  connaissant  les  quatre  côtés  et  l'angle  formé 
par  les  prolongements  des  deux  côtés  opposés. 

Classe  de  seconde  [sciences] . 

On  donne  la  suite  des  termes 

_  îî!      ffl'  ("w^  —  2^)       m»  (m»  —  2^)  (w?  —  4') 

'  ~2}  2^   .  4^  2'    .    4*   .  6* 

ffl»  [ffi'a  -,  2^)  (m'  —  4»)  (m»  ^  6» 

2*  .  4^  •  0'  .  8' 

m»  [m*  -  2^)  (m^'-  4')  (">''  —  6')  (m»  —  8») 
2^  .  4^  .  6^  .  8=^  .  10* 


dont  la  loi  est  évidente.  On  demande  de  calculer  sous  la  forme  la  plus 
simple  que  l'on  pourra,  la  somme  des  deux  premiers  termes,  la  somme  des 
trois  premiers,  celle  des  quatre  premiers,  et  en  général  celle  des  n  premiers, 
n  étant  quelconque. 

Prouver  que  si  m  désigne  un  nombre  elitier  positif,  on  peut  toujours 
choisir  n  de  telle  sorte  que  la  somme  soit  nulle. 

Classe  de  rhétorique  [sciwces). 

La  surface  d'un  triangle  ABC  est  égale  à  un  carré  donné. 

Le  côté  AB  est  une  ligne  donnée  c.  La  différence  A— B  des  angles  adjacents 
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est  égale  à  un  angle  positif  donné  a  <  180*.  —  On  propose  de  calcnler  les 
angles  A  et  B. 
Le  problème  est-il  toujours  possible  et  admet-il  plusieurs  solutions? 

Classa  de  logique  [lettres). 

On  donne  deux  droites  parallèles  A^,  yx  et  un  point  À  sur  la  première. 

On  mène  par  ce  point  une  sécante  quelconque  AB  et  par  le  point  B  où 
elle  rencontre  la  seconde  parallèle,  on  élève  BC  perpendiculaire  à  AB.  Au 
point  C  on  fait  Tangle  ACD  double  de  BAC  et  de  A  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire AM  sur  CD. 

On  propose  de  démontrer  que  si  Ton  répète  la  même  construction  poor 
d'autres  sécantes  menées  par  le  point  A,  tous  les  points  analogues  à  M 
seront  sur  une  même  circonférence  de  cercle. 

Classe  de  logique  [sciences]. 

Soient  AMA\  BNB'  deux  circonférences  concentriques  et  AA'  ua  diamètre 
fixe;  soient  OM  et  OM'  deux  droites  rectangulaires  menées  par  le  centre  0, 
dont  l'une  coupe  les  deux  circonférences  en  M  et  N  et  Taulre  en  AT  et  N'. 
On  abaisse  sur  AA'  les  perpendiculaires  MQ  et  M'Q';  des  points  N  et  N'  on 
abaisse  sur  MQ  et  M'  Q',  les  perpendiculaires  NP  et  N'P.  Enfin  on  joint  OP 
et  OF  et  l'on  forme  ainsi  Pangle  POF. 

Comment  doivent  être  tracées  les  droites  rectangulaires  OM  et  OM  pour 
l'angle  POP'  soit  maximum  ? 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


FACULTÉ  DE  POITIERS. 

Sessions  de  1876. 

Un  plan  passe  par  la  ligne  de  terre  et  un  point.  Trouver  son  intersection 
avec  une  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  donnée  par  ses  traces. 

La  base  d'un  triangle  a  une  longueur  de  G543  mètres.  L'angle  au  som- 
met est  67»  53'  41''.  Calculer  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Couper  une  sphère  par  un  plan  de  manière  que  le  cône  ayant  pour  base 
la  section  obtenue  et  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  ait  une  surface 
donnée. 

Dans  un  triangle  on  donne 
a  =  3246",927; 
A  =  57»  32'  7",52 
B  =r  73*  42'  5o",o6. 

Calculer  le  côté  c. 

Etant  donné  un  demi-cercle  ADC,  mener  une  perpendiculaire  BD  par  on 
point  B  du  diamètre  AC,  l'allé  que  AB  4-  BD  =:  /. 

La  distance  de  Jupiter  au  Soleil  étant  5,  2,  celle  de  la  Terre  au  Soleil 
étant  prise  pour  unité,  calculer  au  moyen  de  la  troisième  loi  de  Kepler  la 
durée  de  la  révolution  de  Jupiter. 
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Une  sphère  creuse  a  un   rayon  intérieur  de  6266  mètres  et  un  rayon 

parallèles  situés  du  même  côté  du  centre  à  des  distances  de  3ooo  et  3 100 
mètres.  -^*vv# 

Étant  donnée  une  sphère  et  un  diamètre  AB,  mener  un  plan  CD  peroen- 
diculaire  à  ce  diamètre  de  façon  que  l'aire  de  la  zone  CAD  soit  équivalente 
à  aire  latérale  du  cône  CBD.  Calculer  à  un  millième  près  le  rapport  du 
volume  sphérique  extérieur  au  cône  au  volume  de  la  sphère 

Quelle  somme  peut-on  emprunter  actuellement  pour  pouvoir  se  libérer 
par  15  paiements  égaux  de  3000  fr.  chacun,  effectués  le  premier  un  an  après 

5  VaTr in '         '"'^'°''  '^'"''^  ""  '"°^"'  -  ^^  ^*"^  ^^  l'intérôt^^? 

Aux  milieux  des  côtés  d'un  triangle  solide  on  applique  des  forces  per- 
pendiculaires aux  côtés  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  côtés  et 
dans  le  plan  du  triangle.  Démontrer  qu'elles  se  font  équiUbre 

Du  milieu  de  la  base  dun  rectangle  comme  centre,  on  décrit  un  arc  de 
cercle  ayant  l'autre  base  pour  corde,  et  l'on  fait  tourner  la  figure  ainsi 
obtenue  autour  de  la  première  base.  Sachant  que  la  hauteur  du  rectangle 
est  h,  que  la  surface  totale  du  solide  ainsi  formé  est  2T:a\  on  demande 
1  expression  de  la  base. 

Mener  par  lextrémité  d'un  diamètre  une  corde  telle  que  le  volume 
engendré  par  la  rotation  autour  du  diamètre  du  segment  circulaire  quelle 
détermine  soit  les  -^  du  volume  de  Ja  sphère. 

^.TJfïl®'^*"*^"  d'une  progression  géométrique  ayant  pour  termes  extrêmes 
I  et  Oi)i>io,  et  comprenant  17  termes  en  tout. 

Sessions  de  1877. 

Un  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  tourne  autour  d'un  axe  xy  situé  dans 
son  plan  et  passant  par  le  sommet  C.  Quel  doit  être  l'angle  du  côté  AC 
avec  iaxe  pour  que  le  volume  engendré  soit  maximum?  On  suppose  AB  = 

Connaissant  la  longueur  delà  circonférence  méridienne  de  la  terre  supposée 
sphérique,  calculer  la  longueur  du  parallèle  situé  à  une  latitude  de48-  56' 
i3  ,  et  calculer  le  rapport  du  rayon  de  ce  parallèle  au  rayon  de  la  sphère. 

Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  la  parabole  des  tangentes  rectan- 
gulaires. ° 

La  hauteur  d'un  triangle  rectangle  détermine  sur  l'hypoténuse  deux 
segments  dont  les  longueurs  sont  700  et  4032.  —  On  demande  de  calculer 
les  côtés,  la  hauteur,  les  angles  et  la  surface  du  triangle. 

Deux  cônes  sont  circonscrits  à  une  même  sphère  suivant  deux  cercles 
dont  les  plans  sont  parallèles.  Les  génératrices  de  ces  cônes  font  avec  l'axe 
commun  des  angles  a  et  a';  on  demande  d'exprimer  au  moyen  des  angles 
a  et  a*  et  du  rayon  R  de  la  sphère  :  1»  la  distance  SS'  des  sommets  des 
deux  cônes;  2*  le  rayon  du  cercle  suivant  lequel  se  coupent  les  deux  cônes; 
3«  ,1e  volume  compris  entre  les  deux  cônes.  On  rendra  ces  expressions  cal- 
culables par  logarithmes,  et  on  cherchera  ce  qu'elles  deviennent  en  suppo- 
sant a'  =  90*  —  a. 

Dans  un  cercle  0,  on  mène  un  rayon  variable  OM  faisant  un  angle  a 
avec  le  rayon  fixe  OA,  et  par  le  point  M  une  droite  MI  telle  que  l'angle 
OMI  soit  égal  aussi  à  a.  Cette  droite  rencontre  OA  en  L  Trouver  l'expres- 
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AI 

sion  générale  du  rapport  ^,  et  examiner  conunent   il   varie  lorsque  a 

varie  de  o  à  90*. 

Quelle  doit  être  la  raison  d'une  progression  arithmétique  dont  le  premier 
terme  est  a  pour  que  la  somme  des  n  premiers  termes  soit  égale  à  an^l 

Dans  un  triangle  on  donne  le  côté  a  et  les  angles  B,  G.  On  propose  de  cal- 
culer les  distances  du  milieu  du  côté  a  aui  points  où  les  bissectrices  inté- 
rieure et  extérieure  de  l'angle  À  rencontrent  ce  côté.  Quelle  relation  trouve- 
t-on  entre  ces  deux  distances  ? 

Par  le  milieu  0  d'une  droite  AB,  on  mène  une  sécante  ab  faisant  avec 
AB  un  angle  a.  Des  points  A  et  B  on  abaisse  les  perpendiculaires  Aa,  U6 
et  l'on  fait  tourner  la  figure  Aa06B0A  autour  d'une  perpendiculaire  à  AB 
menée  parle  point  A.  Trouver  la  surface  totale  du  solide  engendré.  Com- 
ment varie-t-elle  avec  a  ? 

On  donne  la  hauteur  ou  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  et  le  vo- 
lume qu'il  engendre  en  tournant  autour  de  l'hypoténuse.  Trouver  les  côtés- 

Connaissant  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  et  l'un  des  angles  aigus, 
calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Trouver  deux  nombres  connaissant  leur  somme  et  la  somme  de  leurs  racines 
carrées.  Exemple  :  La  somme  des  nombres  est  66265  et  celle  des  racines  283. 

Bésoudre  l'équalion        cos  x  +  v^3  sinx  =  i. 

La  différence  des  rayons  des  deux  cercles  est  5  mètres.  La  différence  de 
leurs  surfaces  est  272  mètres  carrés.  Calculer  chacun  des  rayons. 

Calculer  le  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  d'un  arc  dont  la  lon- 
gueur est  égale  au  rayon  de  la  circonférence. 


MÉLANGES 


HISTOIRE  DES  MATHÉMATIQUES 

Par  le  docteur  Hourl  Suter,  de  Zttrieh,  traduite  par  M.  A.-O.  Melon. 

Suite.  Voir  Tome  II,  page  25  et  46. 


LA  SCIENCE  CHEZ  LES  GRECS. 

Son  importation.  —  Ses  progrès  jusqu'à  la  londabon  del'Ëoolo 

d'Alexandrie. 

Les  premières  découvertes  géométriques  des  Pythagori- 
ciens se  lient  étroitement  à  ces  connaissances  arithméti- 
ques. La  théorie  des  proportions  géométriques  avait  pour 
parallèle  en  géométrie  les  propositions  de  similitude  ;  en 
outre,  le  problème  qui  a  pour  but  de  trouver  une  moyenne 
proportionnelle  entre  deux  droites  est  le  corollaire  immé- 
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diat  de  la  théorie  des  proportions.  Plutarqiui  attribue  à 
Pythagore  la  solution  de  ce  problème  ;  a  étant  données  deux 
figures,  en  construire  une  troisième  qui  soit  égale  à  la 
première  et  semblable  à  la  seconde.» — Jusqu'à  quel  point 
le  mérite  de  ces  inventions  revient-il  à  Pythagore?  C'est 
ce  qui  est  difficile  à  établir.  Toutefois  les  travaux  ultérieurs 
de  ses  élèves  nous  portent  à  faire  remonter  Torigine  de 
ces  inventions  jusqu'aux  premiers  temps  de  l'école. 

La  recherche  de  triangles  rectangles  rationnels  est  connexe 
à  la  théorie  des  progressions  arithmétiques  ainsi  qu'on  Ta 
déjà  fait  remarquer.  Une  autre  découverte  importante  qui  est 
communément  attribuée  aux  Pythagoriciens,  la  notion  des 
grandeurs  irrationnelles  et  de  l'incommensurabilité,  est 
également  connexe  à  cette  théorie  des  progressions  arithmé- 
tiques. Mais  la  haute  importance  de  cette  notion  pour  les 
mathématiques  ne  s'est  révélée  que  plus  tard.  Dans  ce  même 
domaine  rentre  la  découverte  de  ce  théorème  célèbre  de 
toute  antiquité  :  le  carré  de  l'hypoténuse  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  construits  sur  les  deux  côtés  de  l'angle 
droit.  Tous  les  écrivains,  d'un  commun  accord,  attribuent 
ce^  théorème  à  Pythagore.  Diogène  Laerce  et  Plutarque  nous 
disent  que,  dans  sa  joie,  Pt/^Aa^ore  aurait  sacrifié  un  taureau. 
Ces"  dernières  assertions  rentrent  très-probablement  dans 
le  domaine  de  la  fable,  car  elles  sont  en  contradiction 
formelle  avec  les  principes  et  les  enseignements  de  la 
philosophie  pythagoricienne. 

A  l'étude  des  nombres  polygonaux  correspond  aussi,  dans 
le  champ  de  la  Géométrie,  une  division  à  laquelle  les  Pytha- 
goriciens vouèrent  une  attention  spéciale,  la  théorie  des 
polygones  réguliers  et  des  polyèdres  réguliers.  Ces  derniers 
leur  servirent  de  symboles  pour  les  éléments  du  monde 
physique.  A  la  terre  correspondait  le  cube  ;  au  feu,  le  tétra- 
èdre; à  l'air,  l'octaèdre;  à  l'eau  l'icosaèdre.  Mais  la  sphère 
correspondait  à  l'ensemble  de  l'univers;  car,  disaient-ils, 
elle  embrasse  tous  ces  corps.  C'est  ce  que  nous  enseigne 
Platon  dans  le  Timée, 

De  toutes  les  figures  planes,  le  triangle  rectangle,  produit 
par  le  dédoublement  du  triangle  équilatéral,  était  pour  les 
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Pythagoriciens,  la  plus  belle  et  la  plus  parfaite.  Aussi  con- 
sidéraient-ils tous  les  polygones  réguliers  et  en  général  le 
plan  tout  entier  comme  composé  de  triangles  de  ce  genre 
groupés  autour  d'un  même  point.  Ils  voulaient  ramener 
toutes  les  figures  planes  à  ces  triangles;  de  ce  principe 
sortirent  sans  doute  les  théorèmes  sur  la  comparaison  et  la 
juxtaposition  de  surfaces,  théorèmes  dont  la  découverte 
est  attribuée  aux  Pythagoriciens,  de  même  que  cette  pro- 
position :  Construire  sur  une  droite  donnée  et  avec  un  angle 
donné  un  parallélogramme  équivalent  à  un  triangle  donné. 

Montucla^  dans  son  Histoire  des  Mathématiques  désigne 
Pythagore  comme  Tinventeur  de  la  théorie  de  risopérimétrie. 
Il  le  conclut  de  ces  paroles  de  Diogène  Laërce  (l.  VU)  : 
—  De  tous  les  corps  le  plus  noble  est  la  sphère;  de  toutes 
les  figures  planes  la  plus  noble  est  le  cercle.  —  Du 
reste,  il  est  parfaitement  incompréhensible,  comme  le  dit 
Bretschneider,  que  Montucla  puisse  regarder  ces  propositions 
comme  équivalentes  à  celles-ci  :  la  sphère  est,  de  tous  les 
corps  de  môme  surface,  celui  qui  a  le  plus  grand  volume; 
le  cercle  est  de  toutes  les  figures  de  même  périmètre  celle 
qui  a  la  plus  grande  surface. 

L'assertion  de  Diogène  Laërce  porte  visiblement  le  carac- 
tère de  la  philosophie  pythagoricienne.  Toutefois  il  pourrait 
être  vrai  que  cette  théorie  philosophique,  ainsi  qu'il  est 
arrivé  pour  beaucoup  d'autres,  ait  conduit  les  Pythagori- 
ciens à  découvrir  des  vérités  géométriques  du  même  ordre  ; 
mais  on  n'a  pas  le  moindre  indice  permettant  d'afiirmer  que 
la  théorie  de  l'isopérimétrie  ait  déjà  été  connue  à  cette 
époque. 

Pythagore  rendit  encore  d'autres  services  à  la  science  par 
sa  théorie  mathématique  de  la  musique.  Selon  Jamblique 
et  d'autres,  il  aurait  trouvé  cette  loi  que  la  hauteur  du  sou 
rendu  par  une  corde  est  inversement  proportionnelle  à  la 
longueur  de  la  corde.  Il  aurait  été  amené  à  cette  découverte 
par  l'étude  des  sons  de  hauteur  différente  produits  par  les 
chocs  des  marteaux  d'une  forge. 

La  musique  était  en  grand  honneur  à  l'école  de  Pythagore. 
Elle  ne  pouvait  par  suite  manquer  d'exercer  une   grande 
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influence  sur  le  système  philosophique  de  celte  école.  Les 
Pythagoriciens  établissaient  une  relation  entre  les  intervalles 
de  la  gamme  et  les  distances  des  dix  sphères  dans  lesquelles 
se  mouvaient,  selon  eux,  les  corps  célestes  ;  et  dans  cette 
relation  ils  voyaient  l'origine  de  toute  harmonie.  C'est  ce 
qui  constitue  la  mi^que  des  Sphères  de  Pythagore, 

Exposer  de  plus  longs  développements  sur  ce  sujet  dépas- 
serait le  cadre  de  notre  ouvrage  ;  cependant  nous  citerons  en 
lieu  convenable  différents  écrits  relatifs  à  la  musique,  éma- 
nant d'hommes  célèbres.  Quittons  Pythagore  et  poursuivons 
le  développement  de  la  Géométrie  chez  ses  élèves  jusqu'à 
Platon. 

Bien  que  nous  ne  connaissions  que  peu  de  noms  éminents 
parmi  les  promoteurs  de  cette  science  qui  ont  vécu  dans  ce 
laps  de  temps,  cependant  le  caractère  de  cette  science  est 
bien  plus  accusé  qu'à  n'importe  quelle  autre  époque  anté- 
rieure. La  cause  se  trouve  dans  la  centralisation  de  toutes 
les  forces  scientifiques  dirigées  vers  la  solution  de  trois  pro- 
blèmes qui,  à  travers  toute  l'antiquité,  ont  attiré  l'attention 
des  grandie  géomètres  :  la  division  de  l'angle  en  plus  de  deux 
parties  égales,  la  duplication  du  cube  et  la  quadrature  du 
cercle.  Ces  problèmes  se  rattachent  de  très-près  aux  progrès 
et  aux  tendances  de  l'époque  précédente,  à  la  théorie  des 
proportions  et  à  la  transformation  des  surfaces. 

{A  suivre.) 

CONCOURS  GÉNÉRAL  1873 


Classe  de  philosophie. 
ttoluilon  par  M.  Dbhortain,  à  Doullens. 

On  inscrU  dans  un  cercle  donné  tous  les  triangles  dont  deux 
côtés  sont  respectivement  parallèles  à  deux  droites  fioces  données^ 
et  ton  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrits  dans 
ces  triangles. 

Soient  ÂC  et  BG  les  deux  côtés  d'un  triangle  parallèles 
aux  deux  directions  données,  0'  le  centre  du  cercle  inscrit 
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à  ce  triangle.  Les  bissectrices  des  angles  A  et  B  passent 
constamment  par  les  points  D  et  E,  milieux  des  arcs  AEC, 
BDG;  en  effet,  les  milieux  de  ces  arcs  s'obtiennent  en  abais* 
sant  du  centre  0  des  perpendiculaires  sur  les  cordes  BG, 
AC  de  direction  constante.  L'angle  G  étant  co:nstant  la  somme 
des  angles  A  et  B  et  par  conséquent  leur  demi-somme  est 
constante.  Les  points  D  et  E  étant  fixes,  on  voit  que  le 
lieu  demapdé  est  le  segment  capable  de  Tangle  DO'E  décrit 
sur  DE  comme  corde. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Cottereau,  de  Châteaoroax; 
Perrin,  de  Glermont-Perrand;  MerieuU,  du  Havre. 


CONCOURS  ACADÉMIQUE  DE  DIJON  1877 


fitelatimi  alj^brl^ne,  par  M.  Lorain,  élève  du  Collège  de  Semur. 

Dans  un  triangle  on  donne  Vangle  A  et  les  longueurs  n  et  p 
des  médianes  qui  aboutissent  respectivement  aux  sommets  B  et 
G.  On  demande  de  calculer  en  fonction  des  données  les  longueurs 
des  côtés  AG  et  BG. 

En  représentant  les  trois  côtés  par  a,  6,  c  on  a  les  rela- 
tions a^  z=  ft«  -|-  c*  —  26c  cos  A  (i) 

.      b* 
a*  -f-  c*  =  2p*  -f  —  (2) 

a*  +  6*  =  2n«  H (3). 

Retranchant  (3)  de  (2)  et  remplaçant  dans  la  première  a* 
par  sa  valeur  tirée  de  la  seconde,  il  vient 

—Ce*  —  bA  =  2  {f  -^  nA 

4c"  +  6*  —  46c  cos  A  =  4P* 
de  la  première  de  ces  équations  on  tire 

(4)         c«  =  -|-(p«  —  n«)  +  6« 

et  en  remplaçant  dans  la  seconde,  on  obtient 

i56*  —  126c  cos  A  =  i6n*  —  4p*^  =  3fc* 
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ou  56*  —  46c  cos  A  =  fc*. 

De  là  on  tire         (56*  —  *«)«  =  16&V  cos*  A. 
Remplaçons  c"  par  sa  valeur  (4)  on  obtient 

(75  —  48  cos«  A)6*  —  2^15**+  32  cos»  A  (p«  —  n^)\b* 

+  3k'  =  G. 
Posons   i5fc*  -f-  32  cos*  A  (p"  —  n»)  =  3m»,  l'équation 
devient       (25  —  16  cos»  A)6*  —  2m»6»  -f-  A*  =  o 

,,  X                      m»  ±  Vm*  —  A*(2  5  —  16  cos»  A) 
d  ou  6»  = 1 i L-  . 

2  5  —  16  cos»  A 
Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  Ton  ait 

m*  >  fc*(25  —  16  cos*  A) 
ce  qui  donnerait,  en  remplaçant  m*  et  A*  par  leurs  valeurs, 
une  relation  entre  les  données. 
On  trouverait  c  par  une  marche  analogue. 

Nota.  —  M.  Belin,  de  Semar,  a  résolu  la  même  question. 


Molntion  féométriiiae  par  M.  Juret, 'élève  du  Collège  de  Semur. 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit   ABC    le    triangle 

^ demandé.  Sur  la  médiane 

.. '''  "' •..  DC  =  p  décrivons  un  seg- 

ment capable  de  l'angle  A; 
soit  0  le  centre  de  Tare  de 
ce  segment. 

Le  milieu  F  du  côté  AC 
se  trouve  sur  la  circonfé- 
rence  ayant  OC  pour  dia- 
*       "^  mètre;   il   se  trouve  aussi 

sur  la  circonférence  décrite  du  centre  de  gravité  G  connu 

du  triangle  ABC,  circonférence  ayant  —  pour  rayon.  Cette 

circonférence  coupe  la  première  en  F  et  F',  le  point  F'  ne  ré- 
pond évidemment  pas  à  la  question.  Joignons  FG  et  prolon- 

geons  cette  droite  d'une  quantité  GB  =   -r-;  tirons  la  droite 
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DB.  Le  triangle  ABC  est  le  triangle  cherché.  Pour  le 
démontrer  il  suffit  de  faire  voir  que  les  points  A,D,B  sont 
en  ligne  droite.  Or  la  figure  donne 

AG  .  GD  .  FB  =  6  .  -I"  .  n 

AP  .  GB  .  CD  =  —  .  -5-  .  p 

2    3 

d'oîi      AG  .  GD  .  FB  =  AF  .  GB  .  CD. 

Donc  les  trois    points  A,  D,  B  sont   en   ligne    droite   et 
ABG  est  bien  le  triangle  cherché. 

QUESTION  2. 
SolntfoM  par  M.  Lorain,  élève  du  Collège  de  Semur. 

On  donne  un  cercle  et  un  point  A  dans  son  plan. 
Déterminer  par   une  formule  logarithmique  les  variations  (fo 
l'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  A  le  diamètre  du  cercle, 
lorsque  ce  diamètre  prend  toutes  les  directions  possibles  autour 
du  centre. 

Soient  AB  =  a;,  AG  =  j/,  OA  =  d  et  R  le  rayon  du  cer- 
cle. Le  triangle  ABC  donne 

flC»  +  j/«  =  2rf*  4-  2R*  (1) 

4R*  z=  X»  +  y'  "^  20?;/  cos  A     (2) 
retranchant,  il  vient  : 

2xy  cos  A  =  2(d*  —  R") 

d  ou      .         cos  A  =   — ^^ — = -^ ' —     (o) 

xy 

formule  logarithmique  demandée. 
Discussion.  —  Le  maximupi   de  l'angle  A  correspond  au 

minimum  du  cosinus  ;  or  cos 
A  est  minimum  quand  xy 
est  maximum;  mais  le  pro- 
duit   xy    qui    peut    s'écrire 

1        — 
(a;*)*    (j/*)'    se    compose    de 

deux  facteurs  dont  la  somme 
est  constante,  il  sera  donc  maximum  quand  on  aura  a?  ==  y. 
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Dans  ce  cas  le  triangle  BAC  est  isoscèle  et  BC  est  perpen- 
diculaire sur  AO. 

L'angle  A  peut  être  nul  ;  son  minimum  sera  donc  zéro. 
Dans  ce  cas  cos  A  =  i,  et  on  a. 

(d  +  R)  (d  —  R)  =  xy 
ou  2(d*  —  R*)  =  2xy 

Ajoutant  et  retranchant  successivement  de  Téquation  (1) 

X  -j-  y  =  2d 
X  —  y  =  2R 
alors  a?  =  d  +  R,      y  =  d  —  R 

ce  qu'on  pouvait  voir  sur  la  figure. 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  d  >  R;  si  d  =  R,  c'est- 
à-dire  si  le  point  A  est  situé  sur  la  circonférence,  on  aura 

cos  A  =  — 
xy 

Si  le  produit  xy  n'est  pas  nul,  cos  A  =o,par  conséqueut 

l'angle  A  est  droit;  il  n'y  a    d'exception  que  lorsque  x  ou 

y  est  nul;  dans  ce  cas  cos  A  =  —  et  la  figure  montre  que 

l'angle  vaut  o,  par  suite  cos  A  =   i. 

Si  d  <;  R,  le  cosinus  devient  négatif,  ce  qui  indique  que 
A  est  obtus;  on  trouverait  un  maximum  et  un  minimum 
comme  dans  le  premier  cas. 


CONCOURS  GENERAL  DE  1873. 


Classe  de  troisième. 
^^  Question. 

flolvUoM  par  M.  Perrin,  éiëve  du  Lycée  de  Clermont-Ferrand. 

Etant  données  deux  circonférences  0  et  0'  qvi  se  coupent  ;  on 
mène  par  un  des  points  communs  une  sécante  qui  rencontre  la 
circonférence  0  en  un  point  B  et  la  circonférence  0'  en  un 
point  B',  On  joint  le  point  B  ou  point  0  et  le  point  B'  au  point 
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0'.  Les  deux  droites  ainsi 
menées  se  coupent  «n  M  —  lieu 
géométrique  de  ce  point. 

Menons  OA,  O'A.  Les  trian- 
gles BOA,  AO'B'  sont  isoscè- 
les.  Or  Tangle  M  est  le  sup- 
plément des  angles  B  et  B' 
ou  des  angles  OAB,  O'AB'; 
il  est  donc  égal  à  l'angle  constant  OAO'  et  le  lieu  des  points 
M  est  un  segment  de  cercle  décrit  sur  00'  et  capable  de 
rangle  OAO'. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  HM.  Bruyand,  de  Troyes;  De- 
mortain,  de  Doullens. 

2*  Question. 

SolatloB  par  M.  Brutand,  élève  du  Lycée  de  Troyes. 

Trouver  le  plus  petit  nombre  qui  y  divisé  par  2,  donne  pour 
reste  i  ;  divisé  par  3  donne  pour  reste  2  ;  divisé  par  4  donne  pour 
reste  3,....  et  qui  divisé  par  10  donne  pour  reste  9. 

Nous  remarquerons  que  le  reste  est  toujours  moindre  d'une 
unité  que  le  diviseur. 

Le  nombre  cherché  doit  être  un  commun  multiple  des 
nombres  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  et  10,  diminué  d'une  unité; 
comme  on  demande  le  plus  petit,  c'est  le  plus  petit  commum 
multiple  de  ces  nombres  diminué  d'une  unité.  Or  on  a 
2  =  2;3=3;4=2';5  =5;  6=2.3;7  =  7;  8  =  2*; 
9  =  3*;  10  =  2.5,  le  p.  p.  c.  m.  de  ces  nombres  est  donc 
égal  à  2' .  3* .  5  .  7  =  2520  et  le  nombre  demandé  est  2520 
—  I  ou  2519. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:   MM»   Demortain,  de  Doullens; 
Perrin,  de  Glermont-Ferrand. 
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A  f 


CONCOURS  GENERAL  1874. 


Classe  de  troisième. 
1"  Question. 

^laiion  par  M.  Perrin,  élève  du  Lycée  deCIermont-Ferrand. 

On  donne  un  cercle  et  deux  points  fixes  A  e^  B  sur  la  circon- 
férence. Par  ces  deux  points  on  mène  deux  cordes  égales  et  de 
grandeur  quelconque.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces 
cardes. 

Nous  examinerons  deux  cas   selon   que  les  cordes   sont 

portées  dans  le  même  sens  ou  dans  le  sens  contraire. 
1*' cas  (fig.  1). — Soit  M  le  point  d'intersection  des  droites 

AG  et  BC  portées  dans  le  même  sens 
sur  la  cirxîonférence.  L'angle  AMB  a 
pour  mesure  la  moitié  de  Tare  ACB 
moins  la  moitié  de  Tare  AC  Joignons 
AB  et  prenons  sur  l'arc  ACB  une  lon- 
gueur AD  =  BA.  L'angle  DAB  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  DNB  ou  la 
moitié  de  l'arc  GNB  moins  la  moitié 
de  l'arc  CD.   Or  arc   CD  =  arc  AC. 

Donc  l'angle  M  est  égal  à  l'angle  DAB,  c'est-à-dire  constant. 

Alors  le  lieu  du  point  M  est  un  segment  de  cercle,  décrit 

sur  AB,  et  capable  de  l'angle  DAB. 

2®  cas  (fig.  2).  —   Les    cordes  AC,  BC  sont    portées  en 

sens  contraire  sur  la  circonférence  ; 
soit  M  leur  point  d'intersection. 

L'angle  ABC  a  pour  mesure  la 
moitié  de  l'arc  ACC  ;  l'angle  BAC 
a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc 
BCC.  Or  arc  BC  =  arc  AC,  donc 
ABC  =  BAC,  donc  le  lieu  du  point 
M  est  la  perpendiculaire  élevée  sur 
le  milieu  de  la  droite  AB. 
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2*  Question. 

Par  le  même. 

Démontrer  que  si  la  somme  3«  -|-  i,  dans  laquelle  n  représente 
nombre  entier^  est  un  multiple  de  lo,  la  somme  3**  +  *  +  i  c«f 
aussi  un  multiple  de  lo. 

En  effet,  si   3**   +  i   est  divisible  par    lo,  on    a  identi- 
quement 3**  +  '  ='io  .  q 
ou                              3»  =  10  .  g  —  I 

or     3«+  *  +1  =  3»».  3*  +  I  =  (lo  .  g  —  i).   3*  +  I 

ou 

3»  +  *-|- izzm.de  lo — 3*  4"^=°^-d®  ^^  —  8i-}-i  z=m.deio. 

f^ota.  —    Ont    résolu    cette   question  :    MM.  Demortain,   de  DouUens; 
Brujand,  de  Troyes  ;  Trokay,  de  Liège. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTION  71. 

Rolotlon  par  M.  Hubt,  élère  au  Lycée  Saint-Louis. 

Sur  une  droite  constante  hB^  on  prend  un  point  variable  C, 
et  on  décrit  les  circonférences  ayant  AG  et  BG  pour  diamètres. 
Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  communes 
exténeures  et  de  la  tangente  commune  intérieure.  (Julliard.) 

Les  deux  tangentes  extérieures  TT',  T4T/  aux  cercles  0 

et  0'  sont  rencontrées  par  la  tan- 
"""^  gente  intérieure  GM  en  deux  points 

M  et  Ml  symétriques  par  rapport 
à  AB.  Il  suffira  donc  de  chercher 
le  lieu  du  point  M.  Or  les  angles 
OMG  et  OMT  étant  égaux  ainsi  que 
les  angles  GMO'  et  O'MT',  le  trian- 
gle OMO'  est  rectangle  en  M  et 
Ton  a 
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Mtf  =  OC  X  CO-  =  ^^-^^. 

4 
Si  Ton  prolonge  MG  jusqu'à  sa  rencontre  en   N  avec  la 

circonférence  décrite  sur  AB  comme  diamètre  on  a 

GN*  =   AG.  GB  =  4  MG* 
d'oîi  GN  =  2  MG. 

Ainsi  le  point  M  est  le  milieu  de  GN;  et  le  problème  est 
ramené  au  suivant  :  Lieu  géométrique  des  milieux  des  ordon- 
nées di'un  cercle.  —  On  sait  que  ce  lieu  est  une  ellipse  ayant 

AB 
AB  pour  grand  axe,  pour  petit  axe  —    et   pour    distance 

focale — x/37 

2  ^ 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Biette,  collège  Stanislas; 
Cottereau,  de  Châteauroux  ;  Vautré,  de  Sainl-Dié;  Dalzon,  à  Saint-Étienne; 
Demortain,  à  DouUens;  Perrin,  à  Clermont;  JuUien,  à  Orléans;  Franquet, 
à  Troyes;  Chellier  à  Constanline;  Lamy  à  Cherbourg;  Vitrac  à  Angoulôme; 
Gélinet,  lycée  d'Orléans. 


QUESTION  74. 

Solatlon  par  M.  ScHMtTZ,  élève  du  Lycée  d'Orléans. 

Trouver  trois  nombres  tels  que  les  produits  de  chacun  d'ev^ 
par  la  somme  des  deux  autres  soient  20,  18  et  14. 

Soient  x,  y,  z,  les  trois  nombres  cherchés.  Nous  aurons  à 
résoudre  les  équations 

(1)  x(y  +  z)  =  20 

m  y{x  +  z)  =  iS 

.     (3)  z  {x  +  y)  =  14 

Ajoutant  membre  à   membre  et  divisant  par  2  il  vient  : 
(4)  xy  -{-  xz  -]-  yz  =.  26 

Si  de  cette  équation  (4)  nous  retranchons  successivement 
les  équations  (1),  (2),  (3),  nous  aurons  le  système 

yz  =:  6 

xz  =z  i 

xt/  =:=  12 
Multipliant  membre   à   membre  ces  trois   équations  et 
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extrayant  la  racine  carrée  du  produit,  on  a 

xyz  =  24 
divisant  successivement  cette  dernière  équation  par  chacune 
des  précédentes,  il  vient  finalement  ;  a;  =  4,  y  =  3,  s  =  2. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Berlhet, d'Année/;  Bonnamy, 
Cordeau,  Montenot  école  Lavoisier;  Bussy,  de  Châleauroux;  Biette,  de 
Stanislas;  Franquôt,  de  Troyes;  Chastang,  Lopez  de  Fonseca,  de  Pau; 
Meneau,  de  La  Rochelle;  Vautré,  de  Saint-Dié;  Jordan,  à  IMontpellicr; 
J.  Dilhan,  à  Castres;  Chellier,  à  Constantine;  Vitrac,  lycée  d'Àngouléme; 
Thual,  à  Lorient;  Mericult,  au  Havre;  Hugentobler,  à  Boppelsen;  Courme. 
Canucl,  Marcelin,  Lamy,  Leblond,  &  Cherbourg;  Gélinet,  Huet,  à  Orléans; 
Trokay,  à  Liège;  Delieux,  à  Toulouse;  Dusseaux;  à  Nancy;  Parodez,  Duboscq, 
Robin,  de Monl-de-Marsan  ;  Junck  Alphonse,  de  Long^y;  Dupuy,  Grenoble 


QUESTIONS  PROPOSEES 


106.  —  Sur  une  ellipse  donnée  on  prend  un  point  M  et 
l'on  mène  les  rayons  vecteurs  de  ce  point  MF,  MF'.  A 
partir  du  sommet  A  du  grand  axe,  on  porte  sur  le  grand 
axe  AP  =  MF  et  l'on  élève  en  ce  point  l'ordonnée  PQ. 

Cette  ordonnée  est  égale  à  la  normale  MN  du  point  M 
arrêtée  en  N  à  Taxe  AA'. 

Ce  théorème  fournit  un  moyen  graphique  très-simple  de 
construire  la  normale  à  l'ellipse  et  par  suite  la  tangente. 

ColUgnon. 

107.  —  Dans  tout  parallélépipède  la  somme  des  carrés 
des  arêtes  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales. 

F.  Burnier. 

108.  —  La  somme  des  carrés  des  arêtes  d'un  tétraèdre 
est  égale  à  quatre  fois  la  somme  des  carrés  des  droites  qui 
joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées. 

F.  Burnier, 
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CORRESPONDANCE. 


Nous  recevons  de  M.  Burnier,  de  Lausanne,  une  note  intéressante  sur 
l'eitraetion  abrégée  de  la  racine  carrée.  Il  nous  parait  utile  de  la  commu- 
niquer à  nos  lecteurs. 

Soit  N  un  nombre  entier  ou  décimal,  soit  a  une  partie  trouvée  de  la 
racine,  sous  forme  de  nombre  décimal. 

Proposons-nous  d'évaluer  approximativement  l'erreur  : 

N-g»  R 

vN  — a=-7 =   -, 

en  désignant  par  R  le  reste  de  l'opération. 

Si  nous  désignons  par  e  l'erreur  commise  en  prenant  a  pour  la  racine  on 
pourra  écrire 

VS  _  a  =    5 

2  a  +  c 

R 
Prenons  pour  le  second  membre  —,  nous  commettrons  au  diviseur  et  par 

suite  au  quotient  une  erreur  relative 

e  0 

8=      < 


2a  +  0  2a 

Cela  posé,  admettons  que  a  ait  n  chiffres  exacts,  à  partir  du  premier 
chiffre  significatif  à  gauche,  l'erreur  e  sera  moindre  qu'une  unité  du  n*  rang 
à  partir  du  premier  chiffre  signiûcatif  à  gauche,  d'ailleurs  a  et  par  suite 
ra  sera  supérieur  à  10"-^  unités  de  ce   même  rang,  donc  e  sera  moindre 

— -|  et  Ton  pourra  compter  sur  n  —  i  chiffres  dans  l'évaluation  dey/N^a 

par    — - —  •  En  d'autres  termes  on  trouvera  n— x  chiffres  nouveaux  de 
za 

la  racine,  avec  les  n  déjà  trouvées. 
Il  y  a  plus,  si  le  premier  chiffre  de  a  vaut  5  ou  plus,  2a  sera  supérieur 

à  ic»  unités  du  n*  rang,  et  l'erreur  e  sera   moindre  que  — ^-,  donc  on 

pourra  compter  sur  n  chiffres  dans  l'évaluation  de  v^N  —  a  par  le  quotient 
R 
2a 
On  peut  donc  formuler  le  théorème  suivmt: 

Théorème.  —  Quand  on  connaît  n  chiffres  d'une  racine  carrée^  on  peut 
toujours  en  obtenir  n  —  i  nouveaux^  en  divisant  le  reste  par  le  double  de  la 
racine  obtenue.  —  Cette  division  en  fournit  mêmeu  nouveaux,  si  le  premier 
chiffre  de  la  racine  est  5  ou  plus. 

Remarque.  —  Quand  nous  disons  que  l'on  a  n  chiffres  exacts  dans  un 
nombre,  nous  entendons  que  l'erreur  est  moindre  qu'une  unité  du  n*  rang, 
soit  en  plus,  soit  en  moins.  Il  résulte  de  là  que  la  partie  entière  du  quo- 
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lient  ^-fait  connaître  n  —  i,  ou  n  chiffres    nouveaux   par   défaut  ou  par 

excès.  Voici  comment  on  s'y  prend  pour   reconnaître  le  sens  de  l'approii- 

mation. 
Désignons  par  q  le  quotient  par  défaut  et  pa^  p  1c  reste,  nous  aurons 

R  =  N  —  a'  =  2ap  -f-  9 

donc  N  =  (a  -f  Ç)'  -+-  P  —  Ç 

donc:  !•  Si  g'  <  P,  a  +  9  est  la  racine  par  défaut 

2»  Si  g'  =  P,  a  4-  9  est  la  racine  exacte 
3*  Si  g'  >  p,  a  +  q  est  la  racine  par  excès. 

Rectifications.  —M.  Barrieux,  professeur  au  lycéede  Mont-de-Marsan, 

nous  fait  remarquer  que  la  solution  de  la  question  58  (page  58)  eslerronnée 

Voici  ce  qu'il  faut  y  substituer  : 

Soient 

a    _    a'    _    a*^  ±_ 

b  b'  W  '  '   '   "    p 

m 
plusieurs  fractions  égales,  soit  —  la  fraction  irréductible  que  représente 

leur  valeur  commune.  On  sait  que  6,  6',  6'...  sout  des  multiples  de  p,  don' 
leur  plus  grand  commun  diviseur  A  sera  aussi  un  multiple  dep.  Multiplions 
toutes  les  fractions  par  A,  il  viendra  : 

q  q  q"  p 

Çt  il  q"*  •      •  ^^^^^  ^^^  quotients  de  6.  b\  &",  divisés  par  A. 

Or    —  est  un  nombre  entier  Ë,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut, 

P 
donc  :  a=q  E,  a'=q'  E,  a'=g"  E 

c.  q.  f.  d. 

M.  Barrieux  nous  indique  aussi  une  omission  dans  la  solution  de  la  ques- 
tion 67.  Le  facteur  (;r  -f  r)  =  o  a  été  supprimé  dans  Téquation  enx  H 
par  suite  la  série  des  nombres  =  1,  0,  +  1  qui  satisfont  à  l'énoncé. 

Nous  avons  reçu  trop  tard  pour  les  signaler  dans  notre  dernier  numéro 
les  solutions  suivantes:  57,  MM.  Lamy,  de  Cherbourg;  Junck,  de  Ix)ng^v\; 
Dulzon,  de  Saint-Etienne.  58, M.  Demortain.62,  M.  Vitrac,  d'Àngoulênie.64, 
M.Demortain.  65,  MM.Lamy;  Lerossay,de  Liège;  Guilloux,  à  Sainte  Barbe. 
67,  MM.  Marcelin,  de  Gherb3urg;  Robin,  de  Mont-de-Marsan;  Demorlain; 
Guilloux,  à  Sain  te*  Barbe.  69,  M.  Lamy. 


Rédacteur-Oérant, 
J.  BOURGET. 


IMPaiMBRIE   CKNTRALK   DES  CHEMINS   DE  FSE.  —   A.  CUAIX   ET  C**, 
aUB  BERGÈRE,  80,  A  PARIS.  —1814-8. 
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SUR  LE  CERCLE  DES  NEUF  POINTS 


par  M.  R.  Mallolxel»  professeur  à  Sainte-Barbe. 


Théorème  I.  —  Uan^le  inscrit  dans  le  segment  du  cercle 
des  neuf  points  déterminé  par  le  côté  BG  du  triangle  ABC  a 
pour  valeur  la  différence  des  angles  B  et  G  du  triangle. 

En  elTet,  si  M'  est  le  milieu  du  côté  AB,  on  sait  que  MM' 

est  parallèle  à  AC,  et  que  par  suite 
M'MB= AGB.  D'autre,  part,  le  triangle 
AHB  étant  rectangle  en  H,  la  ligne 
M'H  est  égale  à  M'B,  et  le  triangle 
M'HB  étant  isoscèle,  on  a  M'HB  = 
M'BH.  Donc  l'angle  HM'M,  différence 
des  deux  angles  précédents,  est  bien 
^  égal  à  la  différence  entre  les  angles 
B  et  C  du  triangle. 

Théorôme  II.  —  Si  F  on  mène  la  bissectrice  de  l'angle  en 
A  du  triangle  ABC,  et  si  Von  abaisse  les  perpendiculaires  BD 
et  CE  des  points  BetG  sur  cette  bissectince,  le  qiuidrilatère  DHEM 
est  inscriptible. 

Pour  le  prouver,  prolongeons  CE  jusqu'à  sa  rencontre  en 

P  avec  le  côté  BC.  Le  triangle 
APCest  isoscèle,  puisque  la  bis- 
sectrice de  l'angle  en  A  estper- 
pendiculaire  sur  la  base.  Donc 
E  est  le  milieu  de  PC,  et  comme 
M  est  le  milieu  de  BC,  EM  est 

parallèle  à  BA.Donc  MED=-. 

p  u ^  Mais  le  quadrilatère  ABHD 

est  inscriptible  puisque  les  angles  BHA,  BDA  sont  droits. 

JOUaNAL  DB  MATH.  1878.  *? 
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Donc  DHM  =  BAD  —:^.  Les  deux  angles  DHM,  DEM 

sont  par  suite  égaux,  et  le  quadrilatère  DHME  est  inscriptible. 
On  démontrerait  de  même  que  si  Ton  mène  la  bissectrice 
de  Tangle  extérieur  en  A,  et  que  Ton  projette  les  points  B 
et  C  en  d  et  e  sur  cette  bissectrice,  le  quadrilatère  eWid  est 
inscriptible. 

Corollaire  I.  Le  quadrilatère  AHËC  est  inscriptible: 
par  suite,  Tangle  HEA  est  égal  à  Tangle  HGA  ou  à  l'angle  C. 

Donc  Tangle  HEM  est  égal  à  —  -f-  C. 

Corollaire  II.  L'angle  DMH  est  égal  à  DEH,  et  par  suite 
à  ACH.  Donc  MD  est  parallèle  à  AC.  Mais  le  point  M  est  le 
milieu  de  BC.  Donc  la  droite  MD  passe  par  le  point  M'.  11 
est  facile  de  voir  que  i  est  sur  cette  même  droite. 

De  la  même  manière,  on  voit  que  le  parallèle  à  AB,  qui 
passe  par  le  point  M  et  aussi  par  le  milieu  M"  de  AC,  passe 
par  les  points  E  et  e. 

Théorème  III.  Le  centre  de  chacune  des  circonférences 
précédentes  se  trouve  sur  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle 
ABC. 

En  effet,  prenons  d*abord  le  centre  0  de  la  circonférence 
HDME.  L'angle  HOM  est  double  de  l'angle  HEM.  Il  a  donc 

pour  valeur  2  ( f-  C  \,  ou  2C  +  A. 

Mais  l'angle  HM'M  est  égal  à  B  —  C  (Th.  1).  Donc  la 
somme  des  angles  HM'M  et  HOM  est  égal  à  B  —  C-|-  2C  -}- 
A  ou  A  +  B  +  C,  ou  180®.  Le  centre  0  est  donc  sur  le  cercle 

des  neuf  points. 

B       P 

De  môme,  l'angle  HdM  est  égal  à ,    car    MdA   = 

^  '^         2       2 

B       G 

— I ,  et  le  quadrilatère  inscriptible  ASBd  donne  HrfA  = 

B.  Donc  HdM,  différence  des  deux  précédents,  est  égal  à 

B       G 

,  et  par  suite  l'angle  au  centre  HOM,  double  du  pré- 

cèdent,  est  égal  à  B  ^  C,  ou  a  HM'M.  Son  sommet  est  donc 
sur  le  cercle  des  neuf  points. 
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Il  est  facile  de  voir  que,  en  prenant  les  autres  bissectrices 
on  obtiendrait  quatre  nouveaux  points,  appartenant  à  ce 
cercle  des  neuf  points,  qu'on  pourrait  appeler  ainsi  le  cercle 
des  quinze  points,  0  et  0'  sont  les  extrémités  d'un  diamètre  de 
ce  cercle  perpendiculaire  à  HM. 

Nota.  —  L'énoncé  de  ce  théorème  m'a  été  communiqué  il  y  a  neuf  ans 
par  M.  Calabre,  actuellement  lieutenant  d'artillerie. 


ETUDE  SUR  LES  OPERATIONS  DE  L'ARITHMETIQUE 

par  F.  R.  A. 

[Suite,  voir  page  65.) 


VI.  Propriétés  de  VExponentation  ou  des  Rapports  algébriques. 

Les  propriétés  des  Rapports  arithmétiques  se  confondent 
avec  celles  delà  Soustraction;  les  propriétés  des  Rapports 
géométriques  ne  sont  autres  que  celles  de  la  Division  ou  des 
expressions  fractionnaires  ;  de  même  les  propriétés  des  Rap- 
ports algébriques  sont  aussi  les  propriétés  de  TExponenta- 
tion,  et  rétude  peut  en  être  faite  sous  Tun  ou  Tautre  aspect 
indifféremment. 

{"^Dans  tout  rapport  algébrique,  r  antécédent  égale  le  conséquent 
élevé  à  une  puissance  marquée  par  la  raison. 

Par  exemple,  si  a  {:)  c  =  r,  on  peut  poser  a  =  c*",  puisque 
la  raison  r  exprime  combien  de  fois  c  est  facteur  dans  a. 

9f*  Si  l'antécédent  d^un  rapport  algébrique  est  multiplié  ou 
divisé  par  un  nombre  égal  au  conséquent,  la  raison  est  augmentée 
ou  diminuée  de  i. 

Car  le  conséquent  sera  une  fois  de  plus  ou  une  fois  de 
moins  facteur  dans  l'antécédent. 

Si  donc  =  =  r,  on  aura  ==  =  r  +  i ,  et  ===  =  r  —  i . 
c  c  ^  c 

3^  Si  r  antécédent  d'un  rapport  algébrique  est  élevé  à  une  puis- 
sance ou  si  on  en  extrait  une  racine,  la  raison  est  multipliée 
ou  divisée  par  le  degré  de  la  puissa^nce  ou  de  la  racine. 
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Soit  le  rapport  8  (:)  2  qui  a  pour  raison  3  ;  si  Ton  remplace 
8  par  8*,  8*. . .  8*^,  il  y  aura  2,  3 ...  m  facteurs  8,  et  par  con- 
séquent 2  fois,  3  fois. . .  m  fois  trois  facteurs  2. . . 

Remarque,  Dans  l'énoncé,  on  pourrait  se  contenter  de  men- 
tionner le  cas  d'une  puissance  formée,  car  une  racine  2*, 
3*. . .  m*,  n'est  autre  chose  qu'une  puissance  1/2,  i/3 . . .  i/m. 

4*  Si  te  conséquent  d^un  rapport  algébrique  est  élevé  à  une 
puissance  quelconque,  la  raison  est  divisée  par  le  degré  de  cette 
puissance. 

Soit  a  (:)  cz=r;  le  conséquent  c  étant  r  fois  facteur  dans 
a,  c*  y  sera  2  fois  moins  facteur,  c',  3  fois  moins,  c*,  n  fois 
moins. . . 

o®  Si  les  deux  termes  d^un  rapport  algébrique  sont  élevés  à 
une  même  puissance  ou  si  Von  en  extrait  une  même  racine^  la  rai- 
son  n'est  pas  changée. 

Car  la  raison  est  à  la  fois  multipliée  et  divisée  par  un  même 
nombre. 

6®  Le  rapport  algébrique  de  deux  puissances  quelconques  d'un 
même  nombre  est  égal  au  rapport  géométrique  des  exposants, 

2«  5 

Par  exemple  ==  =  -r-. 

2'  3 

En  effet,  on  a  2  (:)  2  =  i  ;  si  Ton  élève  l'antécédent  à  la  5* 
puissance,  la  raison  sera  multipliée  par  5  ;  et  si  l'on  élève  le 

conséquent  à  la  3®  puissance,  la  raison  sera  divisée  par  3  ;  on 

2*  5  5 

a  donc  ===  =  i  X  -^  =  -5-. 

2'  3  3 

Pour  vérifier  que  2'  (:)  2*  ou  32  (:)  8  égale  5/3,  il  suffit  de 


faire  voir  que  8  «  =  32;  or  8'  =8»-*=(V8  )»=2»  =  32. 

7®  Si  Von  renverse  un  rapport  algébrique,  la  nouvelle  raison 
est  le  nombre  inverse  de  la  raison  primitive. 
Par  exemple,  8  (:)  2  =  3,  il  en  résultera  2  (:)  8  =  i/3. 
En  effet,  puisque  8  (:)  2  =  3,  le  nombre  2  est  la  racine  3' 

de  8  ;  on  a  donc  y  i  =2,  ou  8^  =  2;  ainsi,  lorsqu'on 
considère  2  comme  puissance  et  8  comme  racine,  le  degré 
est  1/3  ;  donc,  d'après  la  notion  même  de  l'Exponentatiou, 
2(:)8  =  i/3. 
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8®  Pour  faire  la  somme  ou  la  différence  de  deux  rapports 

algébriques  ayant  même  conséquent^  il  suffit  de  faire  le  produit 

ou  le  qv4)tient  des  antécédents,  et  de  poser  le  conséquent  primitif, 

^  .       a     ,     b  ab      ^    a  h  a:b    ,.. 

Par  exemple,  =  4-  =  =  ==,  et  =  —  =  =  ■  (1) 

^         c  c  ce  c  c 

Pour  plus  de  clarté,  supposons  que  a  contienne  5  facteurs 

c,  et  que  b  en  contienne  3  ;  on  a  a  (:)  c  =  5,  et  6  (:)  c  =  3 ; 

donc  ab  (:)  c  =  ccccc .  ccc  (:)  c  =  8  ; 

^        ,  a:b  ccccc:  ccc  ce 

De  même  =^  =  =====  =  ==  =  2. 

ccc 

Remarque.  La  réciproque  de  la  propriété  est  vraie  :  toute 

expression  de  la  forme  ab  (:)  c  égale  a  (:)  c  -\-  b  {:)  c. 

(A  suivre.) 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1877. 


ENSEIGNEMENT  SPÉCIAL 


QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 

par  A.  Boni^ueret^  professeur  à  TÉcole  J.-B.  Say. 


On  donne,  dans  le  plan  vertical  de  projection,  un  hexagone 
régulier  dont  un  côté,  égal  à  4  centimètres,  coïncide  avec  la 
ligne  de  terre;  cet  hexagone  est  Vune  des  bases  d'un  prisme 
oblique  dont  les  arêtes  sont  horizontales,  et  forment  un  angle  de 
6o*  avec  la  ligne  de  terre;  la  seconde  base  du  prisme  est  dans 
un  plan  parallèle  au  plan  vertical  situé  à  j  2  centimètres  en  avant 
de  ce  plan.  Sur  la  face  supérieui^e  du  prisme  repose  une  sphère 
çui  a  4'  '  de  rayon,  et  qui  touche  le  plan  de  la  face  supérieure 
de  prisme  au  centre  du  parallélogramme  formé  par  cette  face. 

On  demande  de  représenter  le  système  de  ces  deux  corps  solides 
et  de  dessiner  leurs  ombres  propres,  V ombre  portée  par  la  sphère 
sur  le  prisme  et  les  ombres  portées  par  les  deu±  corps  sur  les 
plans  de  projection. 

On  supposera  le  système  éclairé  par  la  lumière  dite  à  45''. 

1)  On  peut,  avec  une  restriction  convenue,  lire  n  sur  r,  6  sur  c... 
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f  Projections  des  deux  tolides. 

Sur  la  ligne  de  terre,  on   prend  une  longueur  e'f  égale 

4",  sur  laquelle  on  construit  un  hexagone  régulier  qui  est 

une  base  du  prisme;  à  partir  des  points  a,  f,  e»  d,  on 


mène  des  lignes  faisant  60"  avcc^a  ligne  de  terre  et  on  les 
prolonge  jusqu'à  une  ligne  gn,  parallèle  à  LT,  et  située 
à  12'*"  en  avant;  enfin,  ou  construit  l'hexagone  régulier 
g'km'n'p'q',  égal  au  premier,  et  l'on  a  les  deux  projections 
du  prisme. 
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Pour  avoir  les  projections  de  la  sphère,  on  mène  les 
diagonales  du  parallélogramme  kmef  :  leur  iulerseclion  est 
la  projection  horizontale  du  centre  de  cette  sphère,  lequel  a 
sa  projection  verticale  au  point  o',  situé  à  4®"  au-dessus  du 
prisme  ;  on  n'a  plus  qu'à  tracer  2  circonférences  des  points 
o,  0  comme  centres,  avec  4*""»  de  rayon. 

Il  faut  remarquer  que  la  sphère  cache  une  partie  de  la 
projection  horizontale  des  arêtes  du  prisme  et  que  ces  arêtes 
pouvaient  être  tracées  dans  une  autre  direction. 

^  Ombres  propre  et  portée  du  prisme. 

On  considère  le  prisme  comme  s'il  était  seul,  et  Ton  voit 
que,  parmi  toutes  les  faces  qui  sont  vues,  soit  en  projection 
horizontale,  soit  en  projection  verticale,  il  n'y  en  a  qu'une 
dans  l'ombre  propre  :  c'est  la  face  mnie. 

Pour  avoir  l'ombre  portée  sur  les  plans  de  projections,  il 
faut  suivre  le  rayon  lumineux  dans  sa  marche  autour  du 
prisme  en  commençant,  par  ex.,  au  point  inférieur  in,,\p  et 
en  suivant  d'abord  l'arête  mn,  pn\  Le  point  m,  p',  situé  dans 
le  plan  horizontal,  est  un  point  d'ombre  ;  le  point  n^n'  porte 
ombre  en  riA,  et  l'arête  considérée  porte  ombre  suivant  mn/i. 
Le  point  supérieur  m,  m'  porte  ombre  en  mn,  et  l'arête  nm^ 
n  m'y  suivant  nhmh-  L(5  rayon  lumineux,  arrivé  au  point 
mm\  rase  l'arête  horizontale  me\  m'c  et  forme  nn  plan  qui 
rencontre  le  plan  horizontal  suivant  une  ligne  m  ht,  parallèle 
à  me,  ce  qui  achève  de  limiter  l'ombre  portée  par  le  prisme 
sur  le  plan  horizontal.  Cette  dernière  ligne  d'ombre  rencontre 
le  plan  vertical  au  point  r',  puis  elle  se  relève  pour  venir 
passer  au  point  c,  situé  dans  le  plan  vertical. 

3'*  Ombres  propre  et  portée  de  la  sphère. 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  rayons  lumineux  avec  la 
sphère,  c'est-à-dire  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de 
lumière^  est  un  grand  cercle,  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
à  la  ligne  sOy/o  qui  indique  la  direction  des  rayons  lumi- 
neux. Ce  cercle  est  également  incliné  sur  les  deux  plans  de 
projections  ;  il  se  projette  suivant  deux  ellipses  égales  dont 
l«a  grands  axes  sont  1,6  sur  le  plan  horizontal,  et  27'  sur 
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lé  plan  vertical.  Le  petit  axe  de  la  première  est  situé  sur 
so  ;  il  divise  cette  ellipse  en  deux  parties  symétriques,  et 
ses  deux  extrémités  sont  le  point  le  plus  haut  et  le  point 
le  plus  bas  du  cercle  de  Tespace.  Le  petit  axe  de  la  seconde 
est  situé  sur  s'o;  il  divise  cette  ellipse  en  deux  parties 
symétriques,  et  ses  deux  extrémités  sont  le  point  le  plus 
en  avant  et  le  point  le  plus  en  arrière  du  cercle  de  l'espace. 

Pour  avoir  les  deux  points  situés  sur  50,  on  rabat  le 
plan  vertical  projetant  cette  ligne  sur  le  plan  horizontal 
sur  lequel  repose  la  sphère.  Dans  ce  mouvement,  le  centre 
de  la  sphère  tombe  au  point  6,  et  Tun  des  deux  rayons 
lumineux  qui  sont  contenus  dans  ce  plan  se  rabat  suivant 
xy  en  faisant  avec  so  un  iangle  ^  =  SS**  16'.  (On  sait  que 
les  projections  du  rayon  lumineux  font  45°  avec  la  ligne 
de  terre  et  que  le  rayon  lui-même  qui  est  une  diago- 
nale d'un  cube,  fait  un  angle  plus  petit,  facile  à  calculer 
et  qui  a  été  trouvé  égal  à  35®  i6\) 

En  relevant  le  plan  rabattu,  le  point  de  contact  x  se  pro- 
jette au  point  8.  Il  ne  reste  plus  qu'à  porter  la  longueur 
08  de  chaque  côté  du  grand  axe  sur  les  deux  plans  de  pro- 
jections et  à  tracer  les  deux  ellipses  au  moyen  des  axes. 
Cependant,  au  lieu  d'employer  une  des  méthodes  connues 
pour  la  construction  d'une  ellipse,  il  est  plus  simple  de 
faire  les  remarques  suivantes  :  les  points  i  et  6  de  la  pro- 
jection horizontale  donnent  les  points  i'  et  6'  de  la  projection 
verticale;  le  point  6'  a  son  symétrique  par  rapport  à  s'o\ 
au  point  4,  et  le  point  i',  son  symétrique  en  9';  de  môme, 
les  points  2'  et  y  donnent  2  et  7,  et,  à  cause  de  la  symé- 
trie par  rapport  à  so,  ces  derniers  donnent  4  et  9.  On  a 
ainsi  8  points  de  chaque  ellipse,  dont  4  sur  une  circonfé- 
rence ayant  02  pour  rayon,  ce  qui  est  suffisant  pour  le  tracé. 
On  sait,  d'ailleurs,  que  les  points  de  la  projection  verticale 
correspondant  à  3  et  8,  de  même  que  les  points  de  la  pro- 
jection horizontale  correspondant  à  5'  et  10',  sont  sur  des 
tangentes  horizontales  aux  ellipses. 

Quant  à  l'ombre  portée  par  la  sphère,  il  est  facile  de  voir 
sur  la  figure,  qu'elle  ne  peut  exister  que  sur  la  face  hori- 
zontale supérieure  du  prisme  et  sur  les  deux  plans  de  pro- 
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jections,  attendu  que  la  face  inclinée  mndé  est  dans  Tombre 
propre  et  que  les  rayons  lumineux  passent  au-dessus  sans 
la  toucher. 

On  pourrait  faire  passer  des  rayons  lumineux  par  un  certain 
nombre  de  points  des  ellipses,  particulièrement  par  les 
points  I  r,  22',  33',  etc.,  et  trouver  les  traces  de  ces  rayon? 
sur  la  face  horizontale  du  prisme  et  sur  les  plans  de  pro- 
jections, mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  remarquer 
que  le  cylindre  lumineux  qui  entoure  la  sphère  est  coupé 
par  ces  trois  plans  suivant  trois  ellipses  identiques  et  qu'il 
suffit  de  trouver  les  axes  de  ces  ellipses  pour  les  tracer, 
sauf  à  supprimer  ensuite  les  parties  qui  se  recouvrent 
mutuellement  et  celles  qui  sont  cachées  par  les  projections 
des  solides.  Ainsi  le  cylindre  lumineux  en  question  ren- 
contre le  plan  horizontal  kme'f,  b'm'  suivant  une  portion 
d'ellipse  dans  le  centre  est  en  0^,  o\,  dont  le  petit  axe  est 
la  ligne  wz,  égale  et  parallèle  à  16,  et  dont  une  extrémité 
du  grand  axe  est  au  point  y. 

On  verrait  de  même  que  le  cylindre  lumineux  rencontre 
le  plan  horizontal  de  projections  suivant  une  ellipse  dont 
le  petit  axe  est  u  6^  et  le  demi-grand  axe  O;^  8*  ;  qu'il 
rencontre  le  plan  vertical  suivant  une  ellipse  dont  les  axes 
sont  7»  2e  et  3»  lOo  .  Ces  deux  dernières  ellipses  se  ren- 
contrent sur  la  ligne  de  terre  aux  points  a  et  6. 


NOTE    DE   GEOMETRIE 

INTERSECTION  d'uNE  DROITE   ET  d'uN   HYPERBOLOÏDE   DE  RÉVOLUTION 


Le  problème  de  Tintersection  d'une  droite  et  d'un  hyperbo- 
loïde  de  révolution  fait  partie  du  programme  de  l'École  cen- 
trale. Nous  croyons  donc  être  utile  à  nos  lecteurs  en  leur 
donnant  de  cette  question  une  solution  très-simple,  due  à 
Barbier,  et  qui  ne  s'appuie  que  sur  des  considérations  de 
géométrie  élémentaire.  Elle  présente  ainsi,  sur  la  solution  de 
Leroy  et  sur  d'autres  solutions  connues  l'avantage  de  pouvoir 
être  traitée  directement,  sans  supposer  a  priori  des  notions 
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qui  ne  font  que 
compliquer  inu- 
tilement la  ques- 
tion. 

Considérons  la 
droite  donnée, 
que  nous  pouvons 
toujours  supposer 
de  front,  et  la 
génératrice  de 
front.  Les  projec- 
tions horizontales 
de  ces  deux  li- 
gnes sont  paral- 
lèles. Le  point 
d'intersection  de 
la  droite  donnée 
et  de  la  surface 
appartient  à  un 
certain  parallèle 
qui  se  projette 
horizontalement 
suivant  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0.  La  droite  AB 
et  la  droite  HHj  de  Tespace  limitées  au  plan  horizontal  et  à 
un  plan  de  niveau  quelconque  sont  partagées  par  ce  parallèle 
inconnu  en  parties  proportionnelles.  En  désignant  par  M  le 
point  d'intersection  cherché,  et  par  C  le  point  du  parallèle  qui 

,^  HM  BG 

se  trouve  sur  AB,  on  a  :  --_    =  -777-. 

Mxl|         dA 

Or,  en  projetant  une  droite  sur  un  plan,  le  rapport  des 

segments  ne  change  pas  ;  on  aura  donc  : 

hm  6c 

mhi         ca  ' 
Mais  les  droites  ab  et  hh^  sont  parallèles;  donc  les  droites  h^a 
hb  et  me  passent  par  un  même  point  s. 

Soit  i  le  milieu  de  me.  Ce  point  t  appartient  à  une  droite 
équidistante  de  A/ti  et  dea6.  D'autre  part  puisque  les  points  m 
et  c  appartiennent  h  un  même  parallèle,  om  =  oc;  donc  oi.s 
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est  droit.  De  là  la  construction  ;  on  prend  les  projections 
horizontales  des  intersections  des  deux  droites  HHi  et  AB^ 
avec  deux  plans  horizontaux  quelconques  ;  on  joint  les  pro- 
jections des  points  correspondants,  les  lignes  ainsi  tracées  se 
coupent  en  un  point  s.  Sur  os  comme  diamètre  on  décrit  une 
circonférence,  qui  rencontre  en  i  et  j  la  droite  parallèle  aux 
droites  ab  et  AAj  et  qui  leur  est  équidistante  ;  on  mène  les 
lignes  8j  et  si,  qui  coupent  en  m  et  n  la  droite  A/ij  ;  m  et  n 
sont  les  projections  horizontales  des  points  d'intersection 
cherchés.  A.  M. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


PARIS.  —  SESSION  d'avril  1878. 


Compositions  du  1"  aTZil. 

(1j  Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  angles  et  le  périmètre;  on 
rendra  les  formules  finales  calculables  par  logarithmes. 

(2)  Qu'entend-on  par  lignes  de  plus  grande  pente  d'un  plan? 
Démontrer  la  propriété  caractéristique  de  ces  droites. 

(3)  Une  éprouvette  maintenue  verticalement  plonge  dans  le  mercure  et 
contient  loo  centimètres  cubes  d'air  sec  à  24  degrés.  Le  niveau  extérieur 
du  liquide  est  le  même  que  le  niveau  inlérieur;  après  avoir  introduit  dans 
réprouvette  une  ceuch";  mince  d'eau  à  24  degrés,  on  soulève  le  tube  de 
manière  à  rétablir  l'égalité  de  niveau.  Quel  est  alors  le  volume  du  mé- 
lange gazeux?  La  pression  atmosphérique  égale  j5g  millimèlres  et  la  ten- 
sion de  la  vapeur  d'eau  est  de  22  millimètres  à  24  degrés. 

Rép.  :  102*%  985— s 

GoxnpositioiiB  du  2  avril. 

(1)  Démontrer  que  trois  forces  qui  se  font  équilibre  sur  un  corps  solide 
sont  nécessairement  dans  un  même  plan,  qu'elles  passent  par  un  même 
point,  et  que  la  somme  algébrique  de  leurs  moments  par  rapport  à  un 
point  quelconque  de  leur  plan  est  égale  à  o. 

(2)  Un  triangle  équilatéral  ABC  et  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  donné 
R;  on  fait  tourner  la  figure  autour  du  diamètre  AD  passant  par  le  sommet  A. 
Calculer  le  volume  engendré  par  le  segment  de  cercle  AMB. 

Rép.:V  =  -ieR' 
4 

(3)  Induction  électrique. 

Composition  du  3  avril. 

(1)  Trouver  tg  —  en  fonction  de  Iga;  expliquer  0  priori  pourquoi  on  trouve 
deux  valeurs  et  pourquoi  ces  deuxvalQm>s  ont  pour  produit  —  i. 


i 
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(2)  Trouver  l'expression  de  la  surface  engendrée  par  une  portion  de  ligne 
brisée  régulière  tournant  autour  d'un  diamètre  du  cercle  inscrit. 

On  démontrera  les  théorèmes  sur  lesquels  on  aura  à  s*appuyer. 

(3)  Définition  de  la  chaleur  latente  de  fusion  d'un  corps.  Déterminer  la 
chaleur  latente  de  fusion  de  la  glace  par  la  méthode  des  mélanges. 


CONCOURS   ACADEMIQUES    DIVERS. 


ACADÉMIE  DE  RENNES. 

Gonconrs  de  1863. 

a      a'  c 

Trois  fractions  — --,  -— -  et  ■—-  sont  telles  que  l'on  ait  : 

0       tr  »         a 

ba'  —  ab'  =  bc  —  ad  =  i  ; 

1*  Montrer  qu'elles  sont  irréductibles; 

2*  Trouver  qu'elle  est  la  plus  petite; 

3*  Montrer  que  c  et  d  sont  de  la  forme  c  =  ax  -^  a'^  d  =  bx  -j-  b\  x 

étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  et  dire  à  quelle  condition  — 

a  a' 

sera  compris  entre  — ^  et  ---  ; 

f        c        c  c 

4*  En  appelant  -—^  -7-,  ~-,  etc.  les  valeurs  que  prend  -3-,    quand 

a«       «1        uj  » 

on  fait  a?  =  G,  a;  =  i,  a?  =  2,  etc,  prouver  que  l'on  a  : 

Cmdm  +1  —  Cm  +  idm  =    I , 

etf  plus  généralement,  Cmdm  +  />  —  Cm  +  pàm  =  p;  en  conclure  la  valeur 
de  la  somme 1-  ■  H — -— h -f- 


d^dx  did-i  d^ds  dn  —  \dn 

(Mathématiques  préparatoires.) 

Concours  de  1870. 

Dans  une  circonférence  on  trace  une  corde  fixe  BC,  et  l'on  joint  B  et  C 
à  un  point  quelconque  A  de  la  circonférence;  on  désigne  par  6  et  c  les 
côtés  AG  et  AB  du  triangle  BAC  et  on  mène  la  bissectrice  à  l'aogle  BAC. 
On  demande  :  1*  de  prouver  que   celte  bissectrice  passe  par  un  point  fixe 

AM 

M;  2*  de  prouver  que  le  rapport  --— ^ —  est  constant;  3"  de  trouver  le  lieu 

b  -{-  c 

des  points  P  obleniis  en  prolongeant  AM  de  quantités  proportionnelles  à  6-1-  c, 

b  +  c 
par  exemple;  4*  ce  que  l'on  peut  dire  de  la  bissectrice  de  l'angle 

extérieur  adjacent  au  sommet  A  du  triangle  AI3C. 

(Mathéfualiques  élémentaires.  ) 

Concours  de  1872. 

Trois  droites  fixes  OX,  OY  et  OZ  sont  coupées  par  une  circonférence  qui 
passe  par  leur  point  de  rencontre  en  trois  autres  points  A,  B  et  C  :  ]*  qu'ont 
de  commun  les  triangles  ABC  qu'on  obtient  en  menant  par  le  point  0  di- 
verses circonférences?  2»  plusieurs  circoafér.:^nces  peuvent-elles  donner  le 
même  triangle,  et  quel  est  le  lieu  de  leurs  centres?  3*  quelles  sont  leseir- 
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conférences  pour  lesquelles  le  côté  AB  serait  parallèle  à  une  direction  donnée? 
4*  quelle,  ligne  décrit  le  milieu  de  AB,  si  l'angle  XOY  est  droit,  et  le  rayon 
lie  la  circonférence  qui  passe  en  0  constant?  (Malhématiqiies  préparatoires.) 

Concours  de  1873. 

Dans  une  circonférence  donnée,  dont  le  centre  est  0,  on  mène  un  dia- 
mètre AA'  fixe,  une  perpendiculaire  MP  à  ce  diamètre,  et  le  rayon  OM  qui 
aboutit  au  point  où  elle  coupe  la  circonférence;  on  demande  le  lieu  des 
centres  des  cercles  inscrits  au  triangle  MOP,  quand  le  point  M  se  meut  sur 
la  circonférence.  [Mathématiques  élémentaires.) 

Gonoours  de  1875. 

On  donne  trois  droites  concourantes  OA,  OB  et  OC;  d'un  point  B  de  l'une 
d'elles  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  deux  autres  ;  par  leurs  pieds 
A  et  C  on  mène  des  droites  faisant  avec  OA  et  OC  des  angles  égaux  k  a; 
par  le  point  M,  où  se  coupent  ces  droites,  on  mène  une  perpendiculaire  à 
MB,  qui  rencontre  OA  et  OC  en  D  et  en  E  :  1*  prouver  que  MD  est  égal  à 
ME;  2*  profiter  de  cette  remarque  pour  construire  un  triangle  équilaiéral 
ayant  ses  trois  sommets  sur  trois  droites  concourantes;  3*  quel  est  le  lieu 
des  points  M  quand  B  se  déplace  sur  la  droite  OB? 

(Mathématiques  élémentaires.) 
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Deux  tétraèdres  ABCD  et  A'B'C'D'  sont  tels  que  les  quatre  lignes  AA', 
BB',  ce  et  DD'  concourent  en  un  même  point  S;  démontrer  que  les  six 
points  de  concours  des  arêtes  homologues  des  deux  tétraèdres  sont  dans  un 
même  plan.  • 

CONCOURS  GÉNÉRAL  DES  DÉPARTEMENTS  1863. 

On  donne  deux  droites  rectangulaires,  un  point  A  fixe  sur  Tune  d'elles, 

OM  m 

et  sur  l'autre  on  prend  deux  points  M  et  F  tels  que  -7^p-=  — ;  quelles 

seront  les  positions  de  ces  points  pour  lesquelles  l'angle  MAP  sera  maximum? 

[Mathématiques  élémentaires .  ) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


QUESTION  33. 

ffolntloB  par  M.  Cordeau,  élève  de  l'École  Lavoisier  (Paris). 

On  donne  une  circonférence  0,  une  droite  indéfinie  Ax,  et  un 
point  A  sur  cette  droite.  Un  angle  C,  de  grandeur  constante,  a 
son  sommet  sur  la  circonférence  0,  et  l'un  de  ses  côtés  passe 
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par  le  point  A.  Déterminer  la  position  du  sommet  de  telle  ma- 
nière que  le  segment  AB,  intercepté  par  Cangle  sur  la  droite 
Ax,  soit  maocimum  ou  minimum,  (Hallowell.) 

Le  point  G  doit  se  trouver  sur  la  circonférence  O  et  sur 

un  segment  capable  de  l'angle  C  pas- 
sant par  le  point  A.  Ce  segment 
capable  a  son  centre  sur  la  perpendi- 
culaire AK  à  la  ligne  AM  qui  fait  aTec 
la  droite  Ax  un  angle  égal  à  G.  Soit 
E  ce  centre. 

On  a  EA  =  EB  =.  EG  comme  rayons 
d'un  même  cercle. 

Le  triangle  EAB  étant  isoscèle^  la 
perpendiculaire  El  partage  la  base  AB 
en  deux  parties  égales,  donc  AI  =  BL  D'un  autre  côté,  on 
a  AI  =  AE  sin  AKI,  et  comme  les  angles  AEI  et  acAM 
sont  aigus  et  ont  leurs  côtés  perpendiculaires  on  a  AKI  =  C, 
et  par  suite,  AI  =  AE  sin  G  ou  AI  =  EG  sin  G.  Le  maximum 
ou  le  minimum  de  AI  aura  lieu  lorsque  EG  sera  lui— même 
maximum  ou  minimum. 

.  Or,  EG,  distance  d'un  point  E  à  une  circonférence  O,  sera 
maximum  ou  minimum,  lorsque  EG  passera  par  le  centre  0, 
c'est-à-dire  lorsque  les  deux  circonférences  E  et  0  seront 
tangentes. 

Elles  peuvent  être  tangentes  intérieurement,  ce  qui  donne 
EG  =  EO  -|-  OG,  c'est-à-dire  le  maximum,  ou  extérieure- 
ment, ce  qui  donne  EG  =  EO  —  OG,  c'esl^à-dire  le  minimum. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Bernard, de  Liège; Demor- 
tain,  de  Doullens;  Gélinet,  à  Orléans;  Boudin,  &  Commerça. 


QUESTION  44. 

Solution  par  M.  Cordeau,  École  Lavoisier. 

Une  figure  plane  se  meut  de  telle  manière  que  deux  droites 
fixées  invariablement  à  cette  figure  passent  par  deux  points  fixes. 
Une  autre  droite  quelconque  invariablement  liée  à  la  figure 
mofrtfo  est  toujours  tangente  à  un  ceixle  fixe. 

(The  Educational  Times.) 
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Les  deux  droites  font  entre  elles  un  angle  fixe  BAC  dont 

le  sommet  se  déplacera 
sur  le  segment  capable 
de  cet  angle,  décrit  sur 
BG  comme  corde,  B  et 
C  étant  les  points  fixes. 
Soit  une  autre  droite 
EF  fixée  à  la  figure.  La 
perpendiculaire  AD  à 
EF  est  fixée  à  la  figure 
et  a  une  longueur  cons- 
tante. De  plus,  Tangle 
^BAD  est  constant  et 
puisqu'un  de  ses  côtés  AB  passe  toujours  par  le  point  B, 
l'autre  côté  AD  passera  toujours  par  le  point  I  et  si  Ton  joint 
le  pqint  I  au  centre,  le  diamètre  IK  est  fixe  et  Tangle  EAI 
droit.  Donc  AK  est  parallèle  à  EF  et  la  droite  KR,  parallèle 
à  AD  est  égale  à  cette  droite  et  par  suite  constante.  La  droite 
EF  sera  donc  constamment  tangente  à  la  circonférence  dé- 
crite de  K,  comme  centre  avec  KR  comme  rayon,  puisqu'elle 
est  toujours  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon. 


QUESTION  48. 

SolntioB  par  M.  Cordeau,  à  l'École  Lavoisier,  Paris. 

St  Von  pose 

-^-  —  ^  -3 

I  1 


on  a  t identité 


Sv  =  (*p+o(-^  + 


+ 


2p  2(2p— l)      '       3  (2/)— 2) 


1"       •    •    •    • 


P(P 


'—) 


(De  Longchamps.) 

Remplaçant  S^par  sa  valeur  dans  la  seconde  relation  et 
développant  le  second  membre,  il  vient 


—  H2  — 


2  3         '        4        '         ■  '        2p  I  2p 

1       2p    +    I  I       2p   +    I  I        2p   +    I 

"F  -r  -rr : — I — r"T7 :: — !"••••  + 


2      2p  —    I  3      2p  —   2        *^  p        P+I 

I\        '        If   1  2\  2p  —    I/'        3\'    2p— 2/ 

'     p  \    '     p  +  I  / 

Effectuant  et  ordonnant,  on  a  l'identité  : 

.     2  3      '      4  2p  2 


2p  —  I  2p 

iVoto.  —  MM.  Perrin,  de  Clermont-Perrand,  Vautré,  Robin,  à  Hont-de- 
Marsan,  ont  résolu  la  même  questioi. 


QUESTION  46. 

* 

iiolntloM  par  M.  Vautré,  au  grand  séminaire  de  Saint-Dié. 
Si  Von  pose 
e„  =  I  H r-  +  ....+   

1.2  1.2.3  I .   2. . .  n 

on  a  ne„  =  (n  +  i)  «n  - 1  —  c„  -.  2 . 

(De  Longchamps.) 

L'égalité  à  démontrer  peut  s'écrire  : 

W  (e„  fin  -  1  )    =   <'n  -  1    ^n  -  2  ;  .     •     •     •     (0 

Si  l'on  retranche  terme  à  terme  e«  - 1  de  f«  ,  puis  e«  «  2  de 

e„  _  4  ,  on  trouve  facilement  : 

I 


^n  —  l <?n  —  2 


1 .  2.  3. . .  n 
I 


1 .  2.   3. .  (n  —  i) 
Substituant  ces  valeurs  dans  (1),  il  vient  : 
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n 


1 .   2...(H  —  I)  n  I.  2...(n  — .  i;     ' 

identité  manifeste. 

Nota,  -  MM.  Cordeau,  à  l'école  Lavofsier,  et  Aubert,  à  Marseille,  ODt 
resoin  la  même  question. 


QUESTION  59. 
SolatioB  par  M.  Vaiitr4,  élève  du  Grand  Séminaire  de  Saint-Dié. 

On  a  un  angle  BAC  ;  par  le  sommet  A  on  fait  passer  un 
cercle  0,  ayant  son  centre  sur  le  côté  AB  ;  puis  l'on  considère 
le  cercle  0',  tangent  au  premier  et  aux  deux  côtés  de  r angle. 
Lieu  géométrique  du  point  de  contact  M  de  ces  deux  cercles. 

(Julliard.) 
Transformons  la  figure  en  prenant  pour  pôle  d'inversion 

^  le  point  A. 

Le  cercle  0'  devient  le  cer- 
cle 0,  tangent  au  poirit  t  à  la 
droite  AB.  Le  cercle  0  passant 
par  le  pôle  devient  une  droite 
C  dm,  qui  coupe  à  angle  droit  la 
droite  AB  au  point  rf,  touche  le  cercle  o  au  point  m,  et  ren- 
contre au  point  i  la  bissectrice  AO'. 

Menons  o'm,  ot,  —  La  figure  omdt.  est  un  carré;  par  suite 

mi  oi  td  to' 

on  a  :  — t-   =  — rr-   =      , .       =  r- 

md  ok  tk  tPi. 

ou,  en  rapprochant  les  rapports  extrêmes  ; 

mi  -n  L  r^t 

— —  =  tang  BAO  =  constante. 
ma 

Mais  les  droites  Kd  et  Ai  sont  fixes,  et  la  droite  di  est  tou- 
jours parallèle  à  elle-même  ;  donc  le  point  m,  qui  divise  cette 
dernière  droite  dans  un  rapport  constant,  a  pour  lieu  une 
droite  passant  au  point  A.  Il  en  est  évidemment  de  même  de 
son  réciproque  M. 

Nota.  ^  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Dalzon^deSaint-Ëtienne. 
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QUESTION  60. 

SolalloB  par  M.  Vautré,  élève  du  Grand  Séminaire  de  Saint-Dié. 

Les  centres  des  cercles  inscrits  dans  les  quatre  triangles  for- 
més par  deuit,  côtés  et  une  diagonale  d^un  quadrilatère  inscriptible, 
sont  les  sommets  d'un  rectangle.  (Thual.) 

Les  centres  H,  I,  K,  L  des  cercles  inscrits  dans  les  tri- 
angles ABD,  ÂCD,  BCD,  ÂBG, 
sont  déterminés  par  les  bissec- 
trices AH,  BH;  AIE,  DI;  BKE, 
CK;  BL,  CL  ;  lirons  HI,  HL,  KL 
KL,  CE,  DE. 
On  a 

KCE  =  —  arc  DM 

2 

+  —  arc  DE 

2 

=  —  arc  BM 

2 

_L  J-  arc  CE  =  CKE 

'         2 


d'oh 

De  môme 
d'oh 


EC=  EK 
DIE  =  IDE 
ED  =  El  =  EK  =  EC 
C'estr-à-dire  que  les  points  D,  I,  K,  C  sont  sur  la  circon- 
férence ED. 


Par  suite  FIK  =  —  arc  KD  =  KCD 

2 

on   trouverait  de  même  FIH  =  HAD 

d'oii  FIK  +  FIH  =  KCD  +  HAD 


ou 


KIH  =  —  BCD  +  —  BAD  =  i  droit. 

2  2 


La  même  démonstration  s'appliquant  aux  trois  autres  an- 
gles du  quadrilatère  HIKL,  ce  quadrilatère  est  un  rectangle. 

Bemarques.  I.  —  Soit  0  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  quadrilatère  ABCD  et  J  le  milieu  de  Tare  AB.   Si  Tod 
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construit  le  triangle  OÂJ,  il  sera  semblable  au  triangle  isos- 

cèle  lEK  car  les  angles  en  0  et  en  E  auront  même  mesure. 

_  ,  Kl  KK        . 

On  aura  donc  — = —  = 

BJ  OB 

.,  .                                     ,,-           KE  .  BJ 
dou  KI= 

en  posant      KE  ==  CE  =  r,  BJ  =  a,  oB  =  H 

Tir  ^^ 

on  a  IK  =  — :g— 

En  désignant  par  b  et  d  les  cordes  qui  soutiendraient  les  arcs 
^ et on  trouverait  de  même. 


HIr=.     ^'^ 


R 
Par  suite  aire  HIKL  =  HI  .  IK  = 


Ri 

II. —  Tirons  EJ;  celte  droite  à  la  fois  bissectrice  des  angles 
lEK,  HGL,  est  perpendiculaire  sur  les  milieux  de  IK  et  de 
HL;  la  droite  PR  qui  joindrait  les  milieux  des  arcs  ÂD  et  BG 
serait  de  même  perpendiculaire  sur  les  milieux  do  HI  et  do 
KL.  On  peut  dès  lors  déterminer  facilement  le  centre  du 
rectangle  HIKL.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  démontrer  à  priori 
que  les  droites  EJ  et  PR  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Nota,  —  Ont  résola  la  même  question  :  M.  LoHtz,  de  Nancy;  Franquet, 
Bruyand,  à  Troyes;  Ghellier,  à  Coaslanline. 


QUESTION  61. 

•olntlon  par  M.  Bernard,  de  Liège. 

Résoudre  les  deux  équations 

xy  =  y^ 

Relations  qui  doivent  exister  entre  ^  et  q  pour  que  x  et  j 
soient  rationnels.  (Weill.) 

L 
Ce  système  peut  s'écrire      a;  =  j/^ 


-  «6  — 

X  =z  yP 

X  p 

donc  xv  =  yi 

X         0  a 

et  par  suite  —  =  -ï-  oux  =  -=-y. 

^  y      P  p 

Substituons  dans  la  seconde  équation  cette  valeur  de  x 


il  vient 

P 

un  calcul  analogue  donnerait 


ce  et  t/  seront  rationnels  si  p  et  9  sont  des  multiples  de  p — 9, 
ou  simplement  dep,si  Ton  suppose  g]>  p.  On  doit  doncavoir 

P 
q  —  p 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Cette  égalité  peut 

p  n 

s'écrire  -=--  =  — ; —  .  Telle  est  la  relation  demandée. 

q        n  +  I 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM,  Aurenty,  de  Marseille;  Coye, 
pensionnat  Saint-Louis,  Saint-Etienne;  Brice,  de  La  Flèche;  Montenot,  de 
Troyes;  Lamy,  Leblanc,  Marcelin,  de  Cherbourg;  Demortain  de  DouUeos; 
Jordan,  de  Montpellier. 


QUESTION  63. 
liol«il«H  par  M,  Vautré,  élève  du  Grand  Séminaire  de  Saint-Dié. 

Reconnaître  que  les  trois  équations 

a    .    b    .  a  b 

X  ^    y  x^        y* 

(6  +  c)  a;  +  (a  +  c)  y  -f  (a  +  6)  =  0 
sont  compatibles.  (de  Longchamps). 

Posons  Xj=    —  H \- c;  (i) 

X        y 


—  H7  — 

X,=    (6  +  c)a5  +  (a  +  c)y  +  (o4-6)  (3) 
multipliant  les  deux  nombres  de  (1)  par  œ-\-y  -{•  xy,  on  a 

X.  {a:  + y  +  a;j/)  =  [(6  +  c)  a;  +  (o  +  c)  y  +  (a  +  6)1 

OU  en  Tertu  des  relations  (A) 

Xi  (^  +  y  +  xy)  =  X,  +  X,  xy 
ou  encore       X,  (x  -f-  2/  +  ^y)  —  X,  a?*/  —  X,  =  o. 

Cette  équation  montre  que  si  Xj  =  o  et  X,  =  o,  il  en 
résulte  X,  =  o.  Si  X,  =  o  et  X,  ^  o,  il  vient  X,  =  o,  pourvu 
que  Ton  n'ait  pas  œ  =  o  ou  y  =  o.  Enfin  si  X,  =  o  et 
X,  =  o,  il  s'ensuit  Xi  =  o,  pourvu  que  Ton  n'ait  pas  x  + 

y  +  xy  =.o- 

Les  équations  proposées  sont  donc  généralement  compa- 
tibles. 

Nota.  —  L^  même  question  a  été  résolue  par  M.  ïpokay,  de  Liège. 


QUESTION  72. 
•oint Ion  par  M.  Lopez  de  Fonseca,  élève  au  Lycée  de  Pau. 

Deux  mobiles  se  déplacent  sur  deux  axes  rectangulaires  et  se 
dirigent  avec  des  vitesses  v  et  V  vers  le  point  d'intersection  de 
ces  axes^  dont  ils  sont^  à  un  moment  donnée  à  des  distances  a 
et  b.  A  quel  instant  ces  deux  mobiles  sont-ils  le  plus  proche 
[un  de  Vautre? 

Soit  X  le  temps  qui  s'écoule  jusqu'à  cet  instant,  la  quan- 
tité à  rendre  minima  est  yl{a  —  vxY-\-{b  —  v'x)^.  En  éga- 
lant cette  quantité  à  m  élevant  au  carré  il  vient 

(V«  +  t;'«)  a?»  —  2  (frt;' +  aw)  x  +  a'  +  ft»  — m*  =ro 

av  +  bv'  ±  "JmHv^  +  v'*)  —  (bv4-  av)^ 

d  ou      05  =  ■ ~— ^ ;; ■ 
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Le  minimum  aura  lieu  pour 

bv  -}-  flv 
^  = — r~i — T" 

bv  +  av 
et  par  suite  a;  = 


V*  +  r'* 

c-             '                              a  -\-  b 
Si  r  =  t; ,  X  =  ' ; 

2V 

Refïiarque.  —  Celte  question  se  résout  d'une  manière  ana- 
logue si  les  deux  axes  font  entre  eux  un  angle  ci>  ;  dans  ce 
cas  on  trouve 

av  '\-  bv'  —  (av  -|-  bv')  cos  w 

V'^  -\-  V*  —  VV    cos  iù 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Cordeau,  école  Laroistar; 
Vautré,  de  Saint-Dié;  Dilhan,  de  Castres;  Franquet,  de  Troyes;  Trokajr, 
de  Liège. 


QUESTION  73. 
•olntlon  par  M.  VAUTRi,  élève  du  Grand  Séminaire  de  Saint-Dié. 

Un  cône  équilatéral  étant  inscrit  dans  une  sphère,  détermina 
entre  quelles  limites  peut  varier  la  différence  des  sections  faites 
dans  ces  deux  corps  par  un  plan  parallèle  à  la  base  du  cône. 

Soient  0  et  ABC  le  cercle  et  le  triangle  générateurs.  Les 

sections  de  la  sphère  et  du  cône,  nulles 
quand  le  plan  est  tangent  en  C,  sont 
égales  quand  il  passe  en  ÂB,  et  inégales 
quand  il  occupe  la  position  intermé- 
diaire IKL.  Leur  différence  S  part  donc 
de  zéro  pour  revenir  à  zéro  en  passant 
par  un  maximum  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. 
On  a  S  =  ic  (IP  —  ÎK*);    (1). 

Si  l'on  pose  OC  =  R,  IG  =  a?,  il  vient  : 

TL*  =  R*  —  (R  —  x)^  =  2Bx  —  x^; 
d'ailleurs  KK'  est  parallèle  à  ÀB;  donc  le  triangle  KK'Cesï 


—  U9  — 

équilatéral  comme  ABC;  par  suite  : 

— <»         ^' 
IK»  =  -.  _ 

Portant  ces  valeurs  de  II?  et  de  IK*  dans  (1),  on  a  ; 

S  =:  —-  .    2X    (3R    —    2X). 

La  somme  des  facteurs  variables  du  second  membre  étant 
constante,  le  maximum  de  S  a  lieu  quand  on  a  : 

20?  =  3R  —  2x; 

3  3 

alors    X  =  —  R  et  S  =  —  x  R*. 

4  4 

Nota.  —  ODt  résolu  la  même  question  :  MM.  Cordeau,  école  Lavoisier; 
Lamy,  Leblanc,  Marcelin,  de  Cherbourg;  PiAbut,  de  Saint-ËUenoe;  Gélinet,  à 
Orléans;  Brujrand,  à  Troyes;  Trokay,  à  Liège. 


QUESTION  75. 

Solnfloii  par  M.  Meneau,  élève  au  Lycée  de  La  Rochelle. 

Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres.  Le  carré  du  chiffre 
des  dizaines  est  égal  au  produit  des  chiffres  extrêmes  augmenté 
de  4.,  La  différence  entre  te  double  du  chiffre  des  dizaines  et 
celui  des  unités  est  égal  au  chiffre  des  centaines,  et  quand  on 
écrit  les  chiffres  de  ce  nombre  dans  un  ordre  inverse,  on  obtient 
un  second  nombre  qui  retranché  du  premier,  donne  pour  reste 
390  augmenté  du  chiffre  des  dizaines  commun  à  ces  deux  nom- 
bres. —  Trouver  ce  nombre. 

Soient  ce,  y,  s  les  chiffres  des  unités ,  dizaines  et  cen- 
taines. 

La  première  condition  donne  Téquation 

y*  =z  xy  +  4  (1) 

et  la  seconde  2y  —  x  =^  z  (2) 

Le  nombre  cherché  a  pour  valeur 

x  +  loj/  -f"  '^^^ 
donc  la  troisième  condition  donne  l'équation 

(3)  ac  +  loy  +  ïoo^  ~  (looo?  +  ^^V  +  ^)  =  ^90  -j-y 
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Substituant  dans  (1)  la  valeur  de  z  tirée  de  (â),  il  vient  : 

y*  =  2yz  —  a?*  +  4 
ou  (y  —  X)*  =r  4, 

d'où  y  —  X'  =  2, 

et  par  suite  y  =:  2  -\-  x;  (4) 

alors  js  =  a:  -j-  4. 

Remplaçons  y  ei  z  par  ces  valeurs  dans  (3)  il  vient  après 
réductions 

X  =  4 
alors  y  =  6 

3=8 
et  le  nombre  cherché  est  864. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Biette,  collée^  Stanislas; 
Bniyand,  Montenot,  Pranquet,  dp  Troyes;  Vautré,  de  Sainl-Dté;  Foucrel, 
deChàteauroux;  Jordan,  de  Montpellier;  Chelller,  de  Conslantine ;  Noblanc , 
d'Angers;  Merieult,  Biard,  du  Havre;  Trokay,  de  Liège;  Dusseaui,  de 
Nancy;  Lamy,  Leblanc^  de  Cherbourg;  Hugentobler.  à  Boppelseii  (Suisse); 
Menaud,  de  Dijon. 


QUESTION  76. 
Solution  par  M.  Cordeau,  élève  à  l'École  Lavoi&ier. 

Élant  donné  un  tétraèdre  SABC,  ow  inscrit  dans  la  base  ABC 
un  carré  EFGH,  sur  lequel  on  construit  un  cube  EFGHE'F'G'H' 
situé  du  côté  de  la  base  ABC  opposé  au  quatrième  sommet  S  du 
tétraèdre.  On  joint  ce  sommet  S  aux  points  E',F',G',H'  par  des 
droites  qui  coupent  ABC  aux  points  e,  f.  g,  h.  La  figure  efgh 
sera  un  carré,  et  le  cube  construit  sur  efgh  sera  inscrit  au  té" 
traèdre.  Si  x  est  le  côté  de  ce  cube^  a  la  base  AC  du  triangle 
ABC  contenant  deux  sommets  du  carré  EFGH,  h  la  hauteur  de 
ABC,  H  la  hauteur  du  tétraèdre,  on  aura 

—  =  —  +  -^  +  :i-    (Concours  de  Pau,  1868.) 
X  a     '     h     '     H      ^ 

Si  l'on  pof»e  EF  =  6,  on  a  b  =,  —  .-  Les  triangles 

a  "  j    f* 

SH'  E'H' 

semblables  SE'H',  SeA  donnent  -777-  =  — 7—.  D©   môme 

S/i  eh 
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les  triangles  SH'G',  Shj  donnent 


SH' 


H'G' 


et  à  cause 


SA  kg 

du  rapport  commun  et  de  Téga- 
lilé  E'H'  =  H'G'  on  a  «A  =  hg. 
On  démontrerait  de  même  que 
ef=zfg  =  hg,  La  figure  ehgfesi 
un  carré  puisque  les  côtés  sont 
égaux  et  que  les  angles  ehg, 
hgf  sont  égaux  aux  angles  E'H' 
G',  H'G'F'  qui  sont  droits.  Me- 
nons la  hauteur  SO  et  prolon- 
geons-la jusqu'en  0'  les  trian- 
gles   semblables     SO'E',     Soe 

,  SE'         SO'  E'F' 

donnent  -^r-  =  -c"  =  — r— 
Se  So  eh 

et  si  Ton  fait  eh  =  x,  on  a 
H  +  6  h 


H 


a; 


d'où 


r//tH 


H  (a  -)-  ^;  +  a^* 
Le  cube  construit  sur  efgh  est  inscrit  au  tétraèdre.  Pour 

le  démontrer  joignons  E,  F,  G,  H  aux  sommets  A,  /,  m;  n. 
Ces  quatre  droites  se  rencontrent  en  un  même  point  ï  puis- 
que les  deux  carrés  EFGH,  khnn  ont  les  côlés  parallèles. 
Les  triangles  TOE,  ToA  donnonL 

TE   _  TO  __  EO  _  EH 

TA:  ""   To    ~  Ko   ""    eh 
TO  __    6    _  QA+H(a  +  A)  _      JI _    SO 

^^     'ïo   ~    X   ~  ~YL(a  4-  A)      "~    H  —  a;    ""     So 
donc  TO  =  SO,  To  =  So  et  le  point  T  se  confond  avec  le 
point  S.  On  a  dès  lors 

-4- — 
A    ^    H 

H(a  +  A)  +  aA    _    HA  +  qH  +  ah 

ûAH  ""  aAH 

identité. 

Nota.  »  Oat  résolu  la  même  queslion  :  MM.  Pierra,  de  Saint-Ëtienne; 
Cottereait,  de  Ghâteauroux;  Noblanc,  d'Angers;  Vautré,  de  Saint-Dié;  Jor- 
dan, à  Montpellier;  Menaud,  à  Dijon. 


-  =-  + 

X  a 


ou 


qui    est    une 


—  Ui  — 


QUESTION  77. 
0«il«41«M  par  M.  Junci,  élève  dn  Collège  de  LoDgwy. 

Étant  données  deux  droites  dont  les  projections  ne  se  cùupent 
pas  dans  les  limites  de  répure,  reconnaître  si  elles  se  coupent 
dans  l'espace. 

Si  les  deux  droites  se  rencontrent,  elles  sont  dans  nn 

même    plan  ;     alors 
^^        \  les     quatre     points 

aa'f  bb\  cc\  dd,  sont 
dans  un  même  plan. 
Par  conséquent,  les 
lignes  (a'c\  ac)  el 
(b'd\  bd)  doivent  se 
rencontrer,  c'est-à- 
dire  que  les  inter- 
sections 0,  o'  de  leurs 
projections  de  même 
nom  sont  sur  une  perpendiculaire  à  xy. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Bonnamy,  Cordeau,  lappont, 
de  l'école  Lavoisier;  Dilhsn,  de  Castres;  Bruyand,  Chastang,  de  Trojres; 
Gottereau,  de  Chéteauroux;  Daixon,  de  Saint- Etienne;  Gabiand,  de  Bourg; 
Coume,  Lamy,  Leblanc,  Marcelin,  de  Cherbourg;  Henaud,  à  Dijon. 


QUESTION  78. 
SolntloB  par  M.  Gubiand,  élère  du  Lycée  de  Bonrg. 

Étant  donnée  dans  le  plan  horizontal  de  projection  une  droite 
finie  ab;  trouver  les  projections  du  cône  de  révolution  ayant  son 
sommet  en  h,  tangent  au  plan  horizontal  le  long  de  ba,  sœhant 
que  la  base  passe  en  a  et  connaissant  l'angle  au  sommet. 

Je  considère  le  plan  rertical  dont  la  trace  est  a6  ;  ce  plan 
perpendiculaire  à  un  plan  tangent  au  cône  devra  passer  par 
Taxe;  il  coupera  la  surface  latérale  suivant  deux  généra- 
trices  âB,  GB  et  la   base   suivant   un  diamètre  ÂG.   Je 
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c. 


rabats  ce  plan  sur  le  plan  hori- 
zontal en  le  faisant  tourner  au- 
tour de  ab;  AB  ne  bouge  pas 
et  BC  Tient  en  frC^  de  telle  sorte 
que  l'angle  en  6  soit  égal  à  Tan- 
gle  au  sommet  donné.  L^  milieu 
D|  de  aC  est  alors  le  rabatte- 
ment du  centre  du  cercle  de  base. 
En  abaissant  D^d  perpendiculaire 
à  la  charnière ,  j'ai  la  projection 
horizontale  d  du  centre  de  la 
base  et  je  peux  avoir  sa  pro- 
jection verticale  puisque  j'ai  la 
hauteur  du  point  au-dessus  du 
plan  horizontal.  Le  grand  axe 
de  l'ellipse  de  base  dans  les  deux 
projections  devra  être  perpendiculaire  à  la  projection 
de  l'axe  du  cône.  Au  point  d  je  mène  ndm  perpendicu- 
laire à  bd  et  je  porte  de  chaque  côté  de  d  des  longueurs 
égales  au  rayon  D^a  de  la  base  :  j'ai  ainsi  le  grand  axe 
nm.  Le  petit  doit  être  perpendiculaire  au  grand,  il  sera 
dirigé  suivant  ba  et  comme  a  doit  être  un  point  de  l'ellipse 
j'ai  ainsi  la  longueur  da  du  demi  petit  axe  et  je  peux 
tracer  l'ellipse  de  base;  pour  achever  le  contour  apparent 
je  mène  les  deux  tangentes  bt,  bti  à  l'ellipse.  En  projec^ 
tion  verticale  j'ai  le  grand  axe  en  grandeur  et  en  direction  ; 
je  cherche  un  point  de  l'ellipse,  il  m'est  facile  d'obtenir  la 
projection  verticale  n  du  point  n  qui  est  sur  l'horizontale 
rfn,  dn;  je  construis  l'ellipse  de  projection  verticale,  elle 
doit  être  tangente  en  a'  à  la  ligne  de  terre  et  pour  achever 
le  contour  apparent  je  n'ai  qu'à  mener  b's'  tangente  à 
l'ellipse. 

nota.  ^  Onl  résolu  la  même  question  :  MM.  Cordeau,  école  Lavoisier,  et 
CoUereau,  à  Chéteauroux;  Jordan,  à  Montpellier;  GuiUoux,  à  Sainte-Barbe; 
Leblanc,  à  Cherbourg. 
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QUESTION  79. 

•olatioii  par  H.  Lamt,  élève  du  Collège  de  Cherbourg. 

Le  produit  de  quatre  nombres  entiers  consécutifs  ne  peut 
pas  être  un  carré. 

Soit  P  ce  produit,  on  a 

P  =  (a  —  f  )  fl  (a  +  0  f^  +  2) 
a  étant  un  nombre  entier  quelconque.  En  effectuant  il  Tient  : 

P  =  a*  -|-  2a'  —  a*  —  20 
ou  en  ajoutant  et  retranchant  Tunité  dans  le  scond  membre 

Pr=(a«  +  a—  i)»—  I. 
P  étant  égal  à  un  carré  parfait  diminué  d'une  unité,  ne  peul 
être  lui-même  un  carré  parfait. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  qiiesUon  :  MM.  Bernaou,  d'Épemay;  Cor- 
deau et  S'inon,  école  Lavoisier,  Paris;  Dcmortain,  de  Doullens;  Vaitrt. 
de  Saint-Dié,  Vuilleinin,  (^nuet,  Leblanc,  à  Cherbourg;  Menaud,  de  Dijoo, 
Bruyani,  a  Troyes. 

QUESTION  80. 
Solution  par  M.  Leblanc,  élève  du  Collège  de  Cherbourg. 

Dans  un  triangle  en  appelant  a,  b,  c  les  côtés,  h,  h',  h"  Us 
hauteurs,  r',  r",  r'",  les  rayons  des  cercles  ex-^inscrits,  S  la  surface, 
p  le  demi-périmètre  y  on  a  la  relation 

abchhhVr'r"  coig  -^—  cotg cotg  — ^  =  8/?'S». 

Comme  ah  =  6/1'  =  ch"  =  2S,  la  question  revient  à  démon- 

trer  que  rr''r"'  cotg cotg  colg  =  p*. 

222 

or         r  =  p  Ig    — ,  r"  =  p  tg  — ,r  =ptg— , 
donc  //',.«'  ^^  p»  tg tg tg 

2  2  2 

multipliant  les  deux  membres  par 

cotff cotg  cotg  

°      2  2  2 
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ABC 

il  vient         ^W'*'  cotg cotg  —  cotg  — ;-  =  p» 

2  2  2 

c.  q.  f.  d. 

^^oto.— Ont  résolu  la  même  question  :  MM.Thual,de  Lorient  ;  Vaulréf  de 
Saint-Dié;  Cordeau  et  Simon,  école  Lavoisier;  Hugentobler,  de  Boppelsen 
(Suisse);  Montenot,  Franquet,de  Troyes  ;  Bemaou,  d'Épernay;  Gourme,  Lamy, 
Morcelin,  de  Cherbourg  ;  Trokay,  de  Liège  ;  Westphalen  et  Merieult,  du  Havre; 
Demortain,  de  Doullens;  Gélinet  à  Orléans;  Bouis,  à  Châteauroux;  Menaud, 
à  Dijon  ;  Merle  des  Isles,  à  Moulins. 


QUESTION  81. 

Solotloii  par  M.  Perrin,  élève  du  Lycée  de  Clermont-Ferrand. 

Si  SMPR  est  un  demi-cercle  dont  le  diamètre  est  SR  et  si  les 
cordes  SP,  RM  se  coupent  en  un  point  N,  on  a  la  relation 
SR*  =  SN  X  SP  +  RN  X  RM.  (The  Educational  Times.) 

Abaissons  du  point  N  la  perpen- 
diculaire NE  sur  le  diamètre  SR. 
Les  quadrilatères  NPRE,  SMNE 
étant  inscriptibles,  on  a  : 
SNX  SP  =  SEXSR 
»  Ë  R  RNxRM  =  RExSR 

d'où  en  ajoutant 

•SNxSP  +  RNxRM  =  SR(SE  +  ER)=SR^ 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  d'Arodes,  Dubosq,  de  Mont-de- 
Marnan;  Cordeau  et  Simon,  école  Lavoisier  ;  Lacroix,  école  des  Mineurs,  Salnt- 
Étienne;  Traverse,  de  Nantes;  Menaud,  de  Dijon;  Lamy,  Baucher,  Marcelin, 
de  Cherbourg;  Dépallières,  de  Belley;  Trokay,  de  Liège;  Dermanghem,  de 
Pont-à-Mousson;  Rey,  lycée  Saint-Louis;  Hugentobler,  de  Boppelsen  (Suisse)  ; 
Bouiïez,  d  Amiens. 


QUESTION  82. 

liolmilon  par  M.  A.  Lacroix,  élève  du  Cours  des  mineurs  de 

Saint-Etienne. 

Dans  le  tétraèdre  ABCD,  la  face  ABC  est  à  angle  droit  sur  les 
faces  ABD  et  AGD.  Si  Varête  BG  est  aussi  à  angle  droit  sur 
l'arête  DC,  la  face  ADC  est  à  angle  droit  sur  la  face  BDG. 

(The  Educational  Times.) 
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La  face  ABC  étant  perpendiculaire  aux  deux  faces  ÂBD, 

ACD,  Test  à  leur  intersection  AD  et  réci- 
proquement AD  est  perpendiculaire  à  la 
face  ABC.  La  droite  CD  qui  part  d'un 
point  de  AD  est  par  hypothèse  perpendi- 
culaire à  BC  dans  la  face  ABC;  donc  d'a- 
près le  théorème  des  trois  perpendiculaires 
"^  AC  est  perpendiculaire  à  BC  ;  par  suite  BG 
étant  perpendiculaire  à  AG  et  à  AD»  est 
perpendiculaire  à  la  face  ACD,  et  BCD  qui 
passe  par  BG  sera  par  la  même  perpendicu- 
laire à  la  face  ACD. 

Nota. «-Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lamy,  de  Cherboarg;  Perrin, 
de  Glermont;  Vautré,  de  SaiDt-Dié;  Jordan,  de  Montpellier;  ^uffez,  à 
Amiens;  Trokay,  à  Liège. 


QUESTION  83. 
•olvtloM  par  MM.  Ghblliea  et  Tivol,  élèves  du  Lycée  de  Constantin^. 

l**  La  somme  de  deux  nombres  consécutifs  de  la  forme 
— — '       ,  n  étant  entier^  est  toujours  un  carré  parfait, 

2^  Le  double  Sun  nombre  de  la  foi^me  2n  (n  —  i),  augmenté 
de  I ,  donne  le  carré  iun  nombre  impair. 

39  La  somme  de  deux  nombres  consécutifs  de  la  forme  2n  (n  —  i  ) 
donne  le  carré  (f  un  nombre  pair. 

4®  Le  produit  de  deux  nombres  de  la  forme  — — — —  et 

2n  (n  —  i)  augmenté  du  carré  de  n,  donne  la  quatrième  puis- 
sance  de  n. 

!•  Les  deux  nombres  consécutifs  étant  — ^ — ■ —  et , 

2  2 

leur  somme  est  — — ■ — -  -\ ^^ •  ou  n*. 

2  2 

2"  Le  double  d'un  nombre  de  la  forme  2n  (n  -^  i)  est 
4n  (n  —  i)  ou  4n*  —  471,  si  Ton  ajoute  i,  on  a  4n*  —  4'*  +  i 
ou  (2n  —  i)*  qui  est  le  carré  d'un  nombre  impair. 
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3®  La  somme  à  considérer  est 

271  (n  —  i)  +  tn  (n  -f-  0  =  2^*  —  2n  +  ^n"  4-2^  =  (2n)*. 
4®  Le  produit  à  considérer  est 

— ^^ — ! —  ,  -^n  (n  —  i)  =  n*  (n*  —  i)  =  n*  —  n* 
2 

en  7   ajoutant  n'  on  obtiendra  n*   qui  est  une  quatrième 

puissance. 

Nota.  -^  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Simon,  Cordeau,  école 
Laroisier;  Prisset,  Souchet,  d'Angers;  Vautré,  de  Saint-Dié;  Montenot, 
Franquet, Bruyand,  de  Troyes;  Cuvelier.  Garez, de  Dinaot  (Belgique);  Menaud, 
de  Dijon;  Perrin,  de  Clcrmont;  YulUemin,  Lamy,  Marcelin,  Leblanc,  à 
Cherbourg;  Hugentobler,  à  Boppelsen  (Suisse). 


QUESTION  85. 
SolniloB  par  M.  Westphalbn,  élève  du  Lycée  du  Havre. 

Totit  nombre  de  la  forme 

n  (n  —  î)  n  (n  +  i)    .      ,  .  .^ 

H —r — -  ['  +  2n  (n  —  i)] 


2  2 

est  une  quatrième  puissance.  (Brocot.) 

En  effet,  développant  cet  le  expression,  on  trouve 

n*  —  n  +  n"  +  n  4-  2#i*  —  2n'  +  2n'  —  2n* 
! ! ! ! ou  n* 

2 

c.  q.  f.  d. 

Nota.  -~  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Bonnamy,  Simon,  Gordeav, 
école  Lavoisier;  Cuvellier  et  Garez, de Dinant  (Belgique);  Chellier,  Tivol,  de 
ConsCantlne;Montenot,  Franquet,Bruyand,  de  Troyes;  Vautré, de  Saint-Dié; 
Leblanc,  Vuillemin,^de  Cherbourg. 


'QUESTION  86. 

Sol«tioB  par  M.  Lamt,  élève  du  Collège  de  Cherbourg. 

Étant  donné  un  triangle  ABC,  sur  AB  et  sur  AG  comme  dia- 
mètres^ on  décrit  des  circonférences  ;  on  mène  dans  la  première 
un  diamètre  EF  parallèle  à  AC,  ety  dans  la  seconde,  un  diamètre 
GH  parallèle  à  AB.  Démontrer  que  les  points  F,  H  sont  sur  la 
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bissectrice  de  VangU  A.  du  triangle ^  et  que  les  points  'EjGsont 
sur  la  bissectrice  extérieure  de  cet  angle.  (Brocoi). 

Joignons  AF.  Le  IriangleAMF  est  isoscèle,  donc  MAF=MFA 

or  MFA  =  FAc  comme  altemes- 
3        /^^ -^^        internes,  donc  MAF  =  FAc  et 

V  y^      T^^S^"*' /\      A.F   est   bissectrice   de   Tançle 

\      ^^Ki    '•  )       y^  I       ^^  même,  si  Ton  joint  AH, 

V  /     \N4    /  ^\     /    ^®  triangle  AHK  est  isoscële  et 

^->^,^__^,^y^       comme  alternes- in  ternes,  donc 

HAK  =  BAH,  et  AH  est  bis- 
sectrice de  Tangle  BAC;  elle  coïncide  donc  avec  AF- 

JoignonsEA.Le  triangle  isoscèle  EAM  donne  EAM=  AEM, 
or  AEM=  RAE  comme  alternes-internes,  donc  EAM  =  RAE 
et  AE  est  bissectrice  de  l'angle  extérieur  RAB. 

De  même,  en  joignant  AG,  on  démontre  que  RAG  =  GAP 
et  que  AG  est  bissectrice  de  Tangle  PAK  opposé  par  le  som- 
met à  Fangle  BAR.  Donc  AG  coïncide  avec  le  prolongement 
de  la  droite  AE  bissectrice  de  BAR;  par  conséquent,  le 
point  G  se  trouve  sur  cette  bissectrice. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Perrin^  de  Clermont-Fer- 
rand;  Cordeau,  école  La\oisier;  Cu?ellier,  de  Dinant  (Belgique);  Dalzon,  de 
Saint-Étienne;  Montenot,  Franquet,  de  Troyes;  Belin,  de  Semur;  de  Mé- 
zières,  de  Nantes;  Boucher,  de  Cherbourg;  Trokay,  de  Liège;  Rimmel, 
Dermenghem,  Martin,  de  Ponl-à-Mousson;  Menaud,  de  Dijon;  Bouffez,  à 
Amiens. 

Avis.  —  Nous  n'avons  reçu  jusqu'à  présent  aucune  solution  exacte  des 
deux  questions  53  et  96,  sur  lesquelles  nous  rappelons  l'altentioa  de  nos 
lecteurs.  (Voir  4^*  année.) 


Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 


IMPIIIIIBRIK   ChNTRALB  DBS  CHBHINS   DB  FBR.  —  A.  CHAH   ET  C'*, 
RUE  BERGERS,  20,  k  PARIS.  —  5446-8. 
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ETUDE  SUR  LES  OPERATIONS  DE  L'ARITHMETIQUE 

par  F.  R.  A. 
[Suite,  voir  page  99). 


Vil.  Pi^opriétés  des  Proportions  algébriques  et  des  suites  de  Rap- 
ports égaux. 

1®  £n  renversant  des  rapports  algébriques  égaux ^  on  obtient 
d'autres  rapports  algébriques  égaux. 

Car  les  raisons  primitives  étant  égales,  les  raisons  nouvelles 
le  sont  aussi,  comme  inverses  des  premières  (propr.  7^  des 
rapports). 

2**  Dans  toute  proportion  algébriqi^j  le  rapport  algébrique  des 
antécédents  est  égal  au  rapport  algébrique  des  conséquents. 

Soit  la  proportion  algébrique  =====,  et  soit  r  la  raison. 

On  a  o  =  6',  et  c  =  rf';  donc,  identiquement 

a         b^         b 
=  =  =T=:  =  ==  (propr.  S*  des  rapports). 

3^  Dans  toute  proportion  algébrique,  on  peut  changer  les  moyens 
de  place  entre  eux,  ou  les  extrêmes  entre  eux,  ou  bien  les  moyens 
en  extrêmes  et  les  extrêmes  en  moyens. 

Gela  donne  huit  aspects  différents  que  peut  présenter  une 

proportion  algébrique.  En  effet  : 

a  c  a  b 

la  proportion         ===  =  =^  donne  (propr.  2®)  ==  =  =^ 

a  .    ,  b  d 

qui  donne 


ou  * 

"3 —   c 

ou 

d          b 

c   "^   a 

ou 

c  d 
a        T 

qui  donne 
qui  donne 


a  c 

d  c 


a 


1 

_c a 

"3  b 


*  On  transcrit  la  dernière  égalité  en  commençant  par  le  second  membre 
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4*  Dans  toute  proportion  algébrigtiey  le  produit  des  antécédents 
est  à  celui  des  conséquents,  comme  le  quotient  des  antécédente  est 
à  celui  des  conséquents. 

Soit  la  proportion  algébrique  a{:)b  =  c  (:)  rf,  et  soit  r  la 
raison  ;  on  a  o  =  b',  et  c  =  d^ 

Multipliées  ou   divisées  membre  à  membre,    ces  égalités 

donnent         ac  =  fc'd'"  =  {bdy  d'où 


aie 
a  :  c  =  b"^  :  d^  =  (b  :  rfj*"  d'où  ====^  =  r 

^  ,  ac  aie 

On  a  donc 


bd   "TTr 

.'î'*  Dans  une  suite  de  rapports  algébriques  égaux,  on  peut 
élever  à  une  même  puissance  : 

Ou  tous  les  termes,  ou  seulement  les  deux  termes  de  Vun  de^ 
rapports. 

Ou  tous  les  antécédents,  ou  tous  les  conséquents. 

En  effet,  si  l'opération  se  ^ait  sur  tous  les  termes,  ou  sur 
les  deux  termes  d'un  rapport,  la  raison  n'est  pas  changée 
(propriété  8®  des  rapports)  ;  si  l'on  agit  sur  tous  les  antécé- 
dents ou  sur  tous  les  conséquents,  toutes  les  raisons  sont 
multipliées  ou  divisées  par  un  même  nombre  (prop.  3*  et  4* 
des  rapports). 

Remarque,  —  L'extraction  d'une  môme  racine  est  com- 
prise dans  l'énoncé. 

6°  Dans  une  suite  de  rapports  algébriques  égaux^  on  peut 
multiplier  ou  diviser  tous  les  antécédents  par  leurs  conséquenis 
respectifs,  ou  tous  les  conséquents  par  leurs  antécédents,  * 

La  première  partie  de  ce  théorème  résulte  de  la  propriété 
^  des  rapports  :  toutes  les  raisons  sont  augmentées  ou 
diminuées  de  4  . . . 

Pour  démontrer  la  deuxième  partie,  on  renverse  les  rapports 
donnés,  on  applique  la  première  partie  du  théorème,  et  on 
renverse  de  nouveau. 
._ . i 

*  Cela  veut  dire  :  ...  tous  les  antécédents  par  des  nombres  égaux  à 
leurs  conséquenis  respeci ifs,  ou  tous  les  conséquents  par  des  nombres  égaux 
à  leurs  antécédents. 
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Par  exemple,  de  —z  =  =£=  =r  — 

6  d        "jF 

on  lire  d'abord  ===  =  =  =L 

a  c  e 

puis  (i«  partie  du  théorème)  =  =  =  z=  i 

a  c  e 

et  enfin  =  =  =L  =  -^- 

7*  J^/an^  cfonn^*  de*  rapports  algébriques  égaux,  on  obtient 
un  nouveau  rapport^ algébrique  égal  aux  premiers,  en  posant  le 
produit  des  antécédents  sur  le  produit  des  conséquents. 

Soit  la  suite  ====  =  =|=  =  =p,  et  soit  r  la  raison. 

Puisque  r  exprime  combien  de  fois  chaque  conséquent  est 
facteur  dans  son  antécédent,  on  a 

a  =  b'    c  =  d'    «=/*'• 
d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 

ace  =  b'd'f'  =  (bdfy 
Le  nombre  r  exprime  donc  combien  de  fois  bdf  est  facteur 
dans  ace,  et  l'on  a 

É 

ace 
^™  =  r,  comme  dans  les  rapports  donnés. 

Remarque.  —  Étant  donnés  plusieurs  rapports  algébriques 
inégaux,  si  l'on  pose^  en  rapport  algébrique,  le  produit  des  anté- 
cédents sur  le  produit  des  conséquents,  on  obtient  un  nouveau 
rapport  compris  entre  les  valeurs  extrême  des  rapports  primi- 
tifs. 

Soient  par  ordre  croissant,  =î=  <  =  <-  -^  <-  -SL 

^      d  ^y^T- 

Appelons  r  la  valeur  du  premier  rapport  et  t  la  valeur  du 
dernier. 

On  a  a  =  6'    c  >  d'    e  >  />    g  >  h'' 

Donc  aceg  >  (bdfh)  et   =^    >  r. 

On  a  de  môme  g  =  h^    ^  <  /^    c  <  d^    a  <  6». 
Donc  aceg  <  {bdfhy  et   =^    <  /. 

(^1  suivre.) 
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THEOBIE  DU  BARYCENTRE 


•■' 


'C    • 


1.  Soient  P,,  P,  deux  points  donnés;  p^,  p,  deux  grandeurs 

de  même  nature,  dont 
^'  •''  •'     le  rapport  est  un  nom- 

bre abstrait  positif  ou 
négatif  (on  peut  pren- 
dre pour  ces  gran- 
deurs Pi  et  Pj  deux 
droites  parallèles,  et 
de  même  sens  ou  de 
sens  contraire,  sui- 
vant que  le  rapport  est 

positif  ou  négatif).  On  sait  qu'il  existe  un  point  G  et  un  seul 

■p  pi  _ 

sur  la  ligne  P^  P,  tel  que  Ton  ait     ^     =  -^^.   Pour  ob- 

tenir  ce  point,  on  opère  d0  la  manière  suivante  :  sur  la 
droite  P,B,  qui  représente  p,,  on  prend  une  longueur  P,N 
égaje  à  P|A  ou  p^,  et  de  même  sens;  puis  on  prend  sur  la 
direction  de  la  ligne  APj  une  longueur  PjM  égale  à  P,B,  et 
de  sens  contraire.  En  joignant  le  point  N  au  point  M,  on 
obtiendra  une  droite  qui  rencontrera  la  droite  P^P,  au  point  G 
cherché. 

Le  point  G  s'appelle  le  centre  des  distances  proportionnelles 
des  deux  points  Pi,  P^,  ces  points  ayant  les  coefficients  pj, 
Pj.  Môbius  Ta  appelé  le  Barycentre. 

â.  Gette  définition  est  justifiée  parla  propriété  suivante  : 

Soit  XY  une  droite 
qui  ne  rencontre  pa.< 
PjP,,  et  x^,  X,  X,  les 
longueurs  de  trois  pa- 
rallèles partant  dej> 
points  Pj,  G,  P,,  et  ter- 
minées à  la  droite  XY  : 
on  a  (pi  -f  p,)x  =  PjX,  +  p.x. 
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En  effet,  si  je  mené  la  droite  iCjP,,  rencontrant  en  m  la 
droite  Cy,  on  a 

^ï    _    ^lY    _         Pi 
X,  iTiir,  Pi  +  Pt 

Cm  CP,  Pi 


^i  PiP,         .Pi  +  P% 

On  en  tire  facilement  (Cw  +  wiy)(j),  -|-  pi)  =  piOCi  +p,^„ 

en  remarquant  seulement  que  la  ligne  my  est  susceptible  de 

prendre  le  signe  -f-  ou  le  signe  — ,  selon  qu'elle  est  comptée 

au-dessus  ou  au-dessous  de  XY;  dans  tous  les  cas,  la  somme 

algébrique  Cm  -f-  ^Y  sera  égale  à  x. 

Lorsque  la  droite  se  déplace  parallèlement  à  elle-môme, 

les  trois  quantités  rr,  x^,  x^  varient  d'une  même  quantité  X, 

et  par  suite  on  aura 

(Pi  +  P«)(^  +  ^)  =  Pii^i  +  ^)  +  P^{^t  +  ^)- 
La  propriété   énoncée  subsistera   donc   toujours,  ef  elle 

sera  vraie  encore  lorsque   la   droite   XY  rencontrera  Pi?,. 

Mais  alors  nous  devrons  compter  les  quantités  acj,  x,  x^ 

positivement   lorsqu'elles  seront  tracées  dans  un  sens,  et 

négativement  en  sens  contraire. 

3.  En  considérant  de  même  un  troisième  point  P,,  avec 
une  grandeur. correspondante  p,,  on  obtient  en  opérant  sur 
les  points  G  et  P,,  le  point  C  étant   affecté   du   coefficient 

Pi  +  P*ï  iiii  nouveau  point  Q  tel  que  Ton  ait  7r=r  =  — ~ —  ; 
^*    ^  ^  QP»        Pi  +  Pt 

ce  point  donnera  en  appelant  x  sa  distance  à  XY  comptée 
parallèlement  à  la  direction  prise  précédemment. 

(Pi  +  Pi  +  Ps)  oc'  =  (p,  4-  p,)  as  +  p,x,; 
et,  en  vertu  du  théorème  précédent  on  aura 

(Pi  +  Pi  +  Pa)  oc'  =  piXi  +  p,a?,  +  p^^. 
Ce  point  Q  est  le  bary centre  des  trois  points;  on  lui   fait 
correspondre  le  coefficient  (p^  +  Pi  +  Ps)  5  ©^  ainsi  de  suite. 

4.  Si  donc  ce,,  Xj,  a*,.  .  .  .  Xn  représentent  les  distances 
parallèles  à  une  direction  donnée  de  n  points  Pi,  P„  P,, 
.  .  .  .  Pfi  à  une  droite  quelconque  XY,  et  si  x  désigne 
la  distance  à  la  même  droite  du  centre  des  distances  pro- 
portionnelles des  n  points,  obtenu   en  composant  Tun   de 
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ces  points  avec  le  centre  des  distances  proportionnelles  des 
n — I  autres  points,  on  a  la  formule 

La  symétrie  de  cette  formule  prouve  que  la  position  du 
barycentre  est  indépendante  de  tordre  dans  lequel  on  prend  les 
n  points, 

5.  Nous  énoncerons  seulement  les  propositions  suivantes, 
très-faciles  à  vérifier. 

La  position  du  barycentre  ne  varie  pas  si  Von  multiplie  tous 
les  coeflicients  par  un  même  nombre. 

On  peut  remplacer  plusieurs  points  par  leur  centre  particu- 
lier ^  pourvu  qu'on  donne  à  ce  centime  un  coefficient  égal  à  la 
somme  des  coefficients  des  points  considérés. 

Inversement,  on  peut  i^emplacer  un  point  par  plusieurs  autres 
dont  il  est  le  centre,  en  choisissant  convenablement  les  coefficients 
de  ces  points. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  barycentre  des  points  donnés 
se  confondrait  avec  le  centre  des  forces  parallèles  appliquées 
aux  mêmes  points  donnés  et  proportionnelles  aux  coefficients 

Pl9  Pi-     '     '     ' 

6.  Lorsque  tous  les  coefficients  deviennent  égaux,  la  for- 
mule fondamentale  se  réduit  à 

Le  point  ainsi  déterminé  s'appelFe  alors  le  centre  des  moyen- 
nes distances.  C'est  le  point  avec  lequel  se  confondrait  le 
centre  de  gravité  du  système  de  n  molécules  égales  appli- 
quées aux  points  donnés. 

On  peut  considérer  le  barycentre  comme  le  centre  des 
moyennes  distances  en  supposant  Pi  points  confondus  en  P^, 
Pi  points  en  P,,  etc.  Mais  pour  le  considérer  de  cette  ma- 
nière, il  faut  supposer  tous  les  coefficients  commensurables. 

7.  Reprenons  maintenant  la  formule  générale.  Si  ^p^x^  =  o, 
alors  on  a  â?  =  o,  et  par  suite  :  Si  la  somme  des  distances 
de  n  points  fixes  à  une  droite,  multipliées  respectivement  par  des 
facteurs  constants  ^  est  nulle^  la  droite  passe  par  un  point  fixe 
qui  est  le  barycentre  des  n  points  pour  les  coefficients  correspon- 
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dants.  Si  cette  somme  est  constante,  la  droite  enveloppe  U7i  cercle 
ayant  pour  centre  le  barycentre. 

Si  au  contraire  c'est  le  dénominateur  qui  est  nul,  le  bary- 
centre  s* éloigne  à  l'infini.  Si,  dans  la  détermination  du  cenire, 
deux  coefficients  consécutifs  étaient  égaux  et  de  signes  con- 
traires, le  centre  particulier  s'éloignerait  à  l'infini;  alors  on 
change  Tordre  des  points. 

On  a  une  application  de  ce  cas  particulier  en  mécanique, 
lorsque  Ton  a  des  forces  parallèles  de  sens  contraires  appli- 
quées à  un  corps.  Si  la  somme  algébrique  de  ces  forces  est 
nulle,  le  système  se  réduit  à  un  couple,  et  le  centre  des 
forcjBS  parallèles  est  rejeté  à  Tinfini. 

(A  suivre).  A.  M. 


NOTE  D'ALGEBRE. 


aoc^  -^  b  V   \   c 
Remarques  sur  la  fraction  y  =  -4 — ;    ,.      , — :  . 

ax*  -j-  bx  -{-  c 

En   cherchant  les  valeurs  à'x  qui   correspondent  à  une 
valeur  d'y,  on  trouve  sous  le  radical  le  trinôme: 

(b  —  b'yY  —  4  (a  —  a'y)  (c  —  cy), 

lo  Ses  racines  sont  réelles^  lorsque  le  coefjicient  b'*  —  4a'c'  du 

a        c 
terme  en  y'  est  négatif.  En  effet,  substituons  — ;  cl  -r  ,  le   tri- 
nôme prend  les  valeurs  positives  : 

(.-.J)-e.(.-.0. 

Ayant  un  signe  contraire  à  celui  de  son  premier  terme 

pour  y  =  -r  et  y  =  -r,  le  trinôme  a  des  racines  réelles, 

qui  comprennent  les  deux  nombres  -r  ,  -r. 

a     c 

2®  Pour  (jue  les  racines  deviennent  égales,  il  faut  d'abord 

a  c 

que  l'une  soit  —  et  l'autre  -7.  Ce  qui  donne  les  deux  condi- 

a  c 
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lions  :  b  —  6'  —  =  o  ,  6  —  6'  —  =  o. 

a  c 

Si  b'  est  <  o,  ces  conditions  sont  suffisantesy  car  il  en  résulte 

—  =  — .  Donc  les  racines  sont  toutes  deux  égales  à  —  . 
a        c  o 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  que  le  trinôme  en  y  prend  la 

forme  :  (6»  —  4a c)  (K  —  y)*,  en  posant 

abc 

abc 

a        c 
En  supposant  6'  =  o,  les  conditions  sont  :  6  =  o,  — ,  =  — • 


NOTE  DE  GEOMETRIE 


Un  cercle  étant  tracée  trouver,  au  moyen  du  compas  seul,  son 
centre, 

La   construction   indiquée  par  la  figure   ci-joinle  est  la 

suivante  : 
D'un  point  A  quelconque,  pris  sur  la  circonférence,  avec 

un  rayon  quelconque,  je  décris  un  arc 
de  cercle  qui  coupe  la  circonférence 
aux  points  B  et  C;  de  B  et  C  comme 
centres,  avec  le  même  rayon,  je  décris 
deux  arcs  de  cercle  qui  se  coupent  aux 
points  A  et  F.  Le  cercle  ayant  F  pour 
centre  et  passant  au  point  A  coupe 
eu  D  et  E  l'arc  BG  ;  si  du  point  D  comme 
centre,  avec  DA  pourrayon  je  décris 
un  arc  de  cercle,  et  de    même    du 

point  E,  avec  EA  pour  rayon  un  autre  arc  de  cercle,  ces 

deux  arcs  de  cercle  se  coupent  en  un  second  point  G,  qui 

n'est  autre  que  le  centre  cherché. 
En  effet,  si  nous   menons   la   droite  BG,  et  le  diamètre 

perpendiculaire,  nous  avons,  dans  le  cercle  ABE, 

BA«  =  AH  X  AK  =  AF  X  R  =  AL  X  — . 
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Puis,  la  corde  DE  donne,  dans  le  cercle  ÂDL 

AO 
DA«  =  AL  X  AI   =  AL   x  -^ . 

2 

Gomme  d'autre  part  on  a  DA  =  BA,  on  en  tire 

AO  =  R, 
et  par  suite  on  voit  que  le  point  0  est  bien  le  centre  du 
cercle  cherché,  et  il  est  bien  déterminé  au  moyen  du  compas 
seulement;  car  les   droites  ponctuées  ne   servent  qu'à  la 
démonstration. 

Nota.  —  Cette  curieuse  solution,  dont  l'auteur  nous  est  inconnu,  nous  a 
été  communiquée  par  M.  de  Longehamps,  professeur  au  lycée  de  Poitiers. 


MÉLANGES 


HISTOIRE  DES  MATHEMATIQUES 

Par  le  docteur  Henri  Sater,  de  SEttrleh,  traduite  par  M.  A.-G.  Melon. 

Suite.  Voir  page  82. 


LA  SCIENCE  CHEZ  LES  GRECS. 

Son  importation.  —  Ses  progrès  Jusqu'à  la  fondation  de  l'École 

d'Alexandrie. 

On  cherchait  à  étendre  ces  propositions,  des  figures 
planes  formées  de  lignes  droites,  au  cercle  et  aux  solides. 
Mais  on  se  heurtait  à  des  difficultés  si  considérables  que, 
comme  on  ]*a  dit,  quelques  hommes  éminents  seulement 
osèrent  s'occuper  de  ces  problèmes;  par  suite  leur  solution 
exigera  beaucoup  de  temps. 

Proclus,  dans  son  commentaire  d'Euclide,  cite  le  mathé- 
maticien Hippias  d'Elis,  contemporain  de  Socrate,  comme 
l'inventeur  d'une  courbe  permettant  d'obtenir  la  division 
d'un  angle  en  trois  parties  égales  et  même  en  un  nombre 
plus  grand  de  parties.  Cette  courbe  est  ce  qu'on  appelle  la 
quadratnce;  c'est  une  courbe  transcendante.  Elle  a  été 
employée  plus   tard   par  Dénostrate  et  par  d'autres;  c'est 
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pourquoi  elle  est  aussi  appelée  la  quadrairice  de  Dénostrale. 
Pappus,  dans  ses  Coll.  Math.  lib.  IV ^  nous  en  a  conserré  la 
construction  que  nous  reproduisons  ici  briëvement  : 

Soit  un  carré  ABGD  ;  de  Tun  des  angles  A  avec  AD 
comme  rayon,  on  décrit  un  quadrant  DEB;  pendant  que  le 
rayon  AE  se  déplace  avec  une  vitesse  uniforme  de  la  posi- 
tion AB  à  la  position  AD,  la  droite  BG  se  meut  parallèle- 
ment à  elle-même,  et  également  avec  une  vitesse  constante 
vers  AD.  Le  lieu  de  l'intersection  de  cette  droite  avec  le 
rayon  forme  une  courbe  appelée  quadrairice. 

Il  est  facile  de  voir  que,  cette  courbe  une  fois  construite, 
en  divisant  la  droite  AB,  on  obtiendra  immédiatement 
chaque  division  correspondante  du  quadrant  BËD;  mais  la 
courbe  ne  peut  naturellement  être  produite  que  par  la 
construction  d'un  certain  nombre  de  points  et  leur  réunion 
par  un  trait  continu. 

On  ne  peut  méconnaître  que  cette  solution  d*Hippias  ne 
soit  la  plus  simple  et  la  plus  approchée;  et  que,  grâce 
précisément  à  ces  propriétés,  elle  ne  mérite  d'être  placée 
au-dessus  même  des  solutions  les  plus  ingénieuses  que 
l'antiquité  nous  ait  données  de  ces  problèmes.  Nous  ne 
connaissons  que  cette  découverte  d'Hippias. 

Hippocrate  de  Chios,  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  le 
célèbre  médecin  qui  porte  le  même  nom,  et  qui  était  ori- 
guinaire  de  Cos,  était  sans  contredit  le  plus  grand  des 
géomètres  qui  ait  paru  entre  Pythagore  et  Platon.  Le 
problème  de  la  duplication  du  cube,  ainsi  que  celui  de  la 
quadrature  du  cercle  lui  doivent  d'importantes  simplifica- 
tions et  d'importants  progrès.  11  fut  d*abord  commerçant; 
puis,  pendant  un  séjour  à  Athènes,  il  s'adonna  complète* 
ment  aux  études  mathématiques.  Quant  à  ses  recherches 
sur  la  duplication  du  cube,  nous  ne  savons  rien  de  plus 
que  ce  que  nous  dit  Proclus  dans  son  commentaire  d'Eu- 
clide,  c'est-à-dire  qu'il  ramena  ce  problème  à  celui-ci  : 
Trouver  deux  moyennes  proportionnelles  entre  deux  droites 
données.  Hippocrate  est  peut-être  parti  de  la  considération 
de  la  proportion  continue 

a  :  0?  ==  a?  :  y  =  y  :  6, 
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dans  laquelle,  en  effet,  si  Ton  pose  b  =  2a^  x  est  le  côté 
du  cube  double  du  cube  de  a;  car,  en  résolvant  cette  pro- 
portion en  deux,  et  en  multipliant  ces  dernières,  on  trouve  ; 

ac'  =  a^b  =  2a*  (i) 

Nous  verrons  comment  ce  problème  s'est  transformé  plus 
tard,  entre  les  mains  de  Técole  platonicienne,  grâce  à  celte 
réduction.  On  ne  nous  dit  pas  si  Hippocrate  s'en  est  occupé 
davantage. 

Son  principal  objectif  fut  la  quadrature  du  cercle.  Il  ne 
faudrait  pas  regarder  les  essais  de  l'antiquité,  relativement  à  ce 
problème,  avec  le  môme  dédain  que  nous  témoignons,  à  bon 
droit,  aux  tentatives  analogues  du  moyen  âge  et  surtout  de 
répoque  moderne.  Car,  avant  la  découverte  de  l'irrationalité 
du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  la  quadrature 
du  cercle  était  un  problème  qui  s'offrait  logiquement  dans 
le  développement  systématique  des  mathématiques.  Lorsque 
cette  irrationalité  eut  été  établie,  les  mathématiciens  grecs 
se  préoccupèrent  de  trouver  une  construction  au  moins  théo- 
riquement exacte,  par  laquelle  on  pût  représenter  aussi 
exactement  que  possible  l'aire  ou  circonférence  du  cercle. 
Ils  savaient  bien  qu'une  identité  complète  était  impossible 
à  cet  égard;  et  peu  de  Grecs  eurent  l'idée  de  chercher  un 
rapport  rationnel  entre  la  circonférence  et  le  diamètre. 

Tout  ce  que  nous  savons  des  efforts  d'Hippocrate  dans 
ce  sens  nous  est  appris  par  le  commentaire  déjà  cité  de  la 
Physica  Auscultatio  d'Aristote,  dû  à  Simplicius.  Ce  commen- 
taire nous  a  conservé  un  extrait  assez  long  de  l'histoire  des 
mathématiques  d'Eudémos.   Nous  y  voyons  qu'Hippocrate 
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multipliant  membre  à  membre, 

on 

en 

conclut 

■ 

X^ 

= 

X 

b 

d*où 

or' 

= 

a-b 

et  si  6  =  2a,  on  a 

x' 

= 

2a* 

c.  q.  f.  d. 
M. 
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aurait  été  conduit  à  la  recherche  de  la  quadrature  du  cercle 
par  la  quadrature  du  croissant  qui  surmonte  le  côté  du  carré, 
c'estrà-dire  de  la  célèbre  lu7iule  d'Hippocrate  (1). 

Simplicius  suit  rindication  d'Alexandre  Aphrodisie,  selon 
laqiielle  Hippocrate  croyait  avoir  trouvé  la  quadrature  du 
cercle  au  moyen  de  la  lunule  surmontant  Thexagone  inscrit  ; 
mais  en  commettant  cette  faute  de  supposer  que  cette  lunule 
surmontant  le  côté  de  Thexagone  était  cai^rablCy  ce  qu'il 
n'avait  cependant  démontré  que  pour  la  lunule  surmontant  le 
côté  du  carré.  Car  si  la  lunule  au-dessus  du  côté  de  l'hexa- 
gone régulier  était  carrable,  la  surface  du  cercle  se  ra- 
mènerait à  celle  d'une  figure  formée  de  lignes  droites.  D'autre 
part  EudemoS;  dans  son  histoire  de  la  géométrie,  nous  rap- 
porte, ainsi  que  Simplicius  Tindique,  qu'Hippocrate  ne  s'est 
pas  borné  à  la  lunule  au-dessus  du  côté  dû  carré,  mais  qu'il 
a  introduit  aussi  dans  son  étude  les  lunules  dont  l'arc  exté- 
rieur est  plus  grand  ou  plus  petit  qu'un  demi-cercle  :  Hippo- 
crate semble  donc  être  justifié  de  toute  accusation  de  conclu- 
sion erronée,  car  nous  voyons  par  là  qu'il  a  fait  dé- 
pendre la  quadrature  du  cercle,  de  la  quadrature  encore  à  * 
trouver  de  la  lunule  au-dessus  du  côté  de  l'hexagone.  Les 
deux  constructions  de  lunules  citées  par  Simplicius,  lunules 
dont  l'arc  extérieur  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  demi- 
cercle,  nous  donnent  une  idée  trop  avantageuse  du  savoir 
géométrique  d'Hippocrate  pour  que  nous  puissions  le  supposer 
capable  d'une  aussi  grossière  erreur. 

Ces  problèmes  traités  avec  une  véritable  pénétration  pour 
cette  époque,  nous  donnent  une  image  assez  nette  de  Tétat 
et  des  méthodes  de  la  géométrie  à  cette  période.  De  Texameu 
de  ces  travaux  il  résulte  qu'Hippocrate  doit  avoir  connu  les 
principales  propositions  relatives  au  cercle  comme  celle-ci, 
par  exemple  :  les  surfaces  des  cercles  sont  entre  elles  comme 
les  carrés  de  leur  diamètre  ;  les  segments  plus  grands  que  le 
demi-cercle  sont  capables  d'angles  aigus  ;  les  segments  plus 
petits  que  le  demi-cercle  contiennent  des  angles  obtus  ;  les 

(1]  Go  appelait  lunule  ({iTivî^xo^)  la  figure  en  forme  de  faucUle  formée 
par  deux  arcs  de  cercle  qui  se  coupent. 
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segments  semblables  contiennent  des  angles  égaux,  et  sont 
entre  eux  comme  les  carrés  de  leur  corde.  Ces  propositions 
sont  mentionnées  par  Eudemos  comme  étant  de  Tinvention 
d'Hippocrate.  Bretschneider  ne  lui  accorderait  que  deux  pro- 
positions relatives  au  rapport  de  la  surface  du  cercle  et  du  seg- 
ment diamètre  et  à  la  corde;  mais  lui  refuserait  la  suivante  :  les 
segments  semblables  embrassent  des  angles  égaux;  ainsi  que 
la  connaissance  de  la  relation  enlre  les  angles  inscrits  et  les 
angles  au  centre.  Cet  auteur  tire  ces  conclusions,   surtout 
celle  qui  est  relative  à  la  deuxième  proposition,  de  ce  qu'elle 
n'est  point  employée  dans  toute  ^exposition  d'Hippocrate  et 
là  surtout  oïl  elle  aurait  singulièrement  contribué  à  simpli- 
fier la  démonstralion.  Mais  ce  motif  ne  paraît  point  suffisant, 
car  la  preuve  de  cette  proposition  n'exige  par  elle-môme  que 
les  connaissances  les  plus  primitives  de  la  géométrie  plane 
sur  le  triangle  équilatéral  et  sur  l'angle  extérieur  d'un  trian- 
gle; de  telle  sorte  que  la  découverte  du  géomètre  grec  ne 
peut  être  postérieure  aux  théorèmes  de  similitude  qu'Hippo- 
crate,  comme  nous  le  voyons,  avait  déjà  étendus  au  cercle  et 
à  ses  segments.  Si  cetle  proposition  n'est  pas  employée  dans 
les  démonstrations  correspondantes  du  mathématicien  grec, 
cela  pouvait  tenir  à  l'énorme  prolixité  qu'il  a  mise  dans  sa 
démonstration,  prolixité  qui  permet  rarement  d'invoquer  les 
propositions  auxiliaires  de  môme   ordre,  mais   qui  l'oblige 
constamment  à  recourir  aux  théorèmes  les  plus  élémentaires. 
Ce  fait  s'explique  par  deux  circonstances  :  d'abord  parla  ten- 
dance des  mathématiciens  grecs  à  une  précision  et  à  une 
clarté  complète  dans  leurs  déductions;  et,  en  second  lieu, 
par  l'absence  de  traités  élémentaires  méthodiques,  à  cette 
époque.  Les  inventions  se   succédaient  isolées,  sans  liens 
entre  elles,  sans  coordinations,  et  n'étaient  pas  recueillies  par 
l'écriture.  Aussi  les  théorèmes  étaient-ils  bien  nettement  éta- 
blis dans  la  tôte  du  mathématicien  exercé;  mais  ils  n'étaient 
pas  aussi  familiers  aux  adeptes  moins  initiés;  et  pour  rendre 
les  démonstrations  plus  sensibles  et  plus  compréhensibles  à 
ces  derniers,  il  était  nécessaire  de  recourir  à  des  propositions 
élémentaires  et  bien  connues  :  de  là  résultait  nécessairement 
une  grande  prolixité.  (A  suwre.) 
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CONCOURS  ACADEMIQUES  DIVERS 


DOUAI  1877. 
«    Enseignement  spécial. 

i.  —  On  donne  dans  l'espace  cinq  points  A,  B,  C,  D,  E,  et  on  demande 
de  construire  les  projections  du  paralléiipipède  dont  AE  serait  une  diagonale 
et  dans  lequel  les  trois  arêtes  issues  du  sommet  A  passeraient  respeetire- 
ment  par  les  points  B,  C,  D. 

On  aura  soin  d'indiquer  les  parties  invisibles,  en  donnant  la  manière  de 
les  reconnaître. 

2.  ->  On  posa  une  barre  AB,  droite  et  homogène,  d'un  poids  donné  P. 
de  manière  qu'elle  appuie  son  extrémité  supérieure  B  contre  un  mur  ver- 
tical BC,  et  son  extrémité  inférieure  A  sur  un  sol  horizontal.  Elle  esi 
d'ailleurs  dans  un  plan  vertical  perpendiculaire  au  mur.  On  demande  : 
1*  quel  est  l'angle  a  le  plus  grand  qu'elle  puisse  faire  avec  le  mur,  sans 
tomber,  connaissant  ses  deux  coefficients  de  frottement  f  ei  f  par  rapport 
au  sol  et  par  rapport  au  mur,  c'est-à-dire  les  quotients  respectifs  des  résis- 
tances F  et  F'  que  le  sol  et  le  mur  opposent  au  glissement  de  la  barre  par 
ses  réactions  normales  correspondantes  N  et  W  du  sol  et  du  mur;  2*  les 
valeurs  de  ces  réactions  normales  au  moment  où  l'angle  ■  atteint  sa  valeur 
maxima;  3*  dans  l'hypothèse  de  f  =  f^  on  demande  quelle  relation  il  j  a 
entre  l'angle  limite  a  et  l'angle  commun  de  frottement. 


DOUAI  187S. 

1.  —  Quels  sont  les  triangles  rectangles  pour  lesqueh  le  rapport  de  l'hypo- 
ténuse a  au  périmètre  2p  est  minimum? Entre  quelles  limites  varie  ce  rapport 
dans  les  triangles  rectangles? 

2.  —  D'un  point  fixe  0  parlent  deux  droites  égales  OB,  OB'  dont  la  grandeur 
c  est  constante,  maisd)nt  la  direction  est  variable.  Les  points  B  et  B'  sont 
les  deux  sommets  d'un  losange  ABH'B'  ayant  ses  côtés  c*  également  invaria- 
bles en  longueur  et  variables  en  direction. 

On  demande  :  1*  de  démontrer  que  le  produit  des  distances  OA  et  OA 
est  constant  et  d'exprimer  ce  produit  en  fonction  de  c  et  (/. 

2*  De  démontrer  que  si  le  point  A  décrit  une  certaine  droite  AD,  située 
à  une  distance  donnée  h  du  point  o,  l'autre  point  A'  décrira  une  circon- 
férence et  de  déterminer  cette  circonférence  en  grandeur  et  en  direction 
au  moyen  des  données  c,  c^et  h, 

3*  Déduire  de  là  une  manière  de  transformer  exactement,  l'un  dans  l'autre 
dans  les  applications  de  la  mécanique,  deux  modes  de  mouvements  fréquem- 
ment employés. 

AIX  4873. 

On  donne  un  cercle  et  une  tangente  fixe  AB.  On  mène  un  couple  de 
tangentes   interceptant  sur  la  première  tangente  un  segment  AB  égal  au 
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diamètre  da  cercle;  on  abaisse  la  perpendiculaire  MD  sur  le  prolongement 
du  rayon  OC. 

1*  Démontrer  la  relation       MD^  =  DE  .  EO. 
2*  Trouver  le  lieu  du  point  M. 


MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  1865. 

(Départements), 

Étant  donné  un  triangle  isoscèle,  on  demande  le  lieu  des  points  du  plan 
tels  que  la  perpendiculaire  abaissée  de  chacun  d'eux  sur  la  bas8  du  triangle 
soit  moyenne  géométrique  enire  les  perpendiculaires  abaissées  du  même 
point  sur  les  deux  autres  côtés. 


NANCY  ET  BESANÇPN  1873. 

1.  —  On  décrit  une  circonférence  sur  laquelle  on  prend  un  arc  AB  égal 
au  tiers  de  cette  circonféreixce.  Il  s'agit  de  trouver  sur  l'arc  ACDB  restant 
deux  points  G  et  D  tels  qu'en  joignant  CA,  CE,  Ci>  on  ait 

ce  =  CA  +  CD. 

2.  ~  a  et  c  étant  deux  points  d'une  circonférence,  trouver  sur  cette  circon- 
férence  deux  autres  points  d  et  &  teh  que  la  ligne  cb  soit  égale  à  la  somme 
ou  à  la  différence  des  droites  oc  et  cd.  • 

3.  — -  Surface  d'un  triangle  en  fonction  des  médianes. 


BORDEAUX 
\^  Question. 

Étant  donné  un  triangle  Isoscële  CDD',  on  prolonge  les  côtés  CD,  CD'  au 
delà  de  la  base  de  DE  =  I^Ë'.  Des  points  D,  D'  comme  centres,  on  décrit 
les  arcs  de  cercle  AE,  E'A';  deC  comme  centre,  on  décrit  l'arc  EBE'  tangent 
aux  deux  premiers.  On  répète  ensuite  la  même  construction  au-dessous  de 
la  droite  ADD'A'.  La  figure  ainsi  obtenue  porte  le  nom  d'anse  de  panier. 
Désignons  par  2a,  26  les  longueurs  AA',  BB',  des  deux  arcs  de  la  figure. 

Maintenant  si  l'on  donne  la  longueur  des  deux  axes  2a,  26  et  que  l'on 
propose  de  décrire  l'anse  de  panier,  on  pourra  choisir  à  volonté  une  des 
trois  longueurs  CD,  DD\  DE,  et  déterminer  les  deux  autres,  ou  encore,  ce 
qui  revient  au  même,  au  lieu  de  donner  l'une  des  trois  longueurs,  établir 
entre  elles  une  condition  arbitraire. 

Cela  posé  :  1*  on  demande  de  déterminer  les  côtés   du    triangle   CDD 

de  manière  que  les  courbures  des  divers  arcs  de  cercle  dont  se  compose 

l'anse  de  panier  soient  aussi  peu  différentes  que  possible,  c'est-à-dire  de 

CE 
manière  que  le  rapport  des  rayons  des  cercles  '=r=r  difTere  aussi  peu  que 

CE 
possible  de  l'unité,  ou  que  -=-= i  soit  un  minimum. 

2*  Dans  quel  cas  le  triangle  satisfaisant  à  cette  condition  sera-t-il  équi- 
latéral  7 
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3*  En  supposant  a  =  4,  6  =  3,  calculer  numériquement   les  dimensioDs 

CE 
du  triangle,  CDD'  pour  ^r^  ^  i  minimum,  et  de  plus  le  périmètre  et  Taire 

DE 

de  la  figure. 
Comparer  cette  dernière  à  celle  de  l'ellipse  qui  a  les  mêmes  demnaies. 
Kota,  —  Cette  question  a  été  donnée  au  concours  de  Douai  en  1874. 

2*  Question. 

On  donne  les  projections  horizontales  de  trois  points  A,  B,  G,  arec  lenfs 
hauteurs  au-dessus  du  plan  horizontal.  D'un  quatrième  point  D  sitité  dans 
le  plan  ABC  on  mesure  les  distances  DA,  DB,  DC,  en  se  servant  d'une  règle 
dont  on  ne  connaît  pas  le  rapport  avec  le  mèlre,  de  sorte  que  cette  mesure 
ne  donne  que  les  rapports  des  trois  dimensions.  Déterminer  d'après  cela  par 
une  construction  géométriquo  la  projection  horizontale  du  point  D  et  sa 
hauteur  au-dessus  du  plan  horizontal. 

On  supposera  pour  plus  de  simplicité  Tun  djs  cô'és  du  triangle  ABC  pa- 
rallèle au  plan  horizontal. 

BORDEAUX  1873. 
t'®  Question. 

Une  tour  DE  est  bâtie  au  pied  d'un  coteau.  Sur  le  penchant  du  coteau 
on  mesure  une  l>a<»e  AB  dont  le  prolongement  vient  passer  au  pied  de  la 
tour;  les  hauteurs  angulaires  du  sommet  de  la  tour  au-dessus  de  Ihorizoa, 
mesurées  des  points  A  et  B  sont  a  et  p;  la  dépression  HCD  du  pied  de  la 
tour  au-dessous  de  l'horizon,  mesurée  d'uu  point  quelconque  C  de  la  base  est  y. 
Calculer  la  hauteur  DE  de  la  tour. 
Application  ^aux  données.         AB  =  10* 

a  =  37"»  12'  41",  5 

p  =  6o*    8'  14" 

Y  =  72-  56'  18*,  5. 

2®  Question. 

Dans  un  cube  on  inscrit  une  sphère,  dans  cette  sphère  un  cube,  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  l'infini. 

Dans  un  autre  cube  égal  au  premier  on  inscrit  un  cylindre  ayant  pour  axe 
une  des  di<igonales  du  cube  et  dont  chaque  base  soit  tangente  à  trois  des 
faces  du  cube;  dans  ce  cylindre,  dont  les  dimensions  sont  déterminées  en 
conséquence,  on  inscrit  un  cube  dont  les  bases  soient  inscrites  dans  celles 
du  cylindre.  Dans  ce  nouveau  cube  on  recommence  la  même  construction, 
et  ainsi  de  suite  à  l'infini. 

Calculer  le  rapport  de  la  limite  de  la  somme  des  volumes  des  sphères  à 
la  limite  de  la  somme  des  volumes  des  cylindres. 


GLERMONT  1873. 
Démontrer  que  la  fraction est  à  la  fois  par  excès  ou  par  défaut 

la  racme  carrée,  à  —  près  de  deux  fractions et  ,  endé 

n  n  n 

signant  par  n  un  nombre  entier  quelconque  plus  grand  que  2. 
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MONTPELLIER  1875. 

Étant  donnés  deux  cercles  et  un  point,  décrire  de  ce  point  un  cercle  qui 
détermine  sur  les  deux  premiers  deux  cordes  d'intersection  égales.  Résoudre 
par  le  calcul  la  même  question  en  supposant  que  les  cordes,  au  lieu  d'être 
égales,  soient  dans  un  rapport  donné. 

Discuter  les  formules,  examiner  les  simplifications  qu'elles  éprouvent  lors- 
que le  rapport  des  cordes  est  égal  à  Tunité;  rapprocher  dans  ce  cas  la 
solution  analytique  de  la  solution  géométrique. 


PARIS  1873. 

On  joint  deux  points  fixes  pris  sur  une  circonférence  à  un  point  quelconque 
de  cette  circonférence,  et  du  milieu  de  Tune  des  cordes  ainsi  obtenues  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  Tautre* 

Trouver  le  lieu  du  pied  de  cette  perpendiculaire. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


FACULTE  DE  PARIS 
Session  d'avril  1878. 

COMPOSITIONS  DU  4  AVRIL. 

1.  Partager  un  nombre  donné  À  en  deux  parties  telles  que  si  l'on  multi- 
plie respectivement  ces  deux  parties  par  deux  nombres  donnés  in,n,  la  somme 
des  carrés  des  produits  ainsi  obtenus,  soit  minima. 

Rép.       Les  deux  parties  sont  x  =  —;— - — r-  et  y  = 


d'où 


X  n^ 


y         m' 

2.  La  distance  d'une  planète  au  soleil  élant  supposée  égale  à  3o  fois  la 
distance  de  la  terre  au  soleil,  calculer  d'après  la  troisième  loi  de  Kepler  le 
nombre  d'années  que  dure  la  révolution  de  cette  planète  autour  du   soleil. 

Rép.        164  années  -|-  —  (environ). 

3.  Un  corps  solide  flotte  sur  un  liquide  à  o"  et  la  portion  du  volume  im- 
mergé est  les  -^ —  du  volume  total.  La  température  du  liquide  s'élève,  et  à 

100 

25  degrés  on  reconnaît  que  le  corps  est  complètement  immergé.  Connais- 
sant le  coefficient  de  dilatation  R  =  0,000026  du  corps  solide,  trouver  le 
coefficient  de  dilatation  absolue  du  liquide. 

Rép.       0,000843. 
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COHPOSITIONS  DU  5  AVRIL. 

1.  Dans  un  triangle  ABC  on  donne  les  deux  côtés  BA.  =  e,  AC  =  b^  et 
la  hauteur  h  partant  du  sommet  A;  on  demande  de  calculer  le  côté  a  opposé 
à  l'angle  A. 

Rép.       a  =  yjb^  —  A'    ^  yjc^  —  A*    (  +  ou — ,  suivant  qaeTangle Best 
aigu  ou  obtus). 

2.  Trouver  l'angle  d'une  droite  donnée  par  ses  projections  avec  la  ligne 
de  terre. 

COMPOSITIONS  DU  6  AVRIL. 

1 .  Trouver  le  centre  de  gravité  du  périmètre  d'un  triangle. 

2.  Prouver  que  lorsque  deux  sphères  se  coupent  leur  ligne  d'InlersectioB 
est  une  circonférence. 

COMPOSITIONS  DU  8  AVRIL. 

1.  Le  côté  d'un  décagone  régulier  est  égal  à  6  mètres;  on  demande  de 
calculer  à  i  centimètre  près  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Rép.      R  =  9-,7o8. 

2.  On  donne  le  grand  axe  AA'  et  les  foyers  F  et  F'  d'une  ellipse  qui 
n*est  pas  tracée.  On  donne  en  outre  un  point  P;  mener  par  ce  point  une 
droite  qui  soit  tangente  à  l'ellipse  et  construire  le  point  de  contact. 

3.  Une  barre  de  fer  et  une  barre  de  cuivre  sont  juxtaposées  et  fixées 
à  une  même  extrémité;  elles  ont  même  longueur  3  mètres  ft  loo  degrés. 
Quelle  serait,  à  o,  la  distance  de  leurs  extrémités  libres,  le  coeilicient  de 
dilatation  du  fer  étant  de  o.ooooi  et  le  coefficient  de  dilatation  du  cuivre 
étant  de  o,ooooi8? 

/îr'p.       2"'",09. 

COMPOSITIONS  DU  9  AVRIL. 

1.  La  hauteur  d'un  tronc  de  cône  est  égale  à  20  mètres,  le  rayon  de 
la  base  inférieure  est  égal  à  8  mètres  et  celui  de  la  base  supérieure  est  égal 
ft  3  mètres;  à  quelle  distance  de  la  base  inférieure  faut-il  mener  un  plan 
parallèle  aux  bases  pour  que  la  section  faite  dans  le  tronc  de  cône  par  ce 
plan  ail  une  aire  quadruple  de  celle  de  la  base  supérieure? 

Hép.       4  mètres. 

2.  Expliquer  sur  un  exemple  la  règle  de  la  division  des  fractions. 

COMPOSITIONS  DU  11  AVRIL. 

1.  Indiquer  et  démontrer  la  règle  à  suivre  pour  réduire  le  plus  sim- 
plement possible  plusieurs  fractions  données  au  même  dénominateur;  appli- 

'I       '9       7       3o 
cation  aux  fractions ,  — ^,  -~^ 


Rép, 


12  '   2o  '    i3  '    36 

71 5      741      420      65o 


780  '  780  '    780  '    780  • 
2.  Démontrer  qu'un  prisme  triangulaire  a  pour  mesure  le  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur. 

COMPOSITIONS    DU  12   AVRIL. 

1.  Démontrer  que  par  quatre  points  non  situés  dans  1.;  même  plan  on  peut 
toujours  l'aire  passer  une  sphère  et  que  l'on  n'en  peut  faire  passer  qu'une. 


—  147  — 

2.  Conslruire  l'angle  qu'une  droite,  dont  on  donne  les  projections  et  qui 
rencontre  la  ligne  de  terre,  forme  arec  cette  ligne  de  terre. 

COMPOSITIONS  DU   15  ATRIL. 

1.  Deux  sphères  de  rayon  R  et  R'  sont  concentriques  :  Calculer  le  yolume 
du  segment  sphérique  déterminé  dans  la  plus  grande  par  un  plan  tangent 
à  la  peti^. 

Rép,      V  =  ^  (R  —  R')»  (2R  4-  R). 

2.  Diviser  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison,  donner  la  construc- 
tion et  la  démontrer.  

FACULTÉ  DE  MONTPELLIER. 

16  juillet  1877. 

Dans  un  cercle  de  rayon  R  inscrire  un  triangle  rectangle  tel  que  l'aire 
qu'il  engendre  en  tournant  autour  de  son  hypoténuse  soit  un  multiple  m 
de  l'aire  du  triangle.  Dans  le  cas  particulier  où  m  =  4,  calculer  les  angles 
de  ce  triangle. 

18  JuiUet  1877. 

Un  tronc  de  cône  est  circonscrit  à  une  sphère  de  rayon  R,  son  yolume  est 

A 

équivalent  à  -^  icR^m  dans  lequel  m  est  donné;  calculer  les  rayons  des  cer- 
cles de  base  du  tronc  et  discuter  les  formules  trouvées. 

30  juiUet  1877. 

Dans  un  demi-cercle  où  R  =  i",  inscrire  un  triangle  rectangle  tel  que  le 
volume  qu'il  engendre  en  tournant  autour  de  son  hypoténuse  soit  une 
fraction  m  du  volume  engendré  par  le  demi-cercle.  Dans  le  cas  particulier 

où  m  »  -Q->  calculer  les  angles  de  ce  triangle  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

o 

!«'  avrU  1878. 

Le  périmètre  d'un  triangle  rectangle  est  de  iS",  sa  surface  est  o"^,  760. 
On  demande  de  calculer  les  côtés  de  ce  triangle,  ses  angles  et  le  rayon  du 
cercle  inscrit. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTION  20. 
Solniion  par  M.  Menaud,  du  Lycée  de  Dijon. 

Construire  un  pentagone  ABGDE  connaissant  les  côtés  EÂ^ 
AB,  BG,  les  diagonales  AD,  BD,  Vangle  D,  et  le  rapport  des 
côtés  DG,  DE. 
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On  construit  le  triangle  ABD,  dont  on  connaît  les  trois 

côtés;  il  reste  à  déterminer 
les  sommets  E  et  C.  Le  point 
C  est  d'abord  sur  la  circonfé- 
rence décrite  de  B  comme  cen- 
tre avec  la  longueur  donnée  de 
BC  pour  rayon  ;  dans  le  trian- 
gle EDG,  on  connaît  l'angle 
D,  et  le  rapport  de  ED  à  DC. 
Ce  triangle  reste  ainsi  sembla- 
^  ble  à  un  triangle  donné,  et  de 

plus  sou  sommet  D  reste  fixe,  et  son  sommet  E  reste  sur 
une  circonférence  décrite  de  A  avec  la  longueur  donnée  de 
AE  pour  rayon  ;  or,  on  sait  que  si  un  sommet  d'un  triangle 
reste  fixe,  et  si  Tun  des  autres  sommets  décrit  une  circon- 
férence, le  triangle  restant  semblable  à  un  triangle  donné, 
l'autre  sommet  décrit  une  circonférence  ;  on  aura  donc  un 
second  lieu  du  point  C,  et  par  suite  le  point  G  sera  déter- 
miné. On  pourra  alors  achever  le  triangle  CDE,  et  par  suite 
le  pentagone  sera  déterminé. 

^ota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Vautré,  de  Saint-Dié;  Bou- 
din, de  Commercy;  Dilhan,  de  Castres. 


QUESTION  70. 

SolatioA  par  M.  VAuiai,  à  Saint-Dié. 

On  donne  un  angle  YOX  et  deux  points  fixes  A,  et  B  sur  le 
côté  OY  de  cet  angle.  On  joint  ces  points  à  un  point  variable  C  de 

ÂG* 
OX.  On  demande  les  variations  du  rapport  — =7j-  ,    qvand    k 

GB 
point  G  se  déplace  sur  OX.  (Académie  de  Rennes.) 

En  posant  OA  =  a,   OB  =  6,   OG  =  x,   YOX  =  a,  les 
triangles  AOG  et  BOG  donnent  respectivement 

Ac'  =  a*  4"  ^'  —  ^flop  cos  a 
Bc*  =  6*  -[-  X*  —  2bx  cos  a. 
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Si  donc  y  représente  le  rapport  à  étudier,  on  a 

a*  4-  a?*  —  2ax  cos  a 

b^  -|-  0?*  —  2bx  cos  a 
En  divisant  les  deux  termes  du  second   membre  par  x*, 

on  reconnaît  que  y  a  pour  li- 
mite Tunité,  lorsque  x  aug- 
mente indéfiniment  en  valeur 
absolue;  cela  est  d'ailleurs  vi- 
sible sur  la  figure.  De  plus 
quand  le  point  C  est  en  D,  point 
de  rencontre  de  ox  avec  la  per- 
pendiculaire élevée  sur  le  mi- 
lieu de  AB,  on  a  encore  y  =  i .  Donc  si  l'on  fait  varier  x  de 
—  00  à  -f-  °o  ,  y  part  de  Tunité  pour  y  revenir,  s'en  éloigner 
et  y  revenir  encore  et  par  suite  passe  au  moins  par  deux 
maximums  ou  minimums  qu'on  se  propose  de  déterminer. 
En  appliquant  le  principe  énoncé  (t.  I®%  p.  299),  ou  a 

o-  -|-  X*  —  2ax  cos  a    a*  -j-  x^*  —  2aXi  cos  a 

6*  -f-  x*  —  2bx  cos  a  ^*  H"  ^i^  —  26.x'i  cos  a 

ou  en  chassant  les  dénominateurs,  simplifiant   et  divisant 
par  Xi  —  iT,  on  a 

2XXi  cos  a  —  (a  -|-  6)  (x^  -{-  x)  -{-  2ab  cos  a  =  o; 
faisant  Xj  =  o;  et  divisant  par  2,  il  vient 

flc'  cos  a  —  (a  -\-  b)  X  -{-  ab  cos  a  =  o         (2) 

(o  -f-  6)  -I-  yj(a  4-  b)-^  —  ^ab  cos»  a 

d  ou       ce     =   ;r • 

2  cos  a 
_  (ff  -f  6)  —  ^^^  _j^  ^^,  _  ^^^  ^Qg,  ^ 

2  COS  a 

La  quantité  placée  sous  le  radical  étant  comprise  entre 
(a  —  by  et  (a  -|-  ft)*,  les  deux  racines  x'  et  x"  sont  toujours 
réelles  et  positives,  ot  les  longueurs  OC  et  OC"  qu'elles 
représentent  doivent  être  prises  dans  le  sens  OX.  De  plus, 
si  l'on  se  reporte  sur  la  figure,  le  triangle  OID  donne 

2  COS  a 
valeur  qui  est  précisément  moyenne  arithmétique  entre  x' 


x" 
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et  x".  Donc  les  points  G  et  C"  sont  situés  à  égale  distance 
du  point  D,  le  premier  à  droite,  le  second  à  gauche. 

Par  le  point  B  menons  la  droite  BP  perpendiculaire  sur 
OX.  Quand  le  point  yariable  C  passe  à  droite  du  pied  P  de 
cette  perpendiculaire,  il  est  évident  que  y  décroit,  car  BC 
augmente  et  AC  diminue.  Donc  y  a  déjà  passé  par  un  maxi- 
mum qui  correspond  a  x";  par  suite  le  point  C"  est  silué 
sur  le  segment  OP.  D'ailleurs  quand  le  point  G  passe  à 
droite  du  point  D,  y  décroit  encore,  et  par  suite  va  passer 
par  un  minimum  qui  correspond  à  x.  De  plus  si  0'  et  P 
sont  les  symétriques  des  points  0  et  P  par  rapport  au  point 
D,  le  point  G  est,  d'après  ce  qu'on  a  vu,  situé  sur  le  seg- 
ment O'P'. 

Faisons  varier  l'angle  a. 

Pour  a  =  o  il  vient  d'après  les  formules  précédentes 

a;  =  a,    x    =  b 

En  effet,  on  a  alors  cos  a  =  i  et  Texpression  (1)  prend  la 

forme  —, ^ ,  fraction  gui  s'annule  pour  a:=a,  et  devient 

(b  —  x)* 

infinie  pour  x  =  b.  La  question  géométrique  correspon- 
dante est  alors  de  trouver  sur  une  droite  AB  un  point  C 
dont  les  distances  aux  deux  points  fixes  A  et  B  soient 
dans  un  rapport  donné. 

L'angle  a  croissant  vers  90°,  le  segment  OP  décroît  sans 
cesse  ;  par  suite  le  point  G"  tend  à  se  confondre  avec  le 
point  0,  et  x"  tend  vers  zéro.  En  même  temps  le  point  D,  et 
à  fortiori  le  point  G'  s'éloignant,  indéfiniment  du  point  0,  et 
X  tend  vers  l'infini. 

Quand  d  =  90®,  cos  a  =  o  et  l'équation  (2) 
devient  (a  -|-  6)  x  =  o 

d'oîi  X  =.  o 

Or  -1-  X' 

L'expression  (1)  se  réduit  alors  à  ' — ^,  fraction  qui 

0        — T-     X 

est  en  effet  minima  pour  oî  =  o  et  tend  vers  l'unité  d'une 
manière  continue  quand  x  augmente  indéfiniment  en  valeur 
absolue. 

En  se  reportant  à  la  discussion  précédente,  on  voit  que 
la  valeur  o;  =  o  se  rapporte  à  x".  Le  point  C"  se  confond 
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donc  avec  le  point  0,  et  le  point  D  étant  à  Tinfini,  le  symé- 
trique G'  du  point  G"  par  rapport  à  D  n'existe  plus,  ce  qui 
explique  la  disparition  de  Taulre  racine  x. 

Enfin,  quand  a  dépasse  go**  les  mêmes  variations  se  repro- 
duisent à  gauche  du  point  0. 

iVoto.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Montenot,  Franquet,  de  Troyes. 


QUESTION  87. 
■olnlloii  par  M.  Prisset,  élève  au  Lycée  d'Angers. 

Sur  une  droite  AB,  on  déduit  une  demi-circonférence  ;  de  Z'ex- 

trémité  C  du  rayon  perpendiculaire 
à  AB,  on  décrit  une  circonférence 
passant  par  les  points  A  e^  D.  Une 
droite  qu^lconqv^  partant  de  A  ren- 
contre la  première  circonférence  en 
D  et  la  seconde  en  E.  Démontrer  que 
Von  a  AD»  +  DE»  +  AB». 

Il  est  facile  de  voir  que  l'angle 
au  centre  ACB  étant  droit,  l'an- 
gle inscrit  AEB  vaut  45**,  et  par 
suite  que  le  triangle  rectangle 
DEB  est  isoscëlc.  D'où  l'on  peut 
déduire  immédiatement 
AD»  +  DE»  +  =  AD»  +  DB»  4-  =  AB». 

Nota.  —  La  même  question  a  élé  résolue  par  MM.  Perrin,  à  Clermont; 
Bonnamy,  Cordeau,  à  Lavotsier;  Dalzon,  à  Sain  t-É  tien  ne  ;  Cuvelier,  à  Dî- 
nant; Montenot,  Franquet,  à  Troyes;  Belin,  à  Semur;  Marcelin,  Lamy,  à 
Cherbourg;  de  Mézières,  à  Nantes;  Menand,  à  Dijon;  Trokay,  à  Liège; 
Scbmitt,  Roger,  Schmitter,  à  Pont-à-Mousson  ;  Quinson  à  Belley;  Huet,  à 
Orléans;  Chariot,  à  Henri  IV;  Merle  des  Isles,  à  Moulins;  Rey,  Stegemann, 
à  Saint-Louis;  Thual,à  Lorient;  Cabut,  au  Havre;  J.-B., lycée Charlemag ne. 

Note  de  la  Rédaction.  —  Cfttte  question  Ires-simple  n'a  été 
proposée  qu'à  cause   de  \>;   ^kx^\  qu'elle  présente  pour  la 
solution  de  la  seconde  q^   ^\   ^   çtoposée  au  concours  de 
Saint-Cyr  en  1877.  Il  s'^^H^^?^  eix  effet  de  résoudre  l'équa- 
tion X  -^  ^^l&ô^^^i  =  b. 
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Si  donc  l'on  suppose  que  ÂJB  est  égal  à  a,  il  suffira,  du 
point  A  comme  centre,  avec  une  longueur  égale  à  6,  de 
décrire  une  circonférence  qui  coupera  ordinairement  en 
deux  points  la  circonférence  décrite  du  point  G  com^e 
centre.  Si  le  point  D  est  un  de  ces  points,  on  mène  la 
ligne  AD  qui  rencontre  la  circonférence  ABC  en  H.  AH 
est  égal  à  x,  et  HD  à  Y  a*  —  x*» 

La  figure  nous  montre  que  AD  doit  être  inférieur  au 
diamètre  AI.  Ce  qui  donne  2a*  —  6'  >  o,  condition  de  réa- 
lité que  Ton  trouve  en  algèbre.  Ensuite,  si  Ton  suppose 
6*  >  a*,  il  y  a  deux  solutions.  Si  b*  =  a*,  on  trouve  les  solu- 
tions 05  ==  6  et  a?  =  a.  Si  enfin  6*  <  a*,  on  trouve 
les  points  F  et  M  d'intersection  avec  la  circonférence  C; 
on  en  déduit  x  =  AL,  ou  x  =  AK.  La  première  donne 
|/a*  — X*  z=  b  -{-  Xf  et  la  solution  négative  convient  à 
l'équation;  enfin  la  seconde  donne  x  —  r  â"  — a?*  =  6;  ce 
n'est  plus  l'équation  proposée,  et   la  solution  est  à  rejeter. 

A.  M. 


QUESTION  88. 
Solviion  par  M.  Gentil,  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 

On  donne  deux  cercles  de  rayons  r  et  t  qui  se  coupenl  ortho- 
gonalementf  puis  Von  détermine  un  cercle  qui  touche  les  deux 
premiers  et  leur  tangente  commune.  Démontrer  que  le  dicmètre 
X  de  ce  cercle  est  donné  par  la  relation 

-I j=L=-     (JuUiard.) 


yfx^  v^T"  /7~ 

« 

Soient  les  deux  cercles  0  et 
0'  qui  se  coupent  orthogona- 
lement  et  I  le  petit  cercle  de 
diamètre  x.  Par  I  menons  PQ 
parallèlement  à  la  tangente 
commune  AB  et  par  B  soit  BD 
parallèle  à  la  ligne  des  centres. 
Le  triangle  OIQ  donne 

IQ*  =  ICT*  —  O'Q*  = 
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(^- + f  y  -  (^-  -  t)* 

d'oîi  IQ  =  yl2rx 

De  même  le  triangle  OIP  donnera 

IP  =  yfïrx 
Ajoutant  ces  deux  égalités,  il  vient 

(1)  IP  +  IQ  =  AB  =  v/I^  +  {17^ 

Or  le  triangle  ABD  donne 

AB'  =  BD'  —  AD' 
or  BD'  =  00''  et  puisque  les  cercles  0  et  0'  se  coupent  ortho- 
gonalement  00 '=  r*  -}-  r'* 

donc  AB*  =:  r'  -|-  r*  —  {r  —  r')*  =  2rr 

d'où  AB  =  ^2^  (2) 

Égalant  les  deux  valeurs  (1)  et  (2)  de  AB,  il  vient 

v^  2rr'    =  yfirx    -\-  ^  2rx 


d'où  l'on  tire  facilement 

I 


+ 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Perrin,  de  Clermont-Fer- 
rand;  Vautré,  de  Saint-Dié;  Cordeau  et  Simon,  école  Lavoisier;  Montenot, 
Tranquet,  de  Troyes;  Belin,  de  Semur;  de  Mézières,  de  Nantes ;Demortain, 
deDouIlens;  Menaud,  de  Dijon;  Gélinet,  d'Orléans;  Hugentobler, à  Boppelsen 
(Suisse];  Bouffez,  à  Amiens;  Merle  des  Isles,  à  Moulins;  J.-B.,  lycée  Charlemagne. 


QUESTION  89. 

Solution  par  M.  Leblanc,  élève  du  Collège  de  Cherbourg. 

Soit  ABC  un  tinangle  rectangle  en  A  ;  sur  les  trois  côtés  comme 
diamètres^  on  décrit  des  circonférences ^  et  on  mène  les  tangentes 
communes  à  ces  circonférences  considérées  deux  à  deux.  Si  m 
est  la  longueur  de  la  tangente  commune  aux  cercles  décrits  sur 
les  deux  côtés  de  Vangle  droite  n  et  'p  les  longueurs  des  deux 
autres  tangentes  communes^  démontrer  la  relation 

I       .       I       .       I  m* 


+  -^  +  -^  = 


m"      '      n*      '      p'  n*p*      (JuUiard.) 


—  itH  - 

Soient  a,  6,  c  les  côtés  du  triangle  ABC.  La  ligne  00 

qui  joint  les  milieux  de  AB  et 
de  AG  est  égale  à  la  moitié  de 
BG.  Abaissant  OM  perpendicu- 
laire sur  O'E,  on  a  OM  =  DE 
=  m,  donc 

c  "» 


m 


=/t-(- 


=n 


de  même 


«  =  f 


(a  —  c),  p 


=  f 


{a-  6) 


Par  suite 


m' 


+ 


et 


n 
m' 


2 


4._i_  = ! 

'      »«  fa  —  c)(a  — 


(a  —  c)(a  —  b) 


2 


7i*p*  (a  —  c){a  —  b) 

Donc,  à  cause  du  rapport  commun 


m' 


+ 


n' 


+  -1-  = 


m' 


n*p* 


Nota.  — •  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Perrin,  de  Cl^rmont-Fer- 
rand;  Cordeau,  école  Lavoisier,  Paris;  Vautré,  de  Saint-Dié;  Trokay,  & 
Liège;  HugenlobUr,  à  Boppelsen  (Suisse);  Menand,  à  Dijon;  J.>B.,  Ijcée 
Charlemagne. 


QUESTION  90. 

Solation  par  M.  G.  Robin,  élève  du  Lycée  de  Mont-de-Marsan. 

Soit  ABG  un  triangle  rectangle  en  A.  Menons  les  trois  cercles 

qui  se  touchent  deux  à  deux  et  qui  ont  pour  centre  les  sommets 

du  triangle  ABG.   Puis  menons  les  tangentes  communes  à  ces 

cercles  considérés  deux  à  deux.  Si  1  désigne  la  longueur  de  la 

tangente  opposée  à  Vangle  A,  m  e^  n  deux  autres^  démontrer  la 

III  1* 

relation  -tt — | — — ; — | — ^7"  =    _>^,      (JuUiard.) 


1« 


m' 


n^ 


m*n* 
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Soient  a,  p,  y  les  rayons  des  trois  cercles  A,  B,  G.   La 

tangente  commune  eiftérieure 
à  deux  cercles  tangents  exté- 
rieurement étant  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux 
diamètres,  on  a 
/*  =  4Py,  rn*  =  4ap,  n  ==  4»^ 
par  suite 


l'' 


4apY 


Or  le  triangle  étant  rectangle,  on  a 

(P  +  -r)'  =  («  +  Y)'  +  («  +  ?)• 


d'où 
Donc 

-r  + 


«  +  P  +  Ï=-^ 


m' 


+  ^  = 


_       gï       _ 


/^ 


H 


4a^PY 


4?ï        ^  


A'oto.  -7  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Leblond,  de  Cherbourg; 
Demortain,  de  Doullens;  Vautré,  de  Saint-Dié;  Cordeau,  école  Lavoisier; 
Perrin,  de  Clermont-Ferrand  ;  Duboscq,  de  Mont-de-Marsan  j  Trokay,  à 
Liège;  Hugentobler,  &  Boppelsen  (Suisse);  J.-B.,  lycée  Charlemagne. 


QUESTION  91. 
SolatioA  par  M.  Robin,  élève  du  Lycée  de  Mont- de-Marsan. 

Soit  im  triangle  quelconque 
ABC.  On  décrit  les  cercles  ayant 
pour  centres  les  sommets  du 
triangle  et  se  touchant  deux  à 
deuXy  puis  on  mène  les  tangentes 
communes  à  ces  cercles  pris  deux 
à  deux.  Si  Von  appelle  1,  m,  n 
les  longueurs  de  ces  tangentes 
communes^  2p  le  périmètre  du 
triangle^  démxmtrer  la  relation 


—  1«6  — 


2p 


=  '"■■■  (-F- +  ^  +  î^)- 


(JuUiard.) 
On  a,  en  désignant  par  a,  6,  y  ^^^  rayons  des  cercles  de 
centre  A,  B,  C, 

l^  =  4(xp,  m*  =  4^Y»  w*  ==  4«Y 
d*oîi  Imn  r^  8a^Y. 

Par  suite  Imn 

=  2(a  +  ?  +  y)  =  2p. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Demortain,  de  Doullens; 
Perrin,  de  Clermont-Ferrand  ;  Vautré,  de  Saiot-Dié;  Cordeau,  Simon,  élèves 
de  l'école  XaToisier;  Leblanc,  à  Cherbourg;  Trokay,  à  Liège;  J.-B.,  lycée 
Charlemagne. 


QUESTION  92. 
S«latioB,  par  M.  Marcelin,  élève  du  Collège  de  Cherbourg. 

On  donne  un  point  A  situé  en  dehors  de  la  bande  déterminée 
par  deux  parallèles.  On  demande  la  position  que  doit  prendre  la 
perpendiculaire  commune  pour  être  vue  du  point  Â.$ou^  un  angie 
fnaximum. 
Supposons  le  problème  résolu  et  soit  EAF  Tangle   maxi- 
mum. Menons  la  per- 
....ÎJ -,,^... H'-—     pendiculaire  ABD  et 


1  y\l 


.y 


[B 


I      'N 


V 


■\- 


KLvr: 


A 


'*—-*--  *  *' 


E' 


soient  AB  =  6,  AD 
=  a  ;  menons  en  ou- 
tre AH  parallèle  à  BF 
et  soit  H  le  point  où 
cette  parallèle  ren- 
contre EF  prolongée. 
Soient  ED  =  x, 
HAE  =  p,  HAF  =  a. 


on  a 
d'où 


fe  ^  ac  tg  a,  a  =  a;  tg  P 

h  ^  a 

tg  a  =  — ,  tg  p  =  — 


or   EAF  =  p  -  a,  donc  tg  EAF  =     ^^J.     /f^'        (1) 

I  -f-  tg  P  tg  a 
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Dans  cette  expression  remplaçons  tg  ^  et  tg  a  par  leurs 
valeurs,  on  a  après  simplifications 

t.  EAF  =  ("-^^f 
^  x^  +  ab 

telle  est  l'expression  qu'il  s'agit  de  rendre  maximum. 

Egalant  à  m,  chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant, 

on  trouve  finalement  l'équation 

mx*  —  (a  —  6)  flc  -f-  ^<if>  =  o 

(a  —  6)  +  V(a  ~  6-  —  Aabm* 
d  ou  a;  = ■ 

Pour  que  x  soit  réel,  il  faut  que 

4m«a6  <  (a  —  fc)* 
(a  -  6)« 


d'où  m«  < 


4a6 


donc  le  maximum  de  m  est  -^^ 

2Va6 

alors  ce  =  v^ôft,  ce  qui  montre  que  x  doit  être  moyen  pro- 
portionnel entre  a  et  6.  De  là  la  construction  suivante  :  sur 
AD  comme  diamètre  décrivons  une  circonférence  qui  ren- 
contre FB  en  K.  Par  le  point  A  menons  AH  parallèle  à  FB 
et  par  suite  à  ED,  puis  du  point  A  comme  centre  avec  AK 
pour  rayon. décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  AH  en  H, 
menant  HFE  perpendiculaire  à  EE',  la  portion  FE  de  cette 
perpendiculaire  qui  est  comprise  entre  les  parallèles  données, 
répond  à  la  question,  c.-à-d.  que  l'angle  FAE  est  maximum, 
La  circonférence  de  diamètre  AD  rencontrant  FB  en  un 
second  point  K',le  problème  admet  une  seconde  solution.  En 
faisant  une  construction  analogue  à  la  précédente,  on  trouvera 
que  la  perpendiculaire  F'E' répondra  également  à  la  question. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Belin,  de  Semur;  Lefèvre, 
lycée  Louis-le-Grand  ;  Depallières,  à  Belley;  Vautré,  à  Saint-Dié;  Demortain,  à 
Doullens;  Maille,  à  Agen;  Robin,  de  Mont-de-Marsan;  Merle  des  Isles,  à 
Moulins;  Tissier,  de  Ghâteauroui;  Dalzon,  de  Saint-Etienne;  Leblanc,  Vuil- 
lemin,  à  Cherbourg;  Franquet,  Bruyand,  à  Troyes  ;  Bouffez,  à  Amiens; 
Gelinet,  à  Orléans;  Thual,à  Lorient.  M.  Chariot  élève  du  lycée  Henri  IV,  nous 
a  adressé  de  cette  question  une  solution  purement  géométrique;  J.-B.  lycée 
Cbarlemagne. 
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Le  Baccalauréat  es  sciences,  par  MM.  Jullien,  professeur  de 
sciences^  et  Leyssenne,  chargé  du  cours  de  Baccalauréat  èi 
sciences  à  Sainte-Barbe.  —  PaiHs^  librairie  Delagrave, 

Cet  ouvrage,  dont  la  partie  relative  aux  Mathématiques  est  actuellement 
terminée,  vient  combler  une  lacune  dans  les  ouvrages  servant  de  guides  ani 
élèves,  non-seulement  se  préparant  au  Baccalauréat  ks  sciences,  mais  méoe 
voulant  aborder  les  examens  des  écoles  qui  ne  demandent  que  des  Mathé- 
matiques élémentaires.  C'est  plus  qu'un  mémento  d  examen,  et  mieux  qu'an 
manuel;  en  effet,  ce  n'est  qu'un  guide  forçant  les  élèves  à  un  travail  per- 
sonnel plus  intelligent  que  celui  qui  consiste  seulement  à  lire,  même  atten- 
tivement, des  démonstrations  complètes,  faites  par  le  professeur,  mds  que 
l'élève  ne  s'assimile  pas  par  la  lecture.  Il  faut  ici  que  l'élève,  avec  ce  guide 
seul  entre  les  mains,  recherche  de  lui-même  les  raisonnements,  en  suivant 
l'ordre  des  théorèmes  qui  lui  sont  énoncés  sous  une  forme  précise,  et  non 
plus  comme  des  questions.  C'est  un  programme  et  non  un  questionnaire 
qu'il  a  entre  les  mains.  —  Quant  à  l'ordre  suivi  dans  cet  ouvrage,  comme 
le  disent  les  auteurs  dans  leur  préface,  il  n'a  rien  d'absolu,  et  le  professeur 
qui  ferait  suivre  pour  l'ensemble  du  cours  le  Baccalauréats  es  ciences,  poa^ 
rait  fort  bien,  par  exemple,  suivre  l'ordre  de  Legendre  pour  le  troisième 
livre  de  Géométrie,  s'il  le  trouve  préférable;  il  lui  suf&rait  de  faire  substi- 
tuer, par  ses  élèves,  son  programme  personnel  pour  telle  ou  telle  partie 
du  cours,  à  ce  programme  général.  Mais  il  nous  semble  que  l'emploi  de 
ces  sortes  de  programmes  pourrait  avoir  surtout  pour  résultat  de  supprimer 
les  leçons  dictées  qui  ont  pris  tant  d'importance  maintenant  dans  la  plupart 
des  cours  de  Mathématiques,  et  de  forcer  les  élèves  à  sortir  de  l'habitude, 
qu'ils  prennent  de  plus  en  plus,  d'apprendre,  sans  demander  d'explication, 
le  cours  du  professeur,  mot  à  mot  s'ils  le  peuvent,  sans  se  préoccuper 
autrement  de  Tordre  logique  des  raisonnements.  —  Si  le  recueil  de  MH.  Jul- 
lien  et  Leyssenne  pouvait  avoir  ce  résultat,  il  aurait  rendu  un  bien  grand 
service  à  l'enseignement  scientiflque. 

Nous  ne  ferons  que  signaler  en  terminant  la  collection  de  problèmes  con- 
tenus dans  ce  recueil,  problèmes  proposés  pour  la  plupart  aux  examens  de 
la  Sorbonne,  et  qui,  par  suite,  sont  bien  certainement  un  choix  précieux 
d'exercices  de  la  force  exacte  du  Baccalauréat  es  sciences,  au  moins  à  Paris. 
—  Il  est  à  regretter  que  les  auteurs  n'aient  pas  pu  se  procurer  un  certain 
nombre  de  questions  d'examens  de  province,  ce  qui  aurait  permis  de  com- 
parer la  force  des  examens  dans  les  différents  centres. 

A.  M. 
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Cours  élémentaire  de  Mécanique,  à  Vusage  des  élèves  de  troi-^ 
sièine  année  de  V Enseignement  spécial,  des  élèves  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  et  des  aspirants  aux  emplois  de  Conducteurs 
des  Ponts  et  Chaussées,  par  MM-  Mondiet  et  Thabourin,  agrégés 
de  rUniversité,  anciens  élèves  de  Vécole  de  Cluny.  —  Paris^ 
librairie  Hachette. 

Nous  avons  k  faire  avant  tout  à  cet  ouvrage  un  reproche  que  l'on  devrait 
faire  à  la  plupart  des  traités  élémentaires  de  Mécanique.  Pourquoi  un  traité 
de  mécanique  ne  commence-t-il  pas  par  l'étude  de  la  Cinématique?  N'est-ce 
pas  i'ordre  logique?  ÀmpèrCi  dans  sa  Philosophie  des  sciences,  indique  bien 
cet  ordre,  car,  dit-il,  dans  une  science  qui  a  pour  objet  les  mouvements 
et  les  forces,  ce  sont  les  mouvements  qui  sont  susceptibles  d'observation 
immédiate,  les  forces  sont  cachées;  par  suite,  il  est  facile  de  voir  que  la 
première  étude  dans  une  science  d'observation,  doit  être  l'étude  du  phé- 
nomène, qui  est  ici  le  mouvement.  —  Et  si,  le  plus  souvent,  on  se  retranche 
derrière  les  programmes  pour  suivre  tel  ordre  déterminé,  ce  u'e^t  pas  ici 
le  cas;  le  programme  de  TEnseigneiftent  spécial  dit,  en  effet,  expressément  : 
Dans  le  programme  qui  suit,  on  suppose  que  le  professeur  commence  son 
cours  par  l'étude  des  forces.  S'il  juge  plus  conforme  à  l'intérêt  de  ses 
élevés,  ou  bien  s'il  se  sent  mieux  préparé  à  expliquer  la  Mécanique  en 
commençant  par  la  Cinématique,  il  demeure  libre  de  faire  cette  transposition. 
—  Ici,  elle  nous  semble  d'autant  plus  justifiée,  que  le  cours  s'adresse  à  des 
élèves  plus  jeunes  que  ceux  de  l'enseignement  classique  et  que  dans  d'autres 
parties  du  cours,  on  insiste  pour  que  le  professeur  commence  par  ce  qui 
parle  aux  yeux. 

Cette  observation  générale  faite,  nous  devons  dire  que  le  premier  volume 
de  l'ouvragettde  MM.  Mondiet  et  Thabourin,  celui  qui  traite  des  principes 
et  répond  à  notre  programme  de  Mathématiques  élémentaires  dans  l'ensei- 
gnement classique,  est  un  ouvrage  sérieux,  bien  fait,  présentant  d'une  ma- 
nière nette  ce  qui  est  nécessaire,  non-seulement  pour  le  Baccalauréat  es 
sciences,  mais  même  pour  les  Éroles  du  gouvernement,  et  en  particulier 
pour  l'École  forestière,  bien  que  cet  ouvrage  eût  paru  avant  les  nouveaux 
programmes  de  celle  école.  L'étude  des  résistances  passives  et  des  chocs, 
qui  ont  une  si  grande  importance  pratique,  y  est  traitée  avec  soin;  les  auteurs 
ont  même  mis,  à  la  fin  de  leur  volume,  quelques  notions  très-succinctes  sur 
la  théorie  mécanique  de  la  chaleur;  enfin,  cent  soixante-quinze  problèmes 
viennent  servir  d'application  aux  diverses  théories  étudiées  dans  ce  volume. 
Nous  nous  réservons  de  parler  de  la  seconde  partie  de  l'ouvrage  lorsque 
nous  aurons  pu  comparer  le  second  volume  qui  a  paru  avec  ce  sous-titre  : 
les  Mécanismes,  avec  le  troisième  volume,  actuellement  sous  presse,  et  qui 
doit  traiter  des  Moteurs;  les  applications  de  la  mécanique  constituent  en 
elTet  nn  tout  que  l'on  peut  séparer  de  la  théorie,  mais  qu'il  est  bon  d'exa- 
miner en  une  seule  fois,  en  considérant  en  même  temps  les  moteurs  et  les 
organes  de  transmission.  A.  M. 
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QUESTIONS    PROPOSEES 


109.  —  Construire  géométriquement  un  quadrilatère  dans 
lequel  on  connaît  les  quatre  côtés  et  Tangle  formé  par  le 
prolongement  de  deux  côtés  opposés.  (RebouL) 

HO.  —  Le  cercle  décrit  sur  un  rayon  vecteur  d'une 
ellipse  comme  diamètre  est  tangent  au  cercle  décrit  sur  le 
grand  axe  comme  diamètre. 

111.  —  Les  projections  d'un  point  de  la  circonférence 
circonscrite  à  un  quadrilatère  sur  les  quatre  côtés  déter- 
minent huit  segments  tels  que  le  produit  de  quatre  seg- 
ments non  consécutifs  est  égal  au  produit-  des  quatre 
autres.  (Perrin.) 

112.  —  Trois  cercles  sont  tracés  dans  un  plan  de  telle 
manière  que  chacun  d'eux  touche  les  deux  autres;  trouver 
le  rayon  du  cercle  qui  passe  par  les  points  de  contact  des 
cercles,  et  celui  du  cercle  qui  passe  par  les  centres.  Trouver 
aussi  la  surface  du  triangle  obtenu  en  joignant  1^  centres 
des  trois  cercles  primitifs. 

113.  —  Trois  cercles  dont  les  centres  sont  eu  ligne 
droite  sont  tangents  deux  a  deux.  Trouver  le  rayon  d'un 
cercle  tangent  à  la  fois  aux  trois  cercles  donnés. 


jif;is,  —  Nous  prions  nos  lecteurs  de  vouloir  bien  nous 
faire  parvenir  le  plus  tôt  possible  les  sujets  de  concours 
académiques  de  1878,  ainsi  que  les  questions  posées  aux 
examens  du  baccalauréat  aux  dernières  sessions  (juillet  et 
novembre  1877,  et  avril  1878). 

Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 
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ÉTUDE  SUR  LES  OPERATIONS  DE  L'ARITHMÉTIQUE 

par  F.  R.  A. 

(Suite,  Toir  page  129.) 


VIII.  Du  calcul  de  la  septième  opération. 

Les  traités  d'Algèbre  donnent  une  méthode  de  résolution 
de  réquation  exponentielle  a*  =  6  (voir  Bourdon,  Éléments 
d'Algèbre,  n°*  202  et  suivants).  On  arrive,  par  des  forma- 
tions successives  de  puissances,  à  développer  x  en  fraction 
continue. 

C'est  le  même  problème  que  nous  allons  présenter  sous 
un  aspect  différent,  en  nous  basant  sur  la  notion  môme  de 
TExponentation. 

Nous  ferons  d'abord  le  calcul  sur  plusieurs  exemples. 


y®'  exemple. 
23*  =  6  436  343      d'où  x  =  6  ^36  343  (:)  23 


6  436  343 
1  83 
226 
19  3 
94 
23 
0 

23 

23 

23 

279  841 
49 
3  8  • 
1  54 
161 
0 

12  167 
66 
207 
0 

529 

69 

0 

23 

23 

0 

« 

23 

1 

Il  y  a  5  divisions  successives  possibles,  et  chaque  divi- 
sion enlève  un  facteur  23  ;  donc  23  est  5  fois  facteur  dans 
le  nombre  donné,  et  a?  =  5  ;  de  sorte  qu'on  peut  poser 

23»^  =  6  436  343 


JOURNAL  DS  HATH.  1878. 


11 


—  162  — 


2^  exemple, 
0,01 5*  =  Oyooo  oo3  SyS      d'où  x  =  o,ooo  oo3  3 75  (:)o,oi5 


0,000  003  375 

375 

75 

-   0 

0,015 

0,000  225 
75 

0,015 

0,015 

0,015 

0 

0 

' 

On  a     X  =  3;  ainsi  o,oi5*=  0,000  oo3  SyS 

5®  exemple. 

Résoudre  Téqualion  343*  =  7  ou  .t  =  7  (:)  343. 

Le  nombre  343,  qui  est  donné  ici  comme  racine^  étant 
plus  grand  que  7,  qui  est  donné  comme  puissance  y  l'expo- 
sant X  doit  être  entre  zéro  et  i  ;  car  343°  =  i,  et  343*  =:-- 
343. 

On  peut  donc  mettre  x  sous  la  forme  i/n,  et  poser 

343*/*»=  7 

Multiplions  les  deux  exposants  par  n,  ce  qui  revient  à 
élever  les  deux  membres  à  la  puissance  n%  il  vient 

343  =  7» 
d'où  n  =  343  (:)  7=3 

donc  ûc=  1/3,  et  l'on  a  343*/'  =  7 

La  puissance  1/3  de  343  n'est  autre  chose 
que  la  racine  3®  ou  cubique  de  ce  nombre, 
et  cette  racine  est  bien  7. 


4*  exemple. 
Résoudre  l'équation     25*    =  78  i25 


78  125 
3  1 
•62 
125 
0 

25 

25 

25 

3  125 
62 
125 
0 

125 
0 

5 
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Ce  premier  calcul  montre  que  78  i25  =  5.25.25.25  =: 
25». 5. 

Or,  un  nombre  quelconque  c  est  facteur,  dans  un  produit 
ab,  autant  de  fois  qu'il  est  facteur  dans  a,  plus  autant  de 
fois  qu'il  est  facteur  dans  6  (propriété  8«  des  rapports,  remar- 
que) ;  on  a  donc 

25». 5  253     ,       5  ^    ,        5      • 

25  25      ~      25  ~       25 

L'expression  5  (:)  25  a  une  valeur  fractionnaire,  que  nous 
appellerons  i/n;  rappelons  que  si  Ton  renverse  un  rapport 
algébrique,  la  nouvelle  raison  est  inverse  de  la  première 
(propriété  7®  des  rapports). 


On  a  —  =  ==, 
n        25 


donc  n  = 


25 


=  2. 


Ainsi  i/n  =  1/2         etir=  3  -|-  1/2  =  7/2. 

On  peut  donc  poser  25  V2  ^  78125,  identité  facile  à  véri- 
fier :  on  prendra  d'abord  la  racine  carrée  de  25,  et  on  élè- 
vera cette  racine  à  la  7®  puissance. 

5®  exemple. 

Équation  à  résoudre:  2048^  =  16  ou  as  =  16  (;)  2048. 

Voici  d'abord  les  calculs  : 


2018 
44 
128 
0 

16 

16 

.     16 
0 

8 

2 

8 
0 

2 
4 
0 

2 
2 
0 

2 
1 

1-28 
0 

8 

On  pose  successivement: 

2048  ,8  I       /  ' 

n  =  ==  =  2  +  =^  =  2  +  i/n , 
16  16 

16  ,2  i      /  " 

n'  =     ==  =  I  +  =  =  I  +  i/n  , 

n"=     =  =  3 
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On  reprend  toutes  ces  valeurs  en  remontant,  et  l'on  pose  : 
n"  =  3  n'  =  I  +  ^ 

3 
n    =  2  +  I  X  =  i 


I    +    I  2+1 


1+    I 


3 
On  a  donc  enfin  x  =  4/1 1,  et  2048  vn  =  16. 

Vérification.  —  Si  l'on  cherche  les  facteurs  premiers  de 
2048,  on  trouve  que  ce  nombre  contient  1 1  facteurs  2  ;  ce 
nombre  2  est  donc  la  racine  1 1®  de  2048  ;  et  cette  racine  1 1% 
élevée  à  la  4®  puissance,  donne  16. 

Comme  on  le  voit  par  ces  premiers  exemples,  l'opération 
ne  présente  pas  de  difficulté  lorsque  Texposant  que  Ton 
cherche  a  une  valeur  œmmensurable. 

La  marche  générale  du  calcul  peut  être  formulée  comme 
il  suit  : 

«  Pour  trouver  Teocposantj  connaissant  la  puissance  et  la 
racine,  il  faut: 

»  Diviser  la  puissance  par  la  racine,  le  quotient  obtenu 
par  la  racine,  le  nouveau  quotient  par  la  racine,  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  quotient  moindre  que  le 
diviseur  ; 

»  Faire  alors  une  série  analogue  de  divisions  successives 
du  diviseur  par  le  dernier  quotient  des  divisions  précédentes 
jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  de  nouveau  un  quotient  moindre 
que  le  diviseur  ; 

»  Répéter  encore  ces  séries  d'opérations  sur  le  dernier 
diviseur  et  le  dernier  quotient,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne 
un  quotient  égal  à  i  ; 

j>  Compter  et  noter  le  nombre  des  divisions  qui  ont  été 
faites  dans  chaque  série  d'opérations. 

»  Le  premier  nombre  est  la  partie  entière  de  Vexposant  cher- 
ché*; les  autres  nombres  sont  les  dénominateurs  successifs  d'une 

(*)  Ce  premier  nombre  peut  être  égal  à  zéro,  ce  qui  a  lieu  lorsque  la 
puissance  ne  contient  pas  la  racine. 
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fraction  continue,  (fui  complète  la  partie  entière,  et  dont  tous 
les  numérateurs  sont  égaux  à  i.  » 

Si  l'on  prend  au  hasard  la  puissance  et  la  racine,  l'expo- 
sant sera  généralement  un  nombre  incommensurable,  dont  on 
cherchera  une  valeur  approchée. 

6*  exemple. 


Résoudre  l'équation  3®  =  4963  ou  a;  =  4963  (:)  3. 

Nous  calculerons  les  quotients  avec  trois  décimales,  et 
nous  négligerons  les  restes.  Nous  nous  bornons  à  poser  ici 
les  éléments  essentiels  de  ce  calcul,  qui  d'ailleurs  a  été  fait 
avec  cinq  décimales, 


i  963,000 

1  634,333 

SSl,4i4 

183,814 

(7)      61,271 

20,424 

6,807 

2,269 


3 
3 
3 
3 
3 
3 


(1)      3,000 


(2)      2,269 


2.269 
1,321 

1,321 


(1)      1,321 


1,298 


1,716 


1,018 


1.321 


1,298 


(14) 


1,018 
1,27S 


1.018 
1,232 


1,018 
1,230 


1,143 


1.018 
1,124 


1,018 
1,104 


1.018 
1,084 


1.018 
1,208 


1,018 
1,063 


1.018 
1,186 


1,018 
1,163 


1,018 
1,143 


1.018 
1,046 


(1)       1,018 


1,009 
1,008 


1,018 
1,027 


1.018 
1,009 
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On  peut  poser 


I  -f-  I 


2+1 


I  +  I 


14+  I 


I  +   .  .  . 

=  7  *V63  OU  7,746 

On  a  donc  3  '''**  =  4963. 

Au  lieu  de  développer  les  quotients  en  décimales,  on  peut 
mettre  ces  quotients  sous  forme  de  fractions  absolues  ;  alors 
les  divisions  se  traduisent  par  des  multiplications,  opéra- 
tions que  Ton  préfère  généralement  aux  divisions  dans  les 
calculs.  Les  deux  exemples  suivants  seront  traités  de  cette 
manière.  (A  suivre.) 


THEORIE  DU  BÂRYCENTRE 

(Sutto,  voir  page  132.) 


8.  Théorème  de  Jean  de  Céva.  —  Puisque,  dans  la  recher- 
che du  bary centre.  Tordre  de 
composition  des  points  est 
indifférent,  on  obtiendra  en 
changeant  Tordre  de  ces 
points,  des  droites  se  cou- 
pant en  un  même  point.  Pre- 
nons un  triangle  ABC,  /,7it,n, 
trois  coefficients  correspon- 
^  ^*    dant  aux  trois  sommets,  O  le 

barycentre  des  points  A,  B,  G  ;  on  peut  l'obtenir  de  trois 
façons  différentes  ;  si  A'  (w  +  w),  B'  (n  +  Z),  G'  {l  -f-  m)  sont 
les  barycentres  de  (B,  G),  (G,  A),  (A,  B),  les  droites  AA',  BB', 
GG'  se  coupent  au  point  0. 

^      ,     ,       OA  m4-n    OB  n+l  OG  14- m 

Onadeplus  —  = • — •  —  = ■ — • = ■ — 

^       OA'  Z     '  OB'  m  '  OG'  n    ' 
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Inversement  si  le  point  0  est  donné,  on  peut  toujours  dé- 
terminer les  coefficients  /,  m,  n,  de  telle  sorte  que  0  soit  le 
barycentre  des  trois  points  A,  B,  G.  Il  suffit  pour  cela  de 
déterminer  les  coefficients  (ou  plutôt  le  rapport  de  deux 
d'entre  eux  au  troisième)  par  les  relations 

OA  m  +  f^       A.B'    n 

On  a  donc  la  proposition  suivante  qui  n'est  autre  que  le 
théorème  de  Jean  de  Géva  ; 

Si  trois  lignes  AA',  BB',  CG'  menées  par  les  sommets  d'un 
triangle  ABG  concourent  en  un  mëm£  point  0,  chacune  détermine 
sur  le  côté  opposé  deux  segm^ents  tels  que  le  produit  de  trois  seg- 
ments non  consécutifs  est  égal  au  produit  des  trois  autres  et  de 
signe  contraire. 

A'B  n    ^       ,       B'G  /    G'A  m 

Car  on  aura  xt;  = î  ^^  môme  ^77  = ;  ?ï^  =  —  t- 

A  G  m  FA  n    G  B  l 

En  faisant  le  produit,  on  arrivera  à  la  proposition  énoncée. 
9.  On  a  aussi 
AA'  l  -{-  m  -]-  n 


OA'  n 


;  de  cette  relation  on  tire  facilement 


OA'  OB'  OG'   _ 


AA'     '     BB'     '     GG' 
La  réciproque  est  vraie. 

10.  Dans  le  cas  particulier  où  i  =  w  =  n,  le  point  0  est 
le  point  de  concours  des  médianes  ;  dans  ce  cas,  les  triangles 
ABG,  A'B'G'  sont  homothétiques  par  rapport  au  point  0; 
donc  les  points  homologues  des  triangles  sont  en  ligne 
droite  avec  ce  point  et  en  appelant  P  et  P'  deux  points  ho- 

mologues,  on  a  *'p.p/    =  2. 

On  peut  déduire  de  ce  théorème  des  démonstrations  très- 
simples  des  théorèmes  suivants  : 

Dans  un  trianglej  le  point  de  concours  des  hauteurs j  le  point 
de  concours  des  médianes  et  le  centre  du  cercle  circonscrit  sont 
en  ligne  droite,  et  la  distance  des  deux  premiers  points  est 
double  de  la  distance  des  deux  derniers. 

Gar,  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABG  n'est 


—  168  — 

pas  autre  chose  que  le  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  A'B'C. 

Le  rayon  du  cercle  des  neuf  points  est  la  moitié  du  rayon  du 
cercle  circonscrit,  et  son  centre  est  au  milieu  de  la  ligne  qui 
joint  le  point  de  concours  des  hauteurs  au  centre  du  cercle  cir- 
conscrit. 

Car  le  cercle  des  neuf  points  n'est  autre  chose  que  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C. 

11.  Soient  quatre  points  A,  B,  C,  D;  soient  l,  i»,  n,  p  des 
coefficients  correspondants,  A',  B',  C,  D',  les  harycentres 
correspondant  aux  groupes  de  trois  points  (BCD),  (CDA), 
(DAB),  (ABC);  les  quatre  droites  AA',  BB',  CC,  DD'  passe- 
ront encore  au  même  point  et  on  aura  encore 

OA  OB^  Qg  OD^    _ 

"ÂA    "•"  "BF"  +    ce    +    DD'    ~  ^  • 
Si  /  =  m  =  n  =  p,  les  deux  figures  ABCD,  AB'C'D'  sont 
homothétiques  inverses  par  rapport  au  point  0,  le  rapport 

étant ^,  et  Ton  arrive  au  théorème  suivant  : 

3 

Si  l'on  mène  successivement  les  diagonales  d'un  quadrilatère 
convexe,  on  le  décompose  chaque  fois  en  deux  triangles.  Les 
quatre  centres  de  gravité  de  ces  deux  triangles  sont  les  sommets 
d'un  nouveau  quadrilatère  neuf  fois  plus  petit  que  le  quadrila- 
tère proposé  et  homothétique  à  ce  quadrilatère. 

12.  Il  existe  des  relations  analogues  pour  un  système  de 
n  points  A,  B,  C,  .  •  .  .  Soient  An  -  i,  Bn  —  i,  etc.  les  cen- 
tres des  moyennes  distances  des  systèmes  de  (n  —  i)  points 
dans  lesquels  n'entra  pas  A,B>G.  Les  droites  AAn  —  i,  BBn-^, 
etc.  passent  par  le  point  0,  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  n  points,  et  sont  divisées  dans  le  rapport . 

n  —  I 

On  a  aussi  S  -r— =  i . 

AAn  -1 

Soient  A,  le  centre  des  moyennes  distances  de  deux  points 
quelconques  du  système,  An  —  a  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances de  n  —  2  points  restants  ;  les  points  A,  et  An  —  s  sont 
deux  points  homologues  de  deux  systèmes  homothétiques 
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ayant  pour  centre  le  point  0,  et  dont  le  rapport  d'homothétie 

est  —  ,  et  ainsi  de  suite  :  les  centres  des  moyennes 

n  —  2 

distances  des  deux  groupes  obtenus  en   prenant  p  points 

d'une  part  et  n  —  p  points  d'autre  part  sont  toujours  deux 

points  homologues  de  deux  systèmes  homothétiques  ayant 

pour  centre  0.  Le  rapport  d'homothétie  est  —  — . 

^  n  —  p 

13.  Nous  allons  donner  deux  applications  intéressantes 
des  principes  précédents,  dues  à  Brassine,  et  indiquées  dans 
les  problèmes  de  mécanique  rationnelle  du  P.  JuUien. 

Théorème  I.  —  Les  centres  de  gravité  du  contour  et  de 
Vaire  d'un  polygone  circonscrit  à  une  circonférence  sont  tou- 
jours situés  sur  une  droite  qui  passe  par  le  centre  de  la  cir- 
conférence; leu7's  distances  au  centre  de  la  circonférence  inscrite 
sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  3  à  2. 

En  effet,  décomposons  le  polygone  en  triangles  ayant  leurs 
sommets  communs  au  centre  du  cercle  inscrit. 

Plaçons  ensuite  aux  trois  sommets  de  chaque  triangle 
des  forces  parallèles  égales,  proportionnelles  aux  aires  des 
triangles,  c'est-à-dire  à  leurs  bases.  Le  centre  de  gravité 
du  contour  sera  celui  des  forces  placées  au  sommet  du 
polygone,  et  le  centre  de  gravité  de  Taire  s'obtiendra  en 
combinant  la  force  appliquée  au  centre  de  gravité  du  con- 
tour avec  la  force  totale  appliquée  au  centre  du  cercle,  et 
qui  est  la  moitié  de  la  précédente.  Il  sera  donc  situé  sur  la 
droite  qui  joint  le  centre  de  la  circonférence  au  centre  de 
gravité  du  contour,  et  sa  distance  au  premier  point  sera 
double  de  la  distance  au  second,  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème. 

Théorème  II-  —  Le  centre  de  gravité  d'un  polyèdre  cir- 
conscrit à  une  sphère  est  situé  sur  la  droite  qui  joint  le  centre 
de  gravité  de  la  ^surface  de  ce  polyèdre  avec  le  centre  de  la 
sphère  inscrite.  Les  distances  du  centre  de  gravité  du  polyèdre 
et  du  centre  de  gravité  de  la  surface  au  centre  de  la  sphère 
inscrite  sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  3  à  4.. 
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Ce  théorème  se  démontrerait  comme  le  précédent  en  rem- 
plaçant les  triangles  par  des  pyramides  triangulaires  ayant 
leur  sommet  commun  au  centre  de  la  sphère  inscrite. 

14.  Théorème.  —  Le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  est  le  barycentre  des  tr'ois  sommets,  affectés  respective- 
ment des  coefficients  sin  2A,  sin  2B,  sin  2C. 

En  elTet,  on  a,  en  considérant  successivement  les  triangles 

BAD,  DAG  : 
BD 


AD 
DG 


sin  BAD 

sin  B 
sin  CAD 

sin  C 


AD 

D'où  l'on  tire 
BD  sin  G  X  sin  BAD 


BG 


DG  sin  B  X  sin  CAD 

Or,   il  est  facile  de   voir  que 

BAD  =   90°  —  G  ;  GAD  =  90*» 

—  B.  Donc  on  a 
sin  2G 


DG  sin  2B 

Donc  le  point  D  est  le  barycentre  des  deux  points  B  et  G, 
affectés  respectivement  des  coefficients  sin  2B  et  sin  2G.  On 
verrait  de  même  que  si  Ton  prend  le  barycentre  des  points 
A  et  B,  correspondant  aux  coefficients  sin  2A  et  sin  2B,  la 
ligne  qui  le  joint  au  point  G  passe  par  le  centre  du  cercle 
circonscrit. 

IS.  Théorème.  —  Le  centre  des  hauteurs  est  le  barycentre 
des  sommets  affectés  respectivement  des  coefficietits  tg  A,  tg  B,  tgC. 

Gar  on  a,  en  appelant  H  le  pied  de  la  hauteur  abaissée 
du  point  A  : 

BH  tg  B  =  AH;  GH  tg  G  =  AH. 

BH         tg  G 

Donc  -7TrT-=-^. 

GH         Ig  B 

On  aurait  de  même,  en  appelant  K  le  pied  de  la  hauteur 

BK  tgA 


abaissée  du  point  G 


AK 


tgB 
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On  en  conclut  que  le  barycentre  correspondant  aux 
coefficients  tg  A,  tg  B,  tg  C,  est  sur  les  hauteurs  ;  il  est  donc 
à  leur  intersection. 

16.  Théorème.  —  Le  centre  du  cercle  inscrit  à  un  triangle 
est  le  barycentre  des  sommets  affectés  des  coefficients  sin  A,  sin  B, 
sin  G. 

En  effet,  si  je  mène  la  bissectrice  AD  on  a 
BD    _  sin  BAD      CD    _  sin  CAD 

^ÂD"  ~      sin  B     '  TdT  ~      sin  G     ' 

et  comme  BAD  =  GAD,  on  en  tire  -7——=  — : — =-. 

GD         sin  B 

Dans  le  point  D  est  le  barycentre  des  points  B  et  G  cor- 
respondant aux  coefficients  sin  B  et  sin  G.  On  en  déduira 
que  le  barycentre  correspondant  aux  trois  coefficients  donnés 
doit  se  trouver  à  la  fois  sur  les  trois  bissectrices. 

17.  Théorème.  —  Le  centre  du  cerxle  circonscrit  à  un  tri- 
angle est  le  centre  des  moyennes  distances  des  centres  des  quatre 
cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle, 

Gar  ce  centre  du  cercle  circonscrit  est  le  centre  des  cercles 
des  neufs  points  du  triangle  formé  parles  centres  des  trois 
cercles  ex-inscrits.  Or,  il  est  facile  de  voir  que  le  centre 
du  cercle  des  neuf  points,  situé  sur  la  ligne  qui  joint  le 
point  de  concours  des  médianes  au  centre  des  hauteurs  par- 
tage cette  ligne,  à  partir  du  premier  point  en  deux  parties 
proportionnelles  aux  nombres  i  et  3.  A.  M. 


CONCOURS  ACADÉMIQUES  DIVERS 


Nous  prévenons  nos  lecteurs  que  nous  ne  publierons  pas,  en  général^  de 
solutions  des  questions  de  concours,  à  moins  qu'elles  ne  présentent  un  intérêt 
particulier.  —  Nous  indiquerons,  à  la  fin  de  l'année,  les  noms  des  corres- 
pondants dont  les  solutions  étaient  exactes. 
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CONCOURS  DE  1846. 

CSlasse  de  logique  (sciences). 

Étant  donnés,  dans  un  même  plan,  un  cercle  G  et  une  droite  ÂB  qm.  ne 
rencontre  pas  le  cercle,  de  chaque  point  M  de  la  droite  on  mène  deai  Un- 
gentes  au  cercle  et  l'on  joint  les  deux  points  de  contact  par  une  droite  £F 
qui,  prolongée,  va  rencontrer  la  droite  ÀB  en  un  point  M'.  On  aainsipoar 
chaque  point  M  de  cette  droite  un  segment  correspondant  MM'.  Cela  pose, 
on  demande  : 

1*  S'il  existe  dans  le  plan  de  la  figure  un  point  0  d'où  l'on  Toit  sons  un 
angle  droit  chacun  de  ces  divers  segments; 

2*  On  demande  ensuite,  hors  du  plan,  s'il  y  a  d'autres  points  qui  jouissent 
de  cette  propriété; 

3*  Enfin  s'il  existe  de  tels  points  quand  la  droite  ÀB  rencontre  le  eertrle. 

Logique  (lettres). 

1*  Soient  AB,  AG  les  deux  côtés  d'un  parallélogramme  et  AJ)  ladiagoDsIe. 
Si  sur  ces  trois  lignes  comme  base  on  construit  trois  triangles  qui  oDt 
leur  sommet  en  un  même  point  I  du  plan  de  ce  parallélogramme,  on  demande 
de  prouver  que  le  triangle  fait  sur  la  diagonale  est  égal  à  la  somme  ou  à 
la  différence  des  deux  triangles  faits  sur  les  côtés,  scion  que  le  point  I 
tombe  en  dehors  de  l'angle  BAC  et  de  son  opposé  au  sommet  ou  en  dedans 
de  l'un  de  ces  angles. 

2*  Dans  un  cercle  qui  a  2  mètres  de  rayon  on  prend  un  are  dont  la 
corde  a  7  décimètres.  On  demande  quelle  est  à  un  lôillimètre  la  corde dao 
arc  double. 


CONCOURS  DE  1847. 

Logique  (sciences). 

Soient  menés  dans  un  cercle  une  corde  KK'  et  le  diamètre  DIX  perpen- 
diculaire sur  cette  corde.  On  prend  un  point  quelconque  0  sur  la  circon- 
férence et  on  mène  de  ce  point  les  droites  qui  vont  aux  extrémités  de 
la  corde  et  aux  extrémités  du  diamètre.  Il  s'agit  de  prouver  que  la  somme 
des  projections  des  deux  dernières  lignes  sur  l'une  des  deux  autres  OK  est 
égale  à  cette  même  ligne  OK  et  que  la  différence  de  ces  mêmes  projectioD> 
est  égale  à  l'autre  ligne  OK'.  Ainsi  si  l'on  appelle  d  et  d'  les  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  des  points  D  et  D'  sur  OK,  il  faut  prouver 
que  od  -{-  oa  =  OK  et  od  ^  od'  ^  OK'. 

Logique  (lettres). 

Soient  menées  par  les  sommets  des  trois  angles  A,  B,  C  d'un  triangle 
trois  droites  Aa,  Bb,  Ce  parallèles  entre  elles  et  terminées  par  leurs 
points  respectifs  de  rencontre  avec  les  directions  des  trois  côtés  opposés 
à  ces  angles.  —  Considérez  les  trois  rectangles  Aa.B6,  Aa.Cc,  Bb.Cc  quoo 
pourrait  faire  avec  ces  trois  lignes  prises  deux  à  deux.  Il  s'agit  de  prouver 
que  l'un  de  ces  reciujgles  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres. 
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CONCOURS  DE  1848. 

liOgiqna  (sciences). 

Soient  données  dans  le  plan  d'un  cercle  deux  droites  L,  L  parallèles  entre 
elles;  d'un  point  M  de  l'une  d'elles  on  mène  au  cercle  deux  tangentes, 
lesquelles  forment  sur  la  seconde  un  segment  AB,  dont  on  prend  le  milieu 
I.  Il  s'agit  de  démontrer  que  la  droite  MI  passera  toujours  par  un  même 
point  fixe,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  sur  la  première  droite. 

Logiq[ae  [lettres]. 

On  considère  un  tétraèdre  régulier  et  la  sphère  qui  y  est  inscrite.  On 
demande  le  rapport  du  volume  de  la  sphère  à  celui  du  tétraèdre.  On  don- 
nera ce  volume  à  0,00 x  près. 


CONCOURS  DE  1849. 

Logiq^io  (sciences). 

Étant  donné  un  parallélogramme  ABCD,  on  mène  la  droite  LU  perpen- 
diculaire à  ses  deux  côtés  opposés  AB,  CD,  laquelle  rencontre  le  premier 
côté  en  a  et  le  prolongement  du  second  en  a'.  Cette  droite  rencontre  les 
autres  côtés  AD,  BC  en  b  et  b'  et  les  diagonales  BD,  AC,  en  c  et  c'.  On 
demande  de  prouver  que  les  circonférences  des  cercles  décrits  sur  les  trois 
segments  aa\  bb'  cd  comme  diamèlre,  ont  les  mêmes  points  d'intersection. 
On  pourra  examiner  si  le  théorème  aurait  encore  lieu  dans  le  cas  où  la 
droite  LL'  serait  oblique  aux  côtés  AB,  CD,  au  lieu  de  lui  être  perpendiculaire. 

'  Logique  (lettres). 

D'un  point  0  pris  sur  le  prolongement  du  rayon  CA  d*un  cercle  donné, 
mener  une  ligne  OT  qui  touche  la  circonférence.  Si  la  figure  fait  une  révo- 
lution autour  de  CO,  la  tangente  OT  décrit  la  surface  convexe  d'un  cône  et 
l'arc  AT  celle  d'un  segment  spbérique.  On  demande  à  quelle  distance  CO 
du  centre  C  il  faut  prendre  le  point  0.  pour  que  la  première  surface  soit 
à  la  seconde  dans  un  rapport  donné,  comme  par  exemple  de  2  à  3. 


CONCOURS  DE  1850. 

Logiq^ie  (sciences). 

1*  Par  le  point  P  d'intersection  de  deux  circonférences  de  cercle  on  mène 

deux  droites  rectangulaires  qui  rencontrent  la  ligne  des  centres  en  a  et  a' 

et  les  deux  circonférences  en  6c,  b'cf.  Il  s'agit  de  démontrer  qu'on  a  toujours 

ab         a'b' 

la  relation =  -—-. 

ac         cC& 

2*  Étant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  et  deux  lignes  de  grandeur  cons- 
tante, ^  et  H>,  on  prend  dans  la  direction  de  AB  un   point  quelconque  M , 
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qu'on  regarde  comme  le  centre  d'un  cercle  décrit  de  rayon  R  déterminé  par 
la  relation'  X.AM  +  ja.BM  =  R  .  ÀB.  On  demande  de  prouver  que  les 
différents  cercles  ainsi  décrits  des  diflTérents  points  M  de  la  droite  AB  sont 
tous  tangents  à  deux  mêmes  droites  fixes. 

Iiogiqae  (lettres). 

Dans  l'intérieur  d'un  cône  renversé  dont  la  base  et  la  hauteur  sont  con- 
nues, on  laisse  tomber  une  sphère  qui  devient  tangente  à  la  surface  du 
cône  dans  toute  retendue  d'un  petit  cercle;  on  demande  à  quelle  disUnce 
du  sommet  S  du  cône  se  trouve  alors  le  centre  de  la  sphère. 

Application  numérique  :  Le  rayon  CH  de  la  base  du  cône  égale  2.  mètres,  la  hai}- 

teur  es  est  de  5  mètres  et  l'on  sait  que  la  sphère  a  1 2  mètres  carrés  de  surface; 

22 
on  prendra  —  pour  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  et  on  cal- 

I 
culera  la  distance  cherchée  à  de  mètre  près. 

lOOOO 


CONCOURS  DE  1831. 

Logiq[ne  (sciences). 

Étant  'donnés  deux  cercles  0,  0'  qui  ne  se  touchent  pas  mais  qui  peuvent 
se  couper,  de  chaque  point  M  de  l'un  0,  on  mène  deux  droites  aux  cen- 
tres de  similitude  S,  S'  des  deux  cercles  et  ces  droites  rencontrent  1  a\itre 
cercle  0'  en  quatre  points  m,  n,  m',  n'.  On  demande  de  prouver  que  deux 
de  ces  quatre  points  sont  sur  un  diamètre  du  cercle  0'  et  les  deux  autres 
sur  une  droite  qui  passe  toujours  par  un  certain  point  fixe,  quel  que  soit 
le  point  M  pris  sur  le  cercle  0. 

Logique  (lettre^). 

Étant  donné  le  triangle  ABC  dont  les  trois  côtés  BC,  AC,  AB  sont  res- 
peclivement  égaux  aux  nombres  i5, 14,  i3  et  dont  la  surface  est  par  codm^- 
quent  84  mètres  carrés,  on  demande  de  placer  dans  l'intérieur  de  ce  triani?;e 
un  second  triangle  dont  les  côtés  soient  respectivement  parallèles  à  ceux 
du  premier,  en  soient  également  éloignés  et  comprennent  entre   eux  une 

3 
aire   égale  aux  —  de  l'aire  du  triangle  proposé.  On  donnera  à  un  milli- 

4 
mètre  près  la  distance  qui  sépare  les  côtés  parallèles. 

Ao/e  de  la  rédaction.  —  Celte  question  a  été  proposée  en  1877  à  l'examen 

écrit  de  l'École  forestière. 


CONCOURS  DE  18S2. 

Logiqae  (sciences). 

!•  Étant  données  deux  droites  AA'  et  BB'  qui  se  coupent,  et  un  point  C 
situé  sur  la  bissectrice  CO  de  l'un  des  angles  qu'elles  forment,  on  mène 
parle  point  C  une  sécante  quelconque  et  des  points  D  et£où  elle  rencon- 
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tre  les  droites  données  on  abaisse  sur  la  bissectrice  GO  les  perpendiculaires 
DF,  EG;  puis  ayant  déterminé  le  milieu  H  de  la  distance  CO,on  décrit  une 
circonférence  sur  GH  comme  diamètre.  On  demande  le  lieu  des  intersections 
de  celte  circonférence  avec  la  perpendiculaire  DF.  (Voir  1"  vol.,  quest.  prop. 
13,  sol.  p.  61). 

2"»  Par  un  point  quelconque  pris  dans  l'intérieur  de  la  base  d'une  pyra- 
mide régulière,  on  élève  une  perpendiculaire  sur  cette  base;  cette  perpen- 
diculaire rencontre  toutes  les  faces  latérales  de  la  pyramide  prolongées  au 
b3soin.  On  demande  de  démontrer  que  la  somme  des  dislances  des  points 
de  rencontre  au  plan  de  la  base  est  une  quantité  constante. 

Logique  [lettres). 

!•  Sur  les  diagonales  AC,  BD  d'un  parallélogramme  ABCD  on  construit 
deux  rectangles  CAEF,  BDGA  dont  les  bases  EF,  GH  rencontrent  le  côté 
AB  en  un  même  point  I  On  propose  de  démontrer  que  la  somme  des  sur- 
faces de  ces  deux  rectangles  équivaut  à  celle  du  parallélogramme. 

2»  Dans  une  sphère  qui  a  l^^l^  de  diamètre  on  inscrit  un  cylindre  de 
1",05  de  hauteur.  On  demande  le  volume  de  ce  cylindre  à  0"'%01  près. 


CONCOURS  DE  1833. 

Logique  (sciences). 

1»  Étant  donnés  dans  un  même  plan  deux  polygones  semblables,  trouver 
dans  le  plan  un  point  tel  que  les  droites  menées  de  ce  point  à  deux  som- 
mets homologues  quelconques  fassent  entre  elles  un  angle  constant. 

2*  On  donne  deux  tétraèdres  ABCD,  abcd  tellement  choisis  que  les  droites 
AOf  Ce,  Dd  qui  joignent  deux  à  deux  les  sommets  homologues  concourent 
en  un  même  point.  On  demande  de  démontrer  que,  si  les  faces  corres- 
pondantes se  coupent,  les  quatre  droites  d'intersection  sont  dans  un  même 
plan. 


Logique  [lettres]. 

1*  Calculer  à  un  millimètre  près  le  rayon  d'un  cercle  sachant  que  si  ce 
rayon  augment^iit  d'un  centimètre,  l'aire  du  cercle  augmenterait  d'un  mètre 
carré. 

2*  Étant  données  trois  droites  parallèles  mais  non  situées  dans  le  même 
plan,  on  porte  sur  l'une  d'elles  une  distance  AB  égale  à  une  longueur  don- 
née et  l'on  prend  arbitrairement  un  point  C  sur  la  seconde  et  un  point  D 
sur  la  troisième.  Considérant  la  pyramide  triangulaire  qui  a  pour  sommets 
les  quatre  points  A,B,C,D,  on  propose  de  démontrer  : 

1*  Que  le  volume  de  la  pyramide  est  indépendant  de  la  position  des  points 
G  et  D  sur  la  droite  où  ils  se  trouvent; 

2*  Que  ce  volume  est  proportionnel  à  la  longueur  AB; 

3«  Qu'il  reste  le  même  quelle  que  soit  celle  des  trois  pairallèles  sur  les- 
quelles on  porte  la  longueur  AB. 
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BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES  COMPLET 


ACADÉMIE  DE  RENNES 

12  aviil  1877. 

—  Quel  rayon  faut-il  donner  à  une  circonférence  pour  que  le  segment 
AwiB  qui  répond  à  l'angle  au  centre  de  loo*  26'  36"  ait  une  surfdce  de 
3mq  2566. 

Conditions  d'équilibre  du  treuil.  Rapport  entre  la  puissance  et  la  résistance. 
Calculer  le  travail  des  deux  forces  quand  le  treuil  tourne  d'un  angles 
donné  très-petit. 

—  Trouver  le  poids  de  i58  centimètres  cubes  d'acide  carbonique  à  la 
température  de  32*  et  sous  la  pression  H  =  o'*,752;  coefficient  de  dilatation 
de  l'acide  carbonique  =  o,oo366;  densité  de  l'acide  carbonique  =3  1,52; 
poids  du  litre  d'air  =  i  gramme  3. 

Session  de  juillet  1877. 

—  Calcul  de  «. 

Résoudre  le  système  des  équations  : 

mxy  —  x^  —  y*  =  I 
fn[ay  -\-  bx)  —  2(02;  -\-  by]  =  o 
dans  lequel  les  quantités  a  et  6  sont  données  par  la  relation  : 

mab  —  a'  6^  =  I 

—  Une  sirène  dont  le  disque  a  16  trous  est  à  l'unisson  avec  un  diapa- 
son qui  fait  5i2  vibrations  à  la  seconde.  Elle  fait  4  tours  pendant  qu'un 
pendule  accomplit  une  ONCillation.  On  demande  quelle  est  la  longueur  de 
ce  pendule. 

—  On  donne  un  cercle  de  rayon  R  et  un  point  A.  situés  à  la  distance  OA  = 
a  du  centre  0.  On  joint  le  point  A  à  un  point  M  de  la  circonférence  par  la 
ligne  AM  faisant  avec  AO  un  angle  MAO  =  g».  En  écrivant  l'expression  du 
carré  du  côlé  OM  dans  le  triangle  OMA,  on  obtient  une  équation  qui  per- 
met de  calculer  )AM  s  a;  au  moyen  de  R,  de  a  et  de  <>>.  —  Interpréter  la 
2"«  racine.  —  Valeur  limite  de  AM  lorsque  on  donne  À  l'angle  «•>  toutes 
les  valeurs  possibles. 

Énoncer  les  lois  de  Kepler.  —  D.^ûnition  de  la  révolution  sidérale  et  de 
la  révolution  synodique  des  planètes.  —  Établir  la  relation  qui  existe  entre 
les  durées  de  ces  2  révolutions  pour  une  planète. 

7  novembre  1877. 

Recherche  du  plus  petit  multiple  commun  à  plusieurs  nombres. 

2.  —  On  donne  les  projections  d'un  point  A  et  les  deux  traces  d'une 
droite  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Déterminer 
les  projections  et  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  sur 
la  droite  donnée.  (On  accompagnera  l'épure  d'une  explication  très-succincte. 
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3.  —  On  met  i  kilogr.  d'eau  à  4»  en  contact  avec  une  atmosphère  indé- 
finie de  gaz  ammoniac  sec  et  pur  à  6oo""  de  pression.  Quel  sera  le  poids 
de  cette  eau  après  quelle  sera  saturée  de  Az  E\  Le  coefficient  de  solubi- 
lité du  gaz  à  4"  est  670  et  la  densité  du  gaz  à  o  est  à  760—  =  0,591. 

2  novembre  1877. 

1.  —  Calculer  la  longueur  de  la  corde  commune  à  deux  circonférences 
de  rayons  a  et  6,  el  pour  lesquelles  la  distance  des  centres  égale  c.  Examiner 
le  cas  ou  a  =  3,  6  =  4,  c  =  5. 

2.  —  Expliquer  pourquoi  dans  la  table  trigonométrique  les  tangentes  et 
les  cotangentes  ont  môme  différence  tabulaire.  —  A  quoi  servent  ces  diffé- 
rences? —  Quelle  est  la  cotg.  de  i47«'  28'  34"  2. 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


ACADÉMIE  DE  CLERMONT. 

Session  de  novembre  1877. 

L'axe  d'un  cône  fait  un  angle  de  3o»  avec  la  génératrice;  on  place  à  l'in- 
térieur du  cône  une  sphère  de  rayon  i  touchant  le  cône  suivant  un  cercle. 
On  demande  le  rayon  du  cercle  de  contact. 

Démontrer  que  le  produit  de  deux  nombres  est  égal  au  produit  de  leur 
plus  petit  multiple  par  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

Réduire  plusieurs  fractions  à  leur  plus  petit  commun  dénominateur. 

Résoudre  et  discuter  l'équalion  : 

2  sin  3x  —  3  sin  ix  =  m  sin  a; 

—  Dans  quel  rapport  doivent  être  les  volumes  d'une  montgolfière  et  d'un 
aérostat  pour  avoir  la  même  force  ascensionnelle  dans  de  l'air  à  o*  et  sous 
la  pression  de  7Ô0  millimètres.  La  montgolfière  est  remplie  d'air  à  ibo' 
et  l'aérostat  de  gaz  de  l'éclairage  à  i5*.  Le  poids  normal  d'un  litre  dair 
est  I  gr.  3  décig.  La  densiié  du  gaz  de  l'éclairage  est  o,56,  le  coefficient 
de  dilatation  des  gaz  o,oo36G. 

On  circonscrit  à  une  circonférence  un  parallélogramme  ;  démontrer  : 
1"  que  ce  parallélogramme  est  un  losange  ;  2**  que  la  figure  formée  en  joignant 
les  points  de  contact  est  un  rectangle  ;  3*  que  le  produit  de  la  surface  du 
parallélogramme  par  celle  du  losange  est  constant,  trouver  le  minimum  de 
Tune  et  le  maximum  de  l'autre;  4**  que  si  l'on  fait  tourner  le  losange  et  le 
rectangle  autour  de  l'une  des  diagonales  du  losange,  le  produit  des  deux 
volumes  engendrés  est  constant,  trouver  le  minimum  de  l'un  et  le  maximum 
de  l'autre. 
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FACULTÉ  DE  GAEN. 

Composition  du  20  JaiUet  1877. 

—  1*  Soit  M  un  point  quelconque  d'une  parabole,  P  la  projeetion  de  M 
sur  l'axe  de  la  courba,  N  le  point  où  la  normale  en  M  rencontre  Taxe,  S  le 

Hp: 

sommet  de  la  courbe;  démontrer  que  la  longueur  PN  et  le  rapport 


SP 

sont  des  quantités  constantes.  Calculer  le  rayon  d'un  cercle  tangoit  i  la 
parabole,  ayant  son  centre  sur  l'axe  et  passant  par  un  point  donné  de  cet 
axe.  On  admettra  comme  démontrée  l'égalité  entre  les  angles  qu'une  tan- 
gente fait  avec  l'axe  et  avec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact. 

2*  Qu'appelle-t-oQ  vitesse  d'un  point  qui  a  un  mouvement  varié?  si  le 
chemin  parcouru  croit  proportionnellement  au  cube  du  temps  compté  à 
partir  d'une  certaine  époque,  comment  varie  la  vitesse? 

—  Dans  un  ballon  de  lo  litres  et  à  2o*,  on  introduit  :  1*  i5  litres  de 
chlore  à  lo"  sous  une  pression  de  700  mm.;  2*  3o  litres  d'hydrogène  à  12* 
sous  une  pression  de  700  mm.;  3"  5oo  grammes  d'eau.  On  demande  :  1*  la 
pression  finale  dans  le  ballon,  sans  tenir  compte  de  la  tension  de  la  vapeur 
d'eau;  2*  le  poids  des  gaz  qui  s'y  trouvent  enfermés. 

Composition  du  7  novembre  1877. 

—  1"  On  donne  dans  un  quadrilatère  une  diagonale  et  les  angles  qu'elle 
forme  avec  les  côtés;  calculer  lautre  diagonale.  Déduire  de  la  formule 
générale  et  traiter  directement  le  cas  où  les  angles  adjacents  sont  égaux 
deux  À  denx. 

%•  Calculer  la  résultante  de  trois  forces  respectivement  égales  à  3,  4,  5 
kilogrammes  et  dirigées  suivant  les  arêtes  d'un  trièdre  rectangle. 

—  Combien  faut-il  décomposer  de  chlorure  de  sodium  par  l'acide  sulfurique 
pour  obtenir  5  litres  d'acide  chlor^ydrique  mesuré  à  la  température  de  o*, 
et  sous  la  pression  de  760  mm.? 

Densité  du  chlore  =  2,44. 
Densité  de  l'hydrogène  =  0,0692. 


EXAMENS  DE  ROUEN. 

12  juiUet  1877. 

1.  —  On  donne  les  éléments  suivants  pour  déterminer  un  triangle  AfiC, 
savoir  : 

B  —  C  =  58*  23'  29"  5, 
log  6  =  3,4  287591, 
log  c  =  3,0  006764. 
On  demande  de  calculer  le  côté  a  et  les  angles  B,  C,  A. 
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CONCOURS  DE  SAINT-CYR.  —  1878, 


Composition  en  mathématiciaes.  —  3  henrea. 

1"  Question.  (Calcul  logarithmique). 

Calculer  la  surface  S  donnée  par  la  formule 

S  =  2«R*  {cos<f  —  sin  <p) 
dans  laquelle  R  =  79",575  et  (f  =  23®  27'  22".  —  (Nota.  — 
La   valeur  de  S  représente  la  surface  de  la  zone  tempérée,  à 
Véchelle  de  la  carte  de  France.) 

On  transformera  d'abord  cos  9  —  sin  9,  de  la  manière  sui- 
vante : 

cos  <p  —  sin  9  =  sin  (90  —  9)  —  sin  9 

=  2C0S  45  sin  (45  —  9) 
d'où  Ton  déduit  : 


donc 


S  = 

=  41CR*  cos  45  sin 

(45  -  ç) 

-  ? 

=  21"  32'  38" 

■;et 

log  4  : 

—  0,602.0600 

log  % 

=  0,497.1499 

logR: 

=  1,900.7766 

logR 

—  1,900.7766 

log  COS45 

1,849.4850 

log 

sin  (45  —  <p) 

—  1,564.9190. . . 

....  8^64 

log  S 

=  4,315.1671 

420 

S 

=  20661,75 

.  I67I 
i5i3 
i58 
1477 

(533) 


io3 

On  donne  les  trois  côtés  ^  ,  /.  d'^i^  triangle,  et  Von  suppose 
a  >  b  >  c.  Déterminer  i  \  l^»  \^n  x  qu'il  faut  retrancher  de 
chaque  côté  pour  que  le  i^  mI^O^  ^^  aurait  pour  côtés  a  —  x, 
b  —  X,  c  —  X,  soit  ^^t^r^/ilf  ^    piscussion  sommaire. 


V 
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L'équation  qui  détermine  x  est,  en  tenant  compte  des 

conditions  de  l'énoncé, 

(a  —  X)*  =  (b  —  xy  +  (c  —  x)*. 
La  quantité  sous  le  radical  se  réduit  à 

2  (a  —  b){a  —  c) 
elle  est  positive,  puisque  Ton  a  supposé 

a  —  6>o,    a  —  c>o 
donc  les  racines  sont  toujours  réelles. 

Discussion.  —  L'équation  développée  se  met  sous  la  forme 
x'^  —  2x{b  4-  c  —  a)  +  6*  +  c*  —  a*  =  o. 

La  somme  des  racines  est  essentiellement  positive,  puis- 
que 6,  c,  a  sont  les  côtés  d'un  triangle.  Le  produit  sera 
positif  ou  négatif  suivant  que  6*  -f-  c*  sera  supérieur  ou 
inférieur  à  a',  c'est-à-dire  suivant  que  l'angle  en  A  sera 
aigu  ou  obtus.  Donc  il  pourra  y  avoir  deux  racines  posi- 
tives, ou  une  racine  négative  et  une  racine  positive.  —  La 
racine  négative  s'interprète  immédiatement  par  le  change- 
ment de  0?  en  —  x  dans  l'équation  ;  elle  est  donc  admissible 
au  môme  titre  que  la  solution  positive. 

Considérons  le  cas  oîi  les  deux  racines  sont  positives;  il 
faut,  pour  que  ces  racines  soient  admissibles,  qu'elles  soient 
inférieures  à  c.  En  portant  cette  condition  dans  la  valeur  de  x. 
on  voit  que  la  valeur  qui  contient  le  signe  —  devant  le 
radical  convient  seule.  Si  elle  est  positive,  elle  répond  donc 
à  la  question.  Quant  à  la  valeur  précédée  du  signe  -f , 
elle  convient  à  l'équation 

(a  —  xy  =  (b  —  xy  +  (ce  —  c)« 
ou  à  l'équation 

(a  —  xy  =  (x  —  by  +  (x  —  c)S 
équations  qui  ne  dilTèrent  pas  de  la  proposée,  mais  qui  per- 
mettent de  supposer  que  x  peut  être  supérieur  à  c,  et  même 
à  6;  la  valeur  x,  en  effet,  est  toujours  inférieure  à  a,  car 

en  posant    b  -\-  c  —  a-{-    r  2(a  —  b){a  —  c)  <  a, 
on  trouve  après  réduction 

(a  —  by  +  (o  —  c)*  >  o 
condition    toujours    remplie.  On  peut    voir    facilement    à 
quels    problèmes    voisins    du   premier,    correspond    cette 
racine. 
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3«  Question. 

On  donne  un  triangle  équilatéral  ABC.  Mener  par  le  point  0, 
milieu  de  BG,  utie  sécante  qui  rencontre  en  M.  le  côté  AB,  et 
en  N  le  prolongement  du  côté  AG,  et  qui  soit  telle  que  la  somme 
des  aires  des  triangles  0MB,  ONG  soit  égale  à  l'aire  du  triangle 
ABG*. 

Par  le  point  M,  menons  une  parallèle  MM'  à  la  base  BG. 
Le  triangle  M'OG  sera  égal  au  triangle  MOG.  Donc  on  devra 
avoir  OGN  +  OGM'  =  2OGA 

or,  ces  trois  triangles  ont  môme  sommet  0,  leurs  bases  sur 
une  même  ligne  droite.  Donc  on  doit  avoir 

GN  +  GM'  =  2AG  =  2a. 
Posons  BM  =  CW  =  X  ; 

GN  =  y. 
On  aura  la  première  équation 

X  -{-  y  =  2a 
Menons  par  le   point  G  une  parallèle  GH  à  AB,  rencon- 
trant ON  au  point  H,  les  deux  triangles   OGH,  OBM   sont 
égaux,  on  en  déduit  GH  ==  ce.  Or,  les  deux  triangles  sem- 
blables HGN,  MAN  donnent 

a — X        o  +  î/ 
On  en  déduit      ax  —  ay  —  2xy  =  o 
La  première  donne    x  =  2a  —  y. 
En  remplaçant  x  par  sa  valeur,  on  a,  après  réduction 

2/'  —  ay  —  a»  =  o 

d'où  Ton  tire  t/  =  —  (i  ±  v'5) 

La  valeur  positive  convient  au  problème  tel  qu'il  a  été 
posé,  et  nous  montre  que  le  point  N  correspond  à  la  seconde 
solution  do  la  division  du  côté  CA  en  moyenne  et  extrême 
raison.  La  valeur  négative  vxçut  ^^^^  interprétée;  elle  nous 
donne  un  point  N  sur  AQ^  ^  ,g  point  M  sur  le  prolongement 
de  AB.  Si  Ton  demande  l^^  \,  \  ait 

Le  lecteur  est  prié  de  /a  j  ^ 
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et  que  l'on  répète  absolument  les  raisonnements  et  les  cons- 
tructions précédentes,  on  en  tire  facilement  les  deux  équations 

X  —  y  =  2a 
X      _       y 

X  —  a  a  —  y 
qui  ne  différent  des  précédentes  que  par  le  changement  de 
y  en  —  y.  Donc  l'équation  finale  ne  différera  de  l'équation 
précédente  que  par  le  changement  de  y  en  —  y,  et  par  suite 
la  valeur  absolue  de  la  solution  négative  conviendra  à  ce 
cas. 

Épure  de  géométrie  descriptlTa. 

On  donne  un  plan  PaP'  dont  les  traces  font  avec  la  ligne  de 
terre  XY  des  angles  PaX  =  45*,  et  P'aX  =  36**  (te  point  a  étant 
situé  à  droite  et  à  100  millimètres  du  point  m,  miUeu  de  la 
ligne  de  terre),  —  On  donne  en  outre  un  point  S  situé  dans  le 
plan  PaP',  à  42  millimètres  en  avant  du  plan  vertical  de  pro' 
jection  et  à  45  millimètres  aurdessu^  du  plan  horizontal.  Ce  point  S 
est  le  sommet  d'un  tétraèdre  S  ABC  qui  s' appuie  par  sa  base  ABC 
sur  le  plan  horizontal  de  projection,  V angle  solide  S  est  trirec- 
tanglCy  le  plan  de  la  face  SAB  du  tétraèdre  est  parallèle  à  la 
ligne  de  terre,  et  la  face  SBC  est  dans  le  plan  PaP'.  —  Cela 
posé,  on  demande  :  1**  de  construire  les  projections  du  tétraèdre: 
^  de  prendre  les  points  0  etl,  milieux  des  arêtes  opposées  AG  et 
SB,  et  de  tirer  la  droite  01;  3**  de  mener  par  cette  droite  01  un  plan 
faisant  un  angle  cfc  33°  avec  Varéte  SB;  A^  de  construire  les 
projections  de  la  section  faite  dans  le  tétraèdre  par  ce  plan. 

(KolntloÂ. 

(L'épure  ci-jointe  a  été  réduite  à  la  moitié  des  données.) 

1"  Le  point  S  est  d'abord  déterminé  par  l'intersection  de 
la  ligne  de  niveau  du  plan  situé  à  45  millimètres  au-dessus 
du  plan  horizontal  et  de  la  ligne  de  front  menée  à  42  milli- 
mètres en  avant  du  plan  vertical.  L'une  des  faces  du 
tétraèdre  étant  dans  le  plan  PaP',  l'arête  SA  est  perpen- 
diculaire  à  ce  plan,  et  par  suite  on  a  immédiatement  ses  pro- 
jections; sa  trace  horizontale  A  est  un  des  sommets  du 
tétraèdre.  La  face  SAB  a  par  suite  sa  trace  horizontale  parai- 
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lële  à  la  ligne  de  terre  et  passant  par  le  point  A.  L'intersec- 
tion de  cette  ligne  avec  Pa  nous  donnera  le  sommet  B,  et 
enfin  Tarête  SG,  perpendiculaire  à  la  face  ASB^  se  projette 
suivant  une  perpendiculaire  à  AB,  ce  qui  nous  donne  le  point 
C,  à  l'intersection  de  cette  perpendiculaire  issue  du  point  S 
avec  la  droite  Pa.  Nous  avons  donc  ainsi  la  projection  hori- 
zontale du  tétraèdre,  et  nous  en  déduisons  immédiatement 
sa  projection  verticale.  —  Remarquons  en  passant  que,  le 
tétraèdre  étant  trirectangle,  la  projection  horizontale  du 
sommet  est  au  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle 
de  base,  situé  dans  le  plan  horizontal. 

S^  La  droite  01,  passant  par  les  milieux  des  arêtes  AG  et 
SB,  ses  projections  passent  respectivement  par  les  milieux 
des  projections  de  ces  droites ^ 
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3®  Le  plan  mené  par  la  droite  01,  faisant  avec  SB  un  angle 
de  33°,  est  tangent  au  cône  de  révolution  ayant  IS  pour  axe 
et  pour  demi-angle,  au  sommet,  Tangle  de  33^  Si  Ton  cherche 
la  trace  de  ce  cône  sur  le  plan  ASC,  perpendiculaire  à  IS, 
cette  trace  sera  un  cercle  dont  on  détermine  facilement  eu 
SjK  le  rayon.  Du  reste,  en  faisant  tourner  le  plan  ASC  autour 
de  AG  pour  le  rabattre  sur  le  plan  horizontal,  le  point  S  se 
rabattra  en  Sj,  au  point  de  rencontre  d'une  circonférence 
décrite  sur  AC  comme  diamètre  et  du  prolongement  de 
Tarôte  BS,  d'après  la  remarque  faite  précédemment.  Le 
point  0  ne  changeant  pas,  on  aura  le  rabattement  de  la 
trace  du  plan  cherché  sur  le  plan  ASC  en  menant  par  le 
point  0  une  tangente  au  cercle  décrit  de  S,  comme  centre 
avec  SjK  pour  rayon.  —  Il  y  a  deux  solutions,  nous  n'en 
avons  tracé  qu'une  pour  ne  pas  surcharger  l'épure. 

4**  En  relevant  la  tangente  0/),,  nous  aurons  l'intersec- 
tion du  plan  précédent  avec  une  des  faces  du  tétraèdre. 
Pour  obtenir  rapidement  ce  relèvement,  je  prendrai  immé- 
diatement le  point  p,  d'intersection  de  la  droite  Op,  avec 
l'arête  SG,  rabattue  en  S,C,  et  je  relèverai  ce  point  par  la 
méthode  ordinaire.  Pour  avoir  sa  projection  verticale,  je 
ramènerai  l'arête  SG  à  être  de  front,  ce  qui  me  donnera  le 
point  (pi  pi'),  que  je  ramènerai  en  p',  en  menant  par  p/  une 
parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Le  point  (*,i')  est  du  reste  un 
•  point  de  l'intersection.  Pour  trouver  le  point  (q,q)  je  cherche 
les  traces  des  deux  lignes  de  front  du  plan  ;  je  fais  passer 
Tune  par  le  point  0,  et  l'autre  par  le  point  (p^p);  cette 
dernière  a  pour  trace  le  point  n;  la  ligne  no  est  la  trace 
horizontale  du  plan,  et  par  suite,  en  la  prolongeant  jusqu'au 
point  q  où  elle  rencontre  AB,  on  a  le  quatrième  sommet  du 
quadrilatère  de  section.  Il  suffira  pour  avoir  les  projections 
verticales,  de  mener  des  lignes  de  rappel  par  les  projections 
horizontales.  A.  M. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTION  84. 

Slolatlon  par  M.  Vautré,  élève  du  Grand  Séminaire  de  Saint-Dié. 

La  somme  des  n  premiers  nombres  de  la  forme  i  +  3n  (n  —  i) 
est  égale  au  cube  de  n.  (Brocot.) 

Les  n  premiers  nombres  de  la  forme  indiquée  sont  : 
I  -)-  3.2.1  =  I  -}-  6. 


I  -|-  3.3.2  =  I  -(-  6. 


2 

2.3 


I  +  3.  n(n  —  i)  =  I  +  6  -^^ -. 

Si  Ton  additionne  les  seconds  membres,  on  voit  que  la 
somme  S  des  premiers  est 

Les  crochets  renferment  la  somme  des  n  —  i  premiers 

nombres  triangulaires.  Cette  somme  est  -^ . 

Portant  cette  valeur  dans  (1)  il  vient 

S  =  n  +  n{7i  —  i)  (/i  +  i)  =  n';  c.q.f.d. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Perrin,  de  Clermont-Fer- 
rand;  J.  B.,  au  lycée  Ctiarlemagne;  Marcelin,  Leblanc,  à  Cherbourg;  Hugen- 
tobler,  à  Boppelsen;  Jordan,  à  Montpellier;  Menand,  à  Dijon. 


QUESTION  92. 
liolatlon  par  M.  Demortain,  élèv6  de  l'École  communale  de  Doullens. 

Si  a  et  b  sont  deux  nombr^c  pr^^^^  ^^^^  ^^^)  ^'^^  P^^^'  ^^ 
l'autre  impair,  la  diffëren^s  j^  leurs  carrés  ne  peut  être  un 
carré  que  si  a  -{-b  et  a  ^  ^^i  mocr-mémes  des  carrés  par- 
faits. P 


I 


—  186  -- 

Je  dis  d'abord  que  a  +  6  et  a  —  b  sont  premiers  entre 
eux.  En  effet,  s'ils  n'étaient  pas  premiers  entre  eux  ils  ad- 
mettraient un  facteur  premier  commun  qui,  divisant  a  -{-  b 
et  a  —  6,  diviserait  leur  somme  2a  et  leur  différence  26.  Ce 
ne  saurait  être  2,  puisque  l'un  des  deux  nombres  a  ou  6 
étant  impair  et  l'autre  pair  a  -{-  b  o\i  a  —  6  est  impair;  ce 
ne  saurait  être  alors  qu'un  facteur  commun  à  a  et  à  b;  mais 
ces  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux  par  hypothèse, 
donc  a  -|-  6  et  a  —  b  sont  premiers  entre  eux.  Leur  produit, 
qui  donne  a'  —  6*,  ne  pourra  être  carré  parfait  que  si  a  -f-  ^ 
et  a  —  b  sont  eux-mêmes  carrés  parfaits;  car  s'il  en  était 
autrement,  le  produit  des  facteurs  premiers  de  a  +  6  et  de 
a  —  6  qui  sont  différents,  a  -}-  6  et  a  —  6  étant  premiers 
entre  eux,  et  dont  tous  les  exposants  ne  seraient  pas  pairs, 
n'aurait  pas  tous  les  exposants  de  ses  facteurs  premiers 
pairs  et  par  conséquent  ne  serait  pas  carré  parfait. 

Corollaire.  —  Les  carrés  égaux  à  la  somme  de  deux 
autres  sont  tous  donnés  par  la  formule  suivante  dans  laquelle 
X  eiy  désignent  des  nombres  entiers  quelconques 

Nota.  —  MM.  Vautré,  de  Saint-Dié;  Lamy,  de  Cherbourg,  ont  résolu  la 
même  question. 


QUESTION  101. 
Solailon  par  M.  Hugentobler,  de  Boppelsen  (Suisse). 

Étant  donné  le  carré  ABDE,  sur  la  diagonale  AD,  je  prends 

AD 
le  point  G  tel  que  CD  =  —  y  je  joins  BG  et  je  forme  le  tri- 
angle ABC.  On  demande  de  démontrer  en  adoptant  les  notations 
ordinaires  y 
10  tgA=  I,  tgB=2,  tgC  =  3; 

*>  surf  ABC  =  b*  —  a*  =  y . 

En  considérant  les  segments  des  côtés  et  des  hauteurs. 
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3»  AB'  =  3B'C,  AC  =  aCB,  GA'  =  1  A'B; 

4»  AO  =  50A',  BO  =  îOB',  GO  =  OC. 
En  prenant  le  triangle  A'B'G'  formé  par  les  pieds  des  hauteurs 
de  ABG, 

£  _  bl  _  a' 
3  ~  4   ""T' 

6"  aire  A'B'G'  =  -[■   aire  ABG; 

7**  Le  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle  A'B'G'  est  le  — -    de 
celui  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  (Gambey.) 

1®  Dans   le  triangle  ABG   l'angle   A  étant  de  45®,  on  a 

P    tg  A  =  tg  45®  ^  I .  Le  triangle  rectangle 
C'GB  donne 

GG'  =  G'B  tg  B, 
d'oh  tgB=GG\ 

G'B' 


B    or 


oc=!f5,.CB=^ 


donc 


tg  B  =  —.3  =  2. 


BB' 


Enfin  lé  triangle  rectangle  B'BG  donne  tg  G  =  ^^ 
comme  BB  = ^^—  et  GB  =  — r-î—  ,  on  a 


et 


.    r.       ABV2 
tgC  = 1-  X 


2<»  On  a  surf  ABG  = 


2  AB  V2 

bc  sin  A 


-=r  =  3. 


2 


;  (1) 


de  plus  a*  =  6'  +  C  —  26c  cos  A,  ou  en  remplaçant  bc  par 
sa  valeur  tirée  de  (1)  et  ^ésig^^^^  ^^^  ^  ^^  surface  du  tri- 
angle ABG  ;         û*  ==  6^    L  C*  "^  ^^  ^^^^  ^" 

On  trouverait  de  ix^a     n 

*'^    ^e      î^4ScolgB. 

Retranchons  la  p^    ^\Jt^^  Ae  ^^  seconde  de  ces  égalités, 
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on  a  6«  _  a»  =  2S  (cotg  A  —  cotgB)  ; 

or  cotg  A  =  I ,  cotg  B  =  — -;  donc 

fe«  —  a«  =  S. 
On  a  encore  S  = ;  or  CG  =  —  ;  donc  S  =  —  . 

3»  Les  deux  triangles  rectangles  AB'B  et  BB'C   donnent 

BB'  =  AB'  tg  A,  BB'  =  BC  tg  G,  d'où  AB'  tg  A  =  B'C  tg  C, 

et  en  remplaçant  les  tangentes  par  leurs  valeurs 

AB'  =  3B  G. 

On  aurait  de  la  même  manière 

AG'  tg  A  ==  G  B  tg  B, 

ou  AG'  =  2GB', 

et  GA  tg  G  =  AB  tg  B 

ou  3GA'  =  2A'B 

2 
ou  enfin  GA'  =  -z-  AB. 

¥  Les  deux  triangles  rectangles  AA'G  el  OAG'  donnent  : 
AA'  =  AG  tg  G,  OA'  =  AG  tg  (90  —  B)  =  AG  cotg  B 

A  A  OA 

dou  -7-77-  =  r~ô-- 

tgG  cotgB 

AA' 
ou  -^^  =  30A 

2 

et  AA'  =  60A' 

Retranchant  OA  des  deux  membres,  on  a 

OA  =  50A'. 

Les  triangles  AOB',  ABB'  donnent  pareillement 

'  BB'  =  30B' 

et  en  retranchant  OB'  des  deux  membres 

OB  =  2OB'. 

Enfin  les  triangles  GG'B  et  OC'B  donnent 

GG'  =  2OG,  ou  GO  =  OG'. 

5°  Les  triangles  BG'B'  et  BGG'  donnent 

a  cos  A     ^^,  ^ 

W  =  -^;rT'^^  =acosB 

donc  à  z=i  a  cos  A 
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de  même  b'  =  b  cos  B 

c   =  ç  cos  G 
Remplaçant  dans  ces    expressions  les    cosinus   par   les 
tangentes,  il  vient  : 

abc 

"  ""  v^i   +  tg^A'         ~  4\  +  tg»B'         ""  V^i    +  tg*G' 

c    V    5       -,  2C   V    2         ,  C 

OU  a  =  — 7=.,  0  = ■ ■   ,  c  = 


3  v^  2  3  VT  V^  lo 

Résolvons  par  rapport  à  c  et  simplifiant,  on  a 

i2a'  =  i56'  =  2oc' 
et  en  divisant  par  6o  on  obtient 

c  b  a 


6^  Comme  les  hauteurs  du  triangle  ABC  sont  les  bissectrices 

des   angles  du   triangle  A'B'C  et    que  les  moitiés  de   ces 

angles  sont  égales  à  90°  —  A,  90°  —  B,  90®  —  C,  on  a 

A'  =  180  —  2A 

mais  2A  =  90°  donc  A'  ==  90®  et  par  suite  le  triangle  A'B'G  ' 

b'c' 
est  rectangle  en  A'  ;  sa  surface  S'  =  et,   d'après   les 

AC  2C'*  c* 

résultats  de  S**,  b'  =  --V-  donc  8'=  — ; — ;  mais  c'*  =  — — 

à  â  10 

c* 
donc  S'  =  — —.  En    comparant  cette  formule   au  dernier 

c*  S 

résultat  de  2^,  S  =  — r— ,  on  trouve  S'  =  -—•. 

3  5 

7®    Le    ra^^on   du    cercle    circonscrit   au   triangle    ABC 

est  R  =  — 5—  ou  R  =  — 2 — ,  en  remplaçant  a,  b  et  S  par 
40  o 

leurs  valeurs  en  fonction  de  c.  D'autre  part  le  rayon  r  du 
cercle  inscrit  au  triangle  rectangle  A'B'G'  est  r  =  p'  —  a' 
p  étant  le  demi-périmètre  du  triangle  A'B'G'.  Si  nous  ajoutons 
les  résultats  de  5® 

c  +  b'  ..     a     ^    P'    _    C 


fj:-4-= 


3+4^'    6  3 


ou  p  = 
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6c'     _       6c 
3      ~  J_^T^     _ 

donc  p-a-  =  -^-^   -    ''>l^_  =  .^vîô  =  ^ 

3  V'O  3v/2  3.10 

Comparant  R  et  r  on  trouve 

R 

—  =  '•• 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Gelinet,  d'Orléans;  Bacy, de 
ChAteauroux;  Vautré,  de  Saint-Dié;  Leyi ,  de  Nancy;  Hoc,  de  Longifj; 
Leblanc,  Marcelin,  de  Cherbourg;  Cordeau,  école  Lavoisier;  Menand,  de 
Dijon;  Isay,  de  Nancy;  Clerget,  pensionnat  Saint-Louis,  Saint-Etienne;  Cher- 
sey,  collège  Chaptal;  Demortain,  de  DouUens;  Garnier,  lycée  Saiot-Louis; 
Laclette,  à  Pau;  Malesset,  à  Poitiers;  Reuss,  à  Belfort. 


AVIS 


1 .  —  Nous  avons  eu  soin  de  prévenir,  dès  le  début  de  notre  publication, 
que  nous  ne  proposerions  dans  le  journal  que  des  questions  dont  nous 
connaîtrions  la  solution,  et  que  nous  saurions  être  de  la  force  des  classes 
de  Mathématiques  Élémentaires.  Pour  rester  dans  les  conditions  que  nous 
avons  ainsi  posées,  nous  prions  nos  correspondants  de  vouloir  bien  joindre 
à  renvoi  des  questions  qu'ils  nous  proposent,  au  moins  un  aperçu  de  la 
démonstration.  Cela  nous  permettra  de  nous  assurer  en  même  temps  de 
l'exactitude  de  la  proposition  énoncée,  et  ne  nous  mettra  pas  dans  le  cas 
de  recevoir,  comme  cela  nous  est  déjà  arrivé,  des  questions  dont  l'énoncé 
est  faux.  —  Il  va  sans  dire  qu'en  nous  envoyant  renoncé  réel  des  questions 
de  concours  académiques  et  de  baccalauréat,  nos  correspondants  n'auront  pas 
à  y  joindre  les  solutions,  ces  questions  par  leur  origine  même,  devant  être 
considérées  comme  exactes. 

2.  —  Nous  rappellerons  en  outre  à  nos  lecteurs  que,  pour  nous  faciliter 
le  classement  des  solutions,  il  est  nécessaire  qu'ils  nous  envoient  chaque 
question  sur  une  feuille  séparée,  en  ayant  soin  d'y  faire  adhérer  à  la  gomme 
ou  autrement  la  figure  tracée  avec  des  dimensions  ordinaires,  sur  une  feuille 
à  partj  et  dessinée  avec  beaucoup  de  soin. 

3.  —  Enfin,  un  certain  nombre  de  nos  correspondants  se  plaignent  de 
l'omission  de  leur  nom  à  propos  de  plusieurs  questions  dont  ils  nous  ont 
envoyé  la  solution.  Nous  devons  dire  à  ce  sujet  que,  par  suite  des  néces- 
sités d'impression,  toute  question,  dont  la  solution  se  trouverait  dans  le 
numéro  en  cours  de  publication,  et  qui  nous  serait  envoyée  après  le  2  du 
mois,  ne  pourrait  pas  être  signalée  dans  le  numéro,  et  que  nous  avons  dû, 
à  cause  du  grand  nombre  de  solutions  que  nous  recevons,  nous  imposer 
l'obligation  de  ne  pas  rappeler  les  solutions  des  questions  déjà  insérées.^ 
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Qomme  11  s'écoule  en  général  au  moins  deux  mois  entre  l'énoncé  des  que»^ 
lions  et  la  publication^  des  solutions,  nos  lecteurs  ont,  le  plus  souvent, 
le  temps  nécessaire  pour  résoudre  les  questions  proposées;  si,  du  reste,  la 
question  n'est  pas  résolue  dans  un  numéro,  nos  lecteurs  auront  le  loisir  de 
nous  envoyer  la  solution  après  l'apparition  de  ce  numéro.  —  Enfin,  nous 
rappellerons  que  nous  ne  signalons  que  des  solutions  d'élèves;  nous  invitons 
nos  correspondants  à  vouloir  bien  mettre  très-lisiblement  sur  chaque  ques- 
tion leur  nom  et  celui  de  l'établissement  auquel  ils  appartiennent. 

A.  M. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


114.  —  Dans  tout  triangle,  la  demi-différence  de  deux 
côtés  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances,  sur 
le  troisième,  du  pied  de  la  médiane  à  ceux  de  la  hauteur 
et  de  la  bissectrice  intérieure. 

Si  l'on  remplace  la  bissectrice  intérieure  par  Textérieure, 
il  faut  substituer  la  demi-somme  des  côtés  à  leur  demi-dif- 
férence.  (H.  Lecocq.) 

116.  —  On  donne  un  trapèze  ABCD  par  les  sommets 

duquel  on  mène 
quatre  droites  pa- 
rallèles entre  elles 
jusqu'à  leur  inter- 
section  avec  les 
diagonales  ou  leur 
prolongement.  En 
joignant    consé- 
cutivement les 
points  de  rencontre,  on  obtient  le  quadrilatère  MNPQ. 
1®  Démontrer  que  ce  quadrilatère  est  un  trapèze; 
S^  Que  sa  surface  est  constante;  en  déterminer  la  valeur. 
On  supposera  connus  l'angle  0  et  les  droites  OA,  OB,  OC, 
CD  représentées  respectivement  par  o,  6,  c,  d; 
3®  Que  le  rapport  des  bases  de  ce  trapèze  est  invariable  ; 
4**  Déterminer  à  quelle  posi^^^^  *®  ^^  ®*  ^  quelle  valeur 
de  Tangle  OBQ  répond  l^  j^iniiïium  de  leur  somme. 


\ 


—  192  — 

Démontrer,  en  outre,  que  : 

S^  Les  points  (PQ,  BC),  (MN,  AD)  et  0  sont  en  ligne 
droite  ; 

6^  De  même  les  points  (AB,  MQ),  (NQ,  DC)  et  0; 

7°  De  même  les  points  (AP,  CM),  (NB,  DQ)  et  0; 

8*  Trouver  les  lieux  géométriques  des  points  (AP,  CM» 
et  (NB,  DQ).  (H.  Lecocq\ 

116-  —  Étant  donné  un  triangle  BAC,  on  considère  la 
bissectrice  de  Tangle  A,  et  on  joint  un  point  quelconque  M 
de  cette  bissectrice,  considérée  comme  une  droite  indéfinie, 
aux  sommets  B  et  G.  Étudier  la  variation  du  rapport  de> 
lignes  MB  et  MC.  (de  Lonchamps.) 

117.  —  Dans  un  triangle  rectangle,  on  abaisse  la  per- 
pendiculaire AD  =  h  sur  rhypoténuse  et  l'on  désigne 
par  r  et  r  les  rayons  des  cercles  inscrits  dans  les  trian- 
gles ADB,  ADG,  et  par  R  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans 
le  triangle  ABC. 

Démontrer  les  relations  : 

R«  =  r»  +  r'*;*   R  -f-  r  +  ?-'  =  A.       (Thual.) 

118.  —  Si  l'on  abaisse  d*un  point  0  les  perpendiculairrs 
OD,  OE,  OF  sur  les  côtés  d'un  triangle,  on  a 

-     cotg  ADG  +  cotg  BEA  +  cotg  GFB  =  0. 

(Bretschneider.) 

119.  —  Les  médianes  d'un  triangle  forment  avec  les 
côtés  qu'elles  divisent  en  deux  parties  égales  des  angles 
comptés  dans  le  même  sens  de  rotation,  dont  la  somme  des 
cotangentes  est  nulle.  (Bermann,) 

120.  —  Si  l'on  prend  dans  l'intérieur  d'un  triangle  un 
point  0  tel  que  AGO  =  BAO  =  GBO  =  6,  on  a 

cotg  6  =  cotg  A  -f-  cotg  B  -j-  cotg  G 

(The  Educational  Tîmes.j 
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ÉTUDE  SUR  LES  OPÉRATIONS  DE  L'ARITHMÉTIQUE 

par  F.  R.  A. 
{Suite,  voir  page  161.) 


IX.  Application  de  VExponentation  au  calcul  des  logarithmes. 

Le  logarithme  yalgaire  d*un  nombre  quelconque  est  l'ex- 
posant qui  indique  à  quelle  puissance  il  faut  élever  lopour 
avoir  ce  nombre. 

Il  suit  de  là  que,  pour  obtenir  les  logarithmes  des  nom- 
bres 2,  3,  7,  II,  etc.,  il  suffit  de  résoudre  directement  les 
équations  exponentielles  io«  s=  2,  io«  =  3,  10®  =  7,  etc. 

La  recherche  se  fait  directement  et  isolément  pour  un 
nombre  quelconque. 

7«  eœemple. 

Recherche  du  logarithme  de  2  par  l'équation 

io«  =  2,  d'oh  X  =  2  (:)  10 
Gomme  il  n'y  a  pas  de  division  possible   de  2  par  10,  la 
partie  entière  de  x  est  nulle,  et  l'on  posera  x  =  i/n. 

Et  puisque  i/n  =  2  (:)  10,  il  en  résulte  (prop.  7*  des 
rapports), 

n  ==  10  (:)  2  (voir  calculs  A). 
Le   quotient   10/16   étant  plus  petit 
que   I,   la   dernière  division  est  nulle, 
puisque  10/8  ou  i,25  ne  contient  pas  2 
une  fois. 
On  a  donc 

10 


Calculs  A 


10  (:)   2 
(  10/2  ou  8 
(3\  !  *0/4  ou  2,8 
■  ^{10/8  ou  1,28 
10/16  ou  0,628* 


n  =   3  +  —g-  (:)  2  ou  3  +  i/n' 
n'  =  2  (:)  10/8 


*  Ce  quotient  étant  inférieur  1        la  division  qui  le  donne  ne  compte  pAt^ 

^OUBIIAL  DB  MATH.  1878.  13 
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Chacpie  division  par  10/8  revient  à  une  multiplication  par 
8/10;  ainsi  le  nombre  des  divisions  possibles  de  a  par  io/'8 
revient  au  nombre  des  multiplications  possibles  de  a  par 
8/10,  Unt  que  le  résultat,  qui  est  un  véritable  quotient,  ne 
descendra  pas  au-dessous  de  i . 

Nous  indiquerons  ce  nombre  de  multiplications  possibles 
par  le  symbole  (X),  et  nous  dirons  : 


Calculs  B 


(Calculs  B) 
n'  =  3  4-  1,024  (:)  ^  ou  3  +  i/»" 

10  ^^  *« 

n'  =  ^  (:)  ..024  =  8  ^^)  ,,024 

(Calculs  C) 

n"  =  9  H î^  (:)  1.024  ou  9  +  »/»" 


Calculs  G 


8 


9,9033 


n'"  =  1,024  (:) 


10 


(:)  1,024 


10/8,192 
10/8,388  6 
10/8,589  9 
10/8,798  0 
(9)  { 10/9,001  1 
10/9,223  3 
10/9,444  6 
10/9,671  2 
10/9,908  3 

10/10,141  0* 


(X)  0,990  33** 


9,9033 


s=  1,024 
(Calculs  D) 


n 


itt 


=  2  +  1,004  (••)-r7:;7  *"^  *  +  '/" 


9,903 


.fi/t 


10 


n     = 


■(:)  1,004 


n     = 


acs: 


9,903 

'^ **    (Calculs  E) 

9,903  (X)  1,004 

2  + 

En  rapprochant  les  résultats,  on  troute 
successivement  : 

cc= o  +  iBril4-«io,333  33 


•  Ce  quotieat  étant  inférieur  à  1,  la  division  qui  le  donne  ne  compte  pi» 
**  tant  que  le  résultat  ne  descendra  pas  au-dessous  de  i* 
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Calculs  D 


x=, 


3  +  '    •.    3 

7S01I—— os  0,300  00 


cc=. 


•       •       • 


3  +  1 


3  +  1  .28  ,  ^ 
-w»-r-«io,3oi  o8 
9      93 


x=. 


3  +  1 


Calculs  E 


3+1 


•5~K:)1.004 

/,  X  \  10/9,94 
^  ^  1 10/9,98 
10/1,002  * 


9+1    .    5q 
2      196 


£C  = 


3  +  1 


3  +  1 


9+1 


-Mit-^no,3oi  o3 
2     485 

Cette  dernière  valeur  est   bien  celle    que  donnent  les 
Telles  pour  le  logarithme  de  2. 

*•  exemple. 
Calcul  du  logarithme  de  753,  par  l'équation  io«  =  753. 

X     =  753  (:)  10  (Calculs  A) 

a?      =  2  +  7,53  (:)  10  ou  2  +  i/n 

10 


Calculs  A 


n 


Calculs  B 


n 


10(07,83 
(1)..  10/7,83 
10/86,7  *| 


I  (X)  7,53 

=  î+-p3-(-)7>53ou  i  +  i/n* 

"=7.53(0-^  =7.53 
.      (X)  0,753**      (Calculs  C) 


*  Ce  qudtient  élaot  iiiférW  ig  division  qui  le  donne  ne  compte  pas» 

••  Tant  qoe  le  résultât  hq  ^«^  ^  ^  ^  p,,  au-desious  de  ix 


Calculs  C 


40          II 

753  (:)   ,  ,3 

8,670  i 

4,360  6 

3,21S  1 

(7) 

2,421  0 

1,822  0 

1,372  0 

1,033  1 

0,777  9* 

Calculs  D 


10 


7,53 


(:)  1,033  1 


(8) 


10/7,779  2 
10/8,036  6 
10/8,302  S 
10/8,577  2 
10/8,861  0 
10/9,184  2 
10/9,487  1 
10/9,770  1 
10/10,093  3* 


Calculs  E 


(1)...  1,009  3 
0,986  1  *| 
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n'     =  7  +  i>o33  I  (:) 


lO 


lO 


nr    = 


7»53 


+  i/n 
(:)  i,o33  I 


7»53 


oa  7 


lO 


Calculs  F 


10 


9^,,  C)  1,009 

(i;...  10/9,983 
10/10,046* 


7,53  (+)  i,o33  I 

10 


(**Calc.  D) 


n"    =  8  + 


9,770  I 
8  +  î/h 

n"    =  i,o33  (:)       ^^ 


(:)  i,o33  I  ou 


io33 


9,770 
(X)  0,977**    (Calculs  E) 


n"    =  I  +  1,009  3  (:) 

I  +  i/n' 


10 


9,770 


ou 


fi      — 


10 


9,770 


(:)  1,009  3 


10 


^Mt 


n 


.ttf 


=  1  + 


9,77  (X)  i»oo9 
10 


(CE) 


9,953 

I  +  i/n 


(:)  1,009  ou 


itttt 


n'""  =  1,009  (:) 


10 


=  1,009 


9,953 
(X)  0,995**    (Calculs  G) 

n"'"  =  2,  trbs-approximaiiTement. 
Ou  peut  doue  couclure  : 

a;=r  2  4-J 

I  -j-  ï 


7  +  1 


8+  I 


i  +  i 


'+J. 
2 


*  Ce  quotient  étant  inférieur  à  x,  la  division  qui  le  donne  ne  eompte  |>as< 
**  Tant  que  le  réiultat  ne  descendra  pas  au-dessous  de  i. 
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Calculs  G 


soit 


ou 


,      3o6 

349 
2,876   79 


G'eat  la  valeur  que  donnent  les  Tables 
pour  le  logarithme  de  753. 

{A  suivre.) 


NOTE  D'ALGÈBRE   . 

{Extrait  d^une  lettre  à  M.  Bourget.) 


Parmi  les  questions  posées  aux  derniers  examens  de  F  École 
polytechnique  y  en  yoici  une  qui  me  parait  devoir  intéresser 
les  lecteurs  de  votre  journal. 
Il  s'agit  de  trouver  le  minimum  de  l'expression 
(ojc  +  61/  +  c)«  +  {ax  +  b'y  +  c'y  +  {a"x  +  b"y  +  c"j«  * 
ou  plus  généralement  de 

«  =  («la?  +  6,y  +  cO*  +  (a^  H-  6,y  +  c,)»  +  .  .  . 

•f  (fln  OJ  +  6n  y  +  Cn  )*. 

On  peut  considérer  cette  égalité  comme  formant  une  équation 
du  second  degré  en  x,  et  de  la  discussion  de  celte  équation, 
on  peut  déduire,  comme  nous  allons  le  montrer,  le  minimum 
de  s. 

L'équation  que  nous  nous  proposons  de  discuter  peut 
s'écrire  : 

(1)  a5«|2a« + 20?  [ylab  +  Soc]  +  [y*  26«+  2y S6c+  2c« —z]  =  o. 
Telle  est  l'égalité  qui  permet  de  calculera?  quand  on  donne 

y  et  z;  mais  il  faut  que  les  valeurs  d'y  et  de  z  soient  tel- 
lement données  que  l'on  ait 

(2)  (ySa6  +  lacy  —  Sa*  (y*26«  +  2yS6c  +  2c*  —  «)  >  o. 
Le  coefficient  de  y'  dans  cette  inégalité  est 

(Ea6)«  —  Sa»  S6» 


*  Voyez  :  Questions  posées  aux  A^atr»etu  oraux  de  Paris^  pour  V Ecole  polw* 
techni^.  —  1'*  année  du  Jou^^w^i,  page  72,  qoestions  18  et  23. 
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ou,  comme  on  le  voit  sans  peine» 

—  2   (dp  6q  —  Oq  6p  )*, 

le  signe  S,  s'appliquent  à  toutes  les  râleurs  des  indices  p, 
9 y  prises  dans  la  suite  i,  2,.  .  .  n.  Puisque  le  coefficient  de 
y*,  dans  (2),  est  une  quantité  es9entiellement  négaiive^  si 
l'équation 

^  (y  2a6  +  lacy  —  5Sd*  (j^  2ft«  +  2yS6c  +  Sc«  —  ii)  =  o 
ayait  8Q&  racines  imagittaires,  le  premier  membre  conser* 
serait  r^Tirtaanr— ^  le  signe  du  coefficient  de  y*,  c'est-à- 
dire  le  sign»  — %  Alors  la  relation  (2)  ne  pourrait  jamais 
ayoir  lieu  et  l'équation  (1)  aurait  ses  racines  imaginaires. 
Écrivons  donc  que  l'équation  (3)  ou  l'équation 

U)         ï*[(Sa6)*  —  Su*  Sft«]  +  2y[Safe23ac  —  Sa*E6c] 

+  [(Soc)»  —  So«  Se*  +  «Sa»]  =  o 
a  ses  racines  réelles,  on  aura 

iSàb^ae  —  »i*£6cl»  —  [{Xah)*  —  »i»xd»]  [(sac)»  —  ia»Sc»  4-  *»»»]  >  O 
de  laquelle  on  tire  après  l'avoir  simplifiée  et  l'avoir  divisée 
par  la  quantité  essentiellement  positive  Za', 

z 


Sa*  Sfe«  Se»  —  Sa*  (Sftc)'  —  Sy  (Sac)«— Se»  (Sa6)«  +  2  SgfcSflcSfec 

2(ap6q  —  Oq&p  )• 

Le  minimum  de  »  est  donc  égal  au  second  membre  de 
cette  inégalité. 

On  peut  remarquer  que  cette  valeur  de  x  n'est  jamais 
infinie.  En  effet,  il  faudrait,  pour  qu'il  en  fût  ainsi,  que  le 
dénominateur,  S(ap  frq  •—  Oq  ftp  )* 

fût  nul  ;  que  l'on  eût  par  conséquent, 

flj     Ot  On 

Mais  alors  on  poserait 

a^œ  +  fc^y  =  u 
et  l'on  aurait  o^a?  +  b^y  =  \u 


X^  .  .  •  .  >a  — 1  étant  des  coefficients  constants.  L'équation 
proposée  (1),  ne  renfermerait  plus  qu'une  variable  indépen- 
dante u,  au  second  degré,  et  l'on  retomberait  dans  le  cas 
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ordinaire,  celui  oli  Ton  discute  les  variations  d'un  trinôme 
du  second  degré  renfermant  une  seule  variable  indépendante. 

Quant  aux  valeurs  à'x  et  d'y  qui  font  acquérir  à  2  la  valeur 
minimum  que  nous  avons  trouvée,  on  les  détermine  par  les 
remarques  suivantes. 

La  valeur  minimum  de  z^  étant  substituée  à  la  lettre  js, 
dans  l'inégalité  (2)  ;  le  premier  membre  de  cette  inégalité 
devient  un  carré  parfait,  cette  valeur  de  x  rend  égales,  en 
effet,  les  racines  de  l'équation  (4).  Mais  le  premier  terme  de 
l'inégalité  (2)  étant,  nous  l'avons  déjà  remarqué, 

pour  que  la  relation  (2)  subsiste,  il  faut  que  le  premier  membre 
soit  nul  et  que  par  conséquent  on  prenne, 

_    lablac  —  là^lbc 

^  ~    1  (apÙq  —   Oqftp  )• 

Enfin  la  valeur  de  a;,  est  : 

lablbc  —  26«2ac 


X  = 


S  (ap6  q  —  ap6q  )■ 
Bile  se  déduit  des  valeurs  connues  de  y  et  de  «,  par 
l'égalité  (1),  égalité  qui  devient  d'ailleurs  pour  les  valeurs  d'y 
et  de  Zf  un  carré  parfait.  On  peut  aussi  remarquer  que  la 
valeur  de  y  peut  se  déduire,  évidemment^  de  celle  de  x,  par 
la  simplQ  permutation  des  lettres  a  et  b. 

O.  DE  Longghàhps. 

MÉLANGES 

HISTOffiE  DES  MATHÉMATIQUES 

Parledoctour  Henri  0ater,  de  Stliieh,  traduite  par  M.  A.-G.  Mblon. 

[Suite,  Tolr  page  1371 


LA  SCIENCE  CHEZ  LES  GRECS. 

Son  importation.  ^  Ses  progrès  ]ns<in'à  la  fondation  dsl'Écols 

d'Alexandrie. 

Simplicius  nous  fait  connaître  un  autre  géomètre  de  cette 
époque,  qui  s'est  aussi  occ^P^  ^®  ^^  quadrature  du  cercle. 
AntiphoUy  contemporain  a^  Socrate,  chercha  à  résoudre  ce 


—  soc- 
problème  à  l'aide  du  polygone  régulier  inscrit  ;  on  double 
sans  cesse  le  nombre  des  côtés,  et  l'on  arrive  finalement  à 
un  polygone  dont  les  côtés  se  confondent  avec  la  circonférence 
du  cercle.  Mais  déjà  Aristote  et  d'autres  philosophes  attirè- 
rent l'attention  sur  cette  erreur  que  coDimettait  Antiphon  : 
en  admettant  un  dernier  polygone,  il  rejetait  l'hypothèse  qui 
lui  servait  de  point  de  départ,  à  savoir  la  division  de  la  courbe, 
ou  bien  le  doublement  des  côtés,  poussé  à  l'infini.  Pourtant 
è  Antiphon  revient  le  mérite  d'avoir  le  premier  marché  dans 
la  bonne  voie  ;  il  était  réservé  au  grand  Archimède  de  la 
parcourir  sûrement  et  d'atteindre  le  but. 

Jean  Philoponos  nous  entretient  des  efforts  tentés  par  le 
sophiste  Bryson  pour  arrivera  la  solution  du  même  problème. 
Ce  dernier  philosophe  croyait  qu'en  doublant  un  nombre  de 
fois  convenable  les  nombres  des  côtés  du  polygone  inscrit 
et  du  polygone  circonscrit,  on  devait  arriver,  en  dernier  lieu, 
à  deux  figures  dont  le  cercle  serait  une  moyenne  arithmé- 
tique. 

Il  en  fut  de  même  des  géomètres  les  plus  remarquables 
et  de  leurs  travaux  depuis  Pythagore  jusqu'à  Platon.  Il  ne 
nous  reste  plus  qu'à  jeter  un  coup  d'oeil  rapide  sur  les  leçons 
d'astronomie  et  de  philosophie  naturelle  de  l'école  italique. 

L'essence  intime  de  la  philosophie  pythagoricienne  devait 
exciter  à  une  étude  approfondie  des  merveilles  de  la  voùto 
céleste.  Sa  tendance  mystérieuse  a  l'observation  abstraite* 
des  choses  exerçait  aussi  une  grande  influence  pour  l'ex- 
plication des  phénomènes  de  la  nature.  Ainsi,  comme  nous 
l'avons  vu,  les  pythagoriciens  ont  raccordé  les  intervalles 
de  l'échelle  musicale  avec  les  distances  des  sphères  célestes; 
ils  ont,  de  cette  manière,  comparé  les  éléments  du  monde 
physique  aux  formes  des  corps  réguliers  ;  et  essayé  d'appli- 
quer les  rapports  de  nombre  et  de  forme  aux  lois  de  la  nature. 
Leur  croyance  au  surnaturel  et  le  dédain  qui  en  découle  pour 
tout  ce  qui  est  réel  sur  la  terre  et  parmi  ses  habitants,  ne  pou- 
vait se  concilier  avec  les  anciennes  vues  sur  le  mouvement  et 
la  distribution  des  corps  célestes.  Aussi  établirent-ils  un  nou- 
veau système  du  monde  qui  assignait  à  la  terre  une  place 
plus  modeste.  Au  lieu  de  la  placer  au  centre  de  l'univers,  et 
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de  faire  mouvoir  tous  les  autres  corps  célestes  autour  d'elle, 
ils  admirent  l'existence  d'un  feu  central  autour  duquel  la 
lune,  la  terre,  le  soleil,  les  planètes  et  les  étoiles  se  mou- 
vaient dans  des  sphères  concentriques  et  harmoniques.  C'est 
donc  aux  pythagoriciens  que  revient  la  gloire  d'avoir  en- 
seigné, les  premiers,  le  mouvement  de  la  terre.  Philolaos  de 
Crotone,^  d'après  Biogène  Laërte  et  suivant  d'autres  témoi- 
gnages ,  est  le  premier  qui  défendit  cette  nouvelle  doctrine 
pythagoricienne  danç  ses  écrits  ;  après  lui  vinrent  Archytas 
de  Tarente,  et  plus  tard  Aristarqt^  de  Samos. 

Le  mouvement  de  la  terre  autour  de  son  axe  fut  aussi  en- 
seigné par  les  pythagoriciens  et  défendu  plus  tard  par  Héror 
clide  de  Pont,  disciple  de  Platon  et  d'Aristote;  Hiketas  de 
Syracuse  fut  aussi  un  de  ses  soutiens.  Quoique  cette  théorie 
ne  résultât  nullement  de  l'observation  exacte  des  phénomènes 
et  surtout  du  mouvement  irrégulier  si  frappant  des  planètes, 
et  qu'elle  provint  de  l'influence  indirecte  de  spéculations  phi- 
losophiques, elle  n'en  restera  pas  moins,  comme  étant  la  pre- 
mière connaissance  de  la  vérité  qui,  méconnue  pendant 
environ  deux  mille  ans,  fut  élevée  à  la  hauteur  d'une  con- 
naissance durable  par  le  génie  de  Copernic. 

Du  reste  dans  l'antiquité,  ces  théories  pythagoriciennes 
ne  manquèrent  pas  de  produire  leur  heureuse  influence.  A  la 
place  du  feu  central  chimérique,  une  conception  saine  admit 
le  soleil.  On  donna  à  celui-ci  un  nouveau  mouvement  autour 
d'un  autre  centre;  on  regardait  les  étoiles  fixes  comme  des 
centres  de  systèmes  solaires  ;  et  par  là  on  enseignait  déjà  la 
pluralité  des  mondes.  Le  partisan  le  plus  connu  du  vrai  sys- 
tème fut  Aristarque  de  Samos,  dont  les  travaux  scientifiques 
seront  examinés  plus  loin  ;  il  fut  aussi,  il  est  vrai,  son  dernier 
défenseur.  Devant  la  pénétration  d'esprit  d'un  Hipparque  et 
d'un  Ptolémée,  toute  autre  opinion  disparaissait;  et  cette 
théorie  réglementa  le  système  du  monde  jusqu'à  Copernic, 
sans  rencontrer  aucune  opposition. 

Si  l'on  étudie  le  développement  de  l'astronomie  dans  les 
écoles  ionienne  et  pythagoricienne,  on  n'observe  aucun  pro- 
grès saillant.  Les  efforts  des  aavfti^^^  ^^  concentraient  prin- 
cipalement sur  l'explication    v^îlosophique  des  phénomènes. 


sur  rétablissement  de  théories  systématiquement  détenni- 
nées.  Le  but  pratique,  utile  de  l'astronomie  fut  sacrifié  ï  de 
vaines  spéculations.  La  science  ne  pouvait  pas  se  mouToir 
librement  sous  la  pression  d'idées  et  de  recherches  philo- 
sophiques confuses.  Ce  ne  fût  qu'au  milieu  du  v^  siècle 
avant  J.-C.,  alors  que  le  besoin  de  régler  et  de  mesurer  le 
lemps  se  fit  sentir,  que  la  manière  de  traiter  l'astronomie 
prit  une  autre  direction. 

Les  Grecs,  dans  les  temps  reculés,  ainsi  que  les  Juifs  et 
les  Arabes  réglaient  le  temps  sur  le  cours  de  la  Lune;  c'est- 
à<-dire  qu'ils  l'exprimaient  en  mois  lunaires.  Ils  cherchaient, 
il  est  vrai,  de  temps  à  autre,  à  mettre  leurs  résultats  en  ac- 
cord avec  la  marche  du  Soleil.  Deux  mois  qu'ils  donnèrent 
d'abord  en  complément  à  ceux  qui  composaient  Tannée, 
ne  sufiirent  pas;  on  formait  ainsi,  en  accordant  à  Tannée 
douze  lunaisons,  une  période  de  deux  ans;  entre  une  période 
et  la  suivante,  ils  intercalaient  un  mois.  Mais  le  besoin  de 
corrections  se  faisait  d'autant  plus  sentir  que  Tévaluation  des 
durées  de  révolution  du  soleil  et  de  la  lune  était  plus  exacte. 
Vers  Tan  600  avant  J.-G.,  Selon  évalua  Tannée  alternative- 
ment douze  mois  pleins  et  douze  mois  vides;  les  premiers 
avaient  30  jours;  les  autres,  29.  Pour  faire  concorder  cette 
année,  qui  n'avait  que  354  jours,  avec  Tannée  solaire,  on 
choisit  une  période  de  huit  ans  durant  laquelle  on  intercala 
trois  fois  un  mois  plein  ;  dans  la  3^,  la  S^  et  la  8®  année.  On 
obtenait  ainsi  2,922  jours  pour  99  mois;  de  sorte  que  Tannée 
était  de  365  jours  et  un  quart,  et  le  mois  de  29  jours  et  demi. 
L'erreur  était  d'environ  d'un  jour  et  demi  pour  chaque 
période  de  8  ans.  En  s'accumulant  de  période  en  période. 
ces  erreurs  ne  tardèrent  pas  à  se  faire  sentir.  En  433  avant 
J.-G.,  les  astronomes  Meton  et  Euklemon  instituèrent  le 
cycle  de  Meton.  Ce  cycle  se  composait  de  19  ans  dont  12  ne 
contenaient  que  12  mois,  tandis  que  les  7  autres  eurent 
13  mois;  ce  qui  faisait  un  total  de  235  mois  parmi  lesquels 
125  mois  pleins  et  110  mois  vides.  Les  sept  années  interca- 
laires, qui  comprenaient  13  mois,  occupaient  dans  le  cycle 
de  19  ans,  les  rangs  3,  6, 8, 11, 14, 17  et  19.  Ces  19  années  ou 
2S5  mois  formaient  6,940  jours,  c'est-à-dire  environ  10  heures 
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de  plus  que  i9  années  solaires  et  8  heures  de  plus  que  238 
révolutions  lunaires.  Nous  voyons  par  là  que,  dans  cette 
période,  la  différence  entre  la  course  du  soleil  et  celle  de  la 
lune  n'est  que  de  deux  heures,  tandis  que  la  différence  entre 
l'année  solaire  exacte  et  le  cycle  de  Meton  s'élève  à  environ 
un  jour  en  48  ans.  L'astronome  Calippe  essaya  de  remédier 
à  cette  erreur  commise  dans  la  mesure  du  temps,  en  intro* 
duisant  une  période  qui  porte  son  nom  et  qui  s'élevait  à  76 
ans,  c'est-à-dire  était  quadruple  de  la  précédente  (76  =  i9 
X  4).  Sa  période  écoulée,  Calippe  supprimait  un  jour,  car 
pendant  cette  durée,  l'erreur  sur  les  révolutions  lunaires  s'éle- 
vait à  un  jour.  Cette  méthode  de  Calippe  amenait  en  ce  qui 
concerne  la  lune,  une  erreur  d'un  jour  en  304  ans  ;  et,  en  ce 
qui  concerne  le  soleil,  un  jour  en  182  ans. 

Cette  manière  de  compter  le  temps  qui,  comme  nous  le 
voyons.,  se  rapportait  plus  à  la  marche  de  la  lune  qu'à  celle 
du  soleil,  resta  en  vigueur  jusqu'à  Jules  César;  celui-ci  in- 
troduit la  réforme  Julienne  et  donna  de  l'autorité  à  la  méthode 
égyptienne  qui  réglait  l'année  sur  la  marche  du  soleil.  — 
Nous  trouvons  à  l'avoir  de  Meton  et  Euktemon  la  première 
observation  d'un  phénomène  astronomique  :  du  solstice  d'été 
de  l'an  432  avant  J.-C.  Ce  fait  nous  est  rapporté  par  Ptolé- 
mée  dans  son  Altnageste  oh.  ces  deux  astronomes  sont  encore 
cités  avec  éloge  en  plusieurs  autres  circonstances. 

Nous  devons  encore  mentionner  quelques  philosophes  de 
l'école  pythagoricienne  dont  les  théories  méritent  d'être 
examinées.  Empédocle  d'Agrigente  en  Sicile,  qui  vivait  au 
commencement  du  v* siècle  avant  J.-C,  a  composé  différents 
écrits  mathématiques  dont  les  plus  importants  ont  trait  à 
la  physique.  Aristote  en  cite  de  nombreux  passages.  Ses 
théories  souvent  obscures,  pleines  de  mystères,  écrites  en 
vers,  ont  fourni  aux  savants  anciens  et  modernes  un  vaste 
champ  à  des  conceptions  bizarres.  Ainsi,  dans  sa  théorie 
basée  sur  l'attraction  et  la  répulsion  des  corps  ou,  comme 
Empédocle  les  appelle,  l'amitié  et  la  discorde  des  éléments, 
quelques-uns  crurent  trouver  1*  force  de  la  pesanteur  et  la 
force  centrifuge  ;  et  ils  «m^^bueût  à  Empédocle  la  connais- 
sance des  causes  du  moi^^^  ^qxA  des  corps  célestes.  On  ne 
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conçoit  pas  qu'on  ait  pu  donner  une  pareille  extension  aux 
idées  d'Bmpédocle,  lorsqu'on  examine  les  vers  qu'il  a  com- 
posés pour  expliquer  son  tableau,  et  qui  renferment  claire- 
ment toute  sa  pensée.  Sa  théorie  n'est,  à  yrai  dire,  que  celle 
que  l'antiquité  a  généralement  admise  et  qui  a  été  soutenue 
principalement  par  Aristote;  elle  concentre  au  centre  du 
monde  tout  ce  qui  est  lourd  et  projette  vers  la  circonférence 
tout  ce  qui  est  léger.  Bile  enseigne  que  la  terre  et  Teau 
s'aiment  d'une  affection  réciproque  ;  que  la  terre  et  le  feu 
se  haïssent,  etc. 

On  chercha  aussi  à  baser,  mais  avec  aussi  peu  d'exacti- 
tude, le  grand  principe  de  Ir  mécanique  céleste  sur  les 
spéculations  d'un  certain  Timée  de  Locres;  celles-ci  nous 
ont  été  transmises  par  Platon,  dans  son  dialogue  qui  porte 
le  même  nom  :  le  Timée. 

Nous  arrivons  à  l'un  des  plus  célèbres  philos^ophes  de  la 
Orèce,  Démocrite  d'Abdëre.  Diogène  Laërte  nous  cite  di?ers 
écrits  de  ce  philosophe;  ils  ont  pour  objet  la  géométrie. 
Mais,  comme  nous  n'en  connaissons  que  les  titres,  nous  ne 
pouvons  juger  de  leur  mérite.  Il  traita  du  contact  des  cercles 
et  de  celui  des  sphères,  des  lignes  irrationnelles  et  des 
corps  réguliers.  La  Perspective  et  l'Optique  lui  doîTent 
quelques  découvertes.  Plus  célèbre  est  la  théorie  des  al&inia 
développée  par  lui  et  par  son  prédécesseur  Ltucippe.  Bile 
n'eut  pas  beaucoup  d'adhérents  dans  l'antiquité;  mais  elle 
mit  en  face  du  spiritualisme  pythagorico-platonicien,  ce 
matérialisme  qui  était  encore  peu  puissant  à  cette  époque, 
et  qui  dernièrement  s'est  relevé  avec  une  puissance  irrésis- 
tible. D'après  cette  théorie,  le  monde  entier  se  compose  de 
la  réunion  de  particules  élémentaires,  indivisibles,  infini- 
ment petites  qui,  par  leur  assemblage  et  leurs  mouvements, 
forment  tous  les  corps  de  la  nature.  Il  déduit  de  là  le 
mouvement  des  planètes  et  des  autres  corps  célestes;  ce 
système  nous  a  été  conservé  par  Lucrèce  dans  son  livre 
«  De  rerum  naturà  ».  L'âme  de  l'homme  est  aussi  d'une 
nature  matérielle;  ainsi  que  le  corps,  elle  se  résout,  par 
la  mort,  en  atomes  indestructibles.  —  Quelques  autres  théo- 
ries physiques  remarquables  proviennent  aussi  de  Démocrite, 
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Ainsi  il  enseigna  que  tous  les  corps  tomberaient  avec  la 
même  rapidité  dans  le  vide,  lorsqu'il  dit  :  (Lucrèce^  livre  II, 

238)  : 

Omnia  quapropter  debent  per  inane  quietum 
^£que  ponderibus  non  sequis  concita  ferri. 

Plus  loin>  il  dit  que,  un  poids  plus  léger  avec  un  volume 

plus  grand  provient  d'un  plus  grand  nombre  d'espaces  vides 

(pores)  (livre  I,  364)  : 

Ergo  quod  magnum  est  leque,  leviusque  videtur. 
Nimirum,  plus  esse  sibi  déclarât  inanis,  etc. 

Il  soutient  que  la  lumière  est  due  à  l'émission  de  petits 

corpuscules  que  l'objet  éclairant  fait  rayonner  autour  et  loin 

de  lui  (livre  V,  281-308)  : 

Sic  igitur  solem  lunam  stellasque  putandum  est 
Ex  alio  atque  alio  lucem  jàctare  sub  ortu 
El  primum  quicquid  flammarum  perdere  semper; 
Inviolabilia  bœc  ne  credas  forte  vigere. 

Toutes  ces  propositions  sont  encore  aujourd'hui  regardées 
comme  vraies  en  partie,  et  comptaient  naguère  des  hommes 
célèbres  parmi  leurs  défenseurs.  —  Les  épicuriens  et  aussi 
les  stoïciens  qui  pourtant  étaient  si  profondément  divisés 
sur  les  préceptes  de  la  conduite  et  de  la  vie  humaine,  ont 
adopté  la  plupart  des  enseignements  de  Démocrite,  et  surtout 
sa  théorie  atomique.  Celle-ci  perdit  toutefois,  chez  ces  sectes 
q[ui  s'occupèrent  plus  spécialement  du  côté  éthique  de  la 
philosophie,  la  signification  vraiment  scientifique  que  son 
fondateur  lui  avait  donnée;  elle  ne  pouvait  par  conséquent 
pas  constituer  une  opposition  puissante  à  la  philosophie 
naturelle  d'Aristote  qui  régnait  alors.  —  Parmi  tous  les  phi- 
losophes de  l'antiquité,  c'est  à  Démocrite  que  revient  la 
gloire  d'avoir  formulé  les  conceptions  les  plus  claires  sur 
l'essence  des  phénomènes  de  la  nature,  et  d'avoir  posé  un 
système  servant  de  base  aux  études  physiques  et  permettant 
aux  plus  grands  chercheurs  d'aujourd'hui  d'établir  leurs 
inventions  et  leurs  théories  ingénieuses  :  ce  système  est  le 
matérialisme  *. 

(A  Suivre.) 


*  Il  fjiat  entendre  l'ensemble  des  lois  qoi  régissent  U  nutière. 
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CONCOURS  DE  L'ÉCOLE  NAVALE,  1878 


Oomptfaltton  d'«ilthmèti«ia«  «t  giomitzis. 

1*  Exposer  la  théorie  des  fractions   périodiques  car  les  Craetiou  -— - 

•t  JtL. 

III 

3*  Démontrer  que  les  fractions  périodiques  engendrées  par  des  fractkiu 
irréductibles  de  même  dénominateur  ont  le  même  nombre  de  diiffres  à  la 

période. 

I  43 

On  prendra  pour  exemple et  —2 — . 

'^  III  III 

Démontrer  que  le  volume  engendré  par  un  segment  circulaice  est 

-7-  «d'A,  d  étant  la  corde  de  l'arc  et  A  sa  projection  sur  le  diamètre  aotonr 
6 
duquel  a  lieu  la  rotation. 

Comme  application  inscrire  dans  une  sphère  un  c6ne  droit  tel  que  soo 
Volume  soit  la  moitié  du  segment  sphérique  dans  lequel  il  est  inscrit. 

Traoé  graphiqtae. 

Un  point  situé  dans  le  premier  dièdre  est  distant  de  o",o5  du  plan  hori- 
zontal et  de  o",o45  du  plan  rertical.  Ce  point  est  le  centre  d'un  liexagone 
régulier  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  horizontal  et  dont  l'an  des  cdiéf 
parallèle  au  plan  vertical  a  c^joS  de  longueur. 

Cet  hexagone  est  la  base  commune  de  a  pyramides  régulières  dont  l'one 
a  son  sommet  dans  le  plan  horizontal  et  dont  Tautre  a  le  sien  à  une  dis- 
tanoe  de  o*,o7  de  ce  plans 

On  demande  de  construire  Tombre  de  ces  pyramides  sur  les  plaos  de 
projection)  sachant  qu'il  existe  dans  le  premier  dièdre  une  source  lusiinenie 
qui  envoie  des  rayons  parallèles  à  une  droite  faisant  un  angle  de  19*  v^ 
le  plan  horizontal  et  de  33*  avec  le  plan  vertical. 

Algèbre  et  Trigonométrie. 

trouver  le  maximum  et  le  ndnimum  de  la  fonction 

_    ajc»  —  8a?  +  8 

ac'  —  505  4-  4 
Etudier  les  variations  pour  les  valeurs  de  a;  comprises  entre — ooet-i  06 
Résoudre  le  triangle  ABC  cdtinaissant 

d  es  ^875-^475 
b  =  4637-,395 
c  =s  6i43-i877 
et  déterminer  là  surface  en  hectares. 


—  Î07  — 


CONCOURS  ACADEMIQUES  DE  1878 


AIX. 

4'*  question.  «  On  donne  deux  points  fixes  A  et  0.  Par  le  point  0,  on 

mène  une  droite  BG,  sur  laquelle  on  prend  deux  points  B  et  G  tels  que  le 

OB  o 

'apport  -TT^  soit  égal  à  un  rapport  donné  -^  et  que  Fangle  BA.G  soit  égal 

à  un  angle  donné  a.  On  demande  le  lieu  géométrique  des  points  B  et  G 
lorsque  la  droite  BG  tourne  autour  du  point  0. 

f  guestUm,  —  Trouver  les  valeurs  de  a;  et  de  y  comprises  entre  0  et  — 

2 

qui  vérifient  les  deux  équations  suivantes  : 

sin  â?    »  oos  2ff 
Bïn  2x  sa  coê  y 

(Maih.  &ém.) 


BESANÇON  ET  NANCY. 

On  considère  un  quadrilatère  conyexe  inscrit  dans  un  cercle  0,  et  dont 
l'angle  B  est  droiL  Sur  chaque  côté  comme  diamètre  on  décrit  une  circon- 
férence. Les  quatre  circonférences  ainsi  obtenues  se  coupent  consécutive- 
ment en  quatre  points  A',  B',  G',  D',  différents  des  sommets  A,  B,  G,  D.  En 
joignant  ces  points  deux  à  deux,  on  forme  le  quadrilatère  A'B'GIV.  Les 
données  sont  :  le  rayon  R  du  cercle  0,  Tangle  B  qui  est  droit,  et  les  angles 
P  »  BAG,  6  =3  DAG  que  font  respectivement  les  côtés  AB  et  AD  du  quadri^ 
latère  ABGD  avec  la  diagonale  AGé 

1*  Etablir  les  propriétés  du  quadrilatère  A'B'GD',  et  calculer  ses  angles» 
ses  côtés,  ses  diagonales»  sa  surface,  ainsi  que  les  distances  de  ses  sommets 
aux  différente  côtés  du  quadrilatère  ABGD; 

2*  Laissant  fixe  le  cercle  dotiné  et  le  sommet  A,  on  fait  varier  les  angles 
§  et  a  de  façon  que  la  bissectrice  dé  l'angle  A  reste  fixe.  Trouver  le  lieu 
géométrique  des  sommete  du  quadrilatère  k'WC'iy  ; 

3*  Si  on  traite  le  quadrilatère  A'B'G'D^  comme  le  quadrilatère  ABGD  en 
décrivant  une  Circonférence  sur  chacun  de  ses  côtés,  on  en  déduira  un 
nouveau  quadrilatère  k'^^CD'^  qui,  traité  comme  le  précédent,  conduira 
lui-même  à  un  Quadrilatère  A^''B"'G"'D''',  etc..:  On  suppose  que  la  même 
opération  soit  répétée  indéfiniment,, et  oi|  demande  de  calculer  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  sdmme  S'  +  S'  +  S"*  +  ....  dés  surfaces  des  qua- 
drilatères obtenas,  ou  plutôt  le  rapport  de  cette  limite  à  la  aurfacé  S  du 
quadrilatère  donné. 

(Math.  Mn.) 
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BORDEAUX. 

t.  —  Snonoer  dans  leur  ordre  et  sans  donner  les  démoii8tratioiis«  lOHtet  tes 
propositions  qne  l'on  doit  successivement  démontrer  pour  passer  de  ia  me- 
sure du  Tolume  du  paraUélipipède  rectangle  à  celle  du  prisme  «pieleQiiqoe. 
—  Indiquer  brièrement  les  diverses  marches  que  l'on  peut  suivre. 

S.  —  Expression  du  rapport  d'une  aire  plane  à  sa  projeetion  sur  nn  lAn 
faisant  avec  le  plan  de  l'aire  un  angle  donné.  Déduire  eelte  expressioa  de 
la  mesure  du  prisme  oblique,  et,  en  suivant  la  marche  inrerse,  établir 
cette  expression  directement,  et  l'appliquer  à  la  recherche  du  volume  da 
prisme  oblique. 

3.  —  Calculer  et  construire  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  connaissant 
les  ngrons  des  cereles  inscrits  dans  les  deux  triangles  dans  lesqueli  le 
triangle  cherché  est  décomposé  par  la  droite  menée  du  sommet  de  l'angle 
droit  au  milieu  de  l'hypoténuse.  (Math,  élém.) 

Enseigneineiit  spécial. 

4**  Ques/lon.— Tracer  les  projections  d'une  pyramide  ayant  pour  base  on 
triangle  équi latéral  situé  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  BLH  et 
une  hauteur  double  du  côté  de  la  base. 

On  déterminera  l'ombre  au  flambeau  de  la  pyramide  sur  le  plan  horizontal. 

f  QuesiUm.  —  Soit  0  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  du  triangle 
ABC,  soient  E,  F,  G  les  milieux  des  côtés.  Démontrer  que  le  système  do 
forces  OA,  OB,  OC  est  équivalent  au  système  des  forces  OE,  OG,  OP. 

8*  Question.-^  Soit  ABC  un  plan  incliné  de  3o*  sur  l'horizon  ;  on  propose 
de  déterminer  les  points  M  et  N  de  telle  manière  qne  la  longueur  MN  suih 
posée  égale  à  AB  soit  parcourue  par  un  point  pesant  parti  sans  vitesse  da 
point  A  dans  le  même  temps  que  la  hauteur  AB  serait  parcourue  par  va 
autre  point  pesant  tombant  librement  de  A. 


GAEN. 


1.  —  Déterminer  les  côtés  d'un  trapèze  isoscèle  connaissant  la  haatear 
du  trapèze,  sa  surface  et  le  volume  qu'il  engendre  en  tournant  autour  d'oD 
de  ses  côtés  non  parallèles.  —  Discuter  la  solution  et  chercher  le  maximan 
et  le  minimum  du  volume  engendré  quand  on  donne  la  surface  du  trapèze 
égale  à  celle  du  carré  construit  sur  la  hauteur. 

2.  —  Par  un  point  P  donné,  on  mène  une  droite  qui  coupe  un  cerele 
donné  en  2  points  A  et  B.  On  imagine  2  cercles  qui  passent  tous  deux  en 
P  et  touchent  le  cercle  donné  l'un  au  point  A,  l'autre  au  point  B.  Ces 
2  cercles  ont,  outre  le  point  P,  un  second  point  commun  dont  on  demande 
le  lieu  quand  la  sécante  PAB  tourne  autour  de  P. 


CLERMONT. 

Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  D  sur  le  côté  BC,  traeer  une 
parallèle  EF  à  BC  telle  que  le  segment  EP,  Intercepté  dans  l'angle  A,  soit 
vu  du  point  D  sous  un  angle  droit.  —  Discussion.  (Math,  éiém») 
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On  donne  une  ellipse  et  un  point  Qxe  P  dans  son  plan.  Par  le  point  P 
on  mène  une  sécante  qui  rencontre  l'ellipse  en  H  et  K  et  en  M  la  bissec- 
trice de  l'angle  HOK  (0  étant  le  centre  de  l'ellipse). 

1*  Lieu  du  point  M. 

2*  Déterminer  les  tangentes  parallèles  à  la  droite  OP. 

3*  Montrer  les  formes  principales  de  la  courbe  dans  le  cas  où  le  point  P 
se  meut  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  Textrémité  du  grand  axe  de 
l'ellipse. 

4*  Dire  pourquoi  lorsque  le  point  P  est  à  une  certaine  distance  du  grand 
axe  et  la  sécante  PHK  parallèle  à  cet  axe,  le  point  M  est  indéterminé. 

Physiqae. 

Décrire  les  méthodes  employées  pour  trouver  expérimentalement  le 
coefiicient  de  dilatation  linéaire  des  corps  solides. 

Relation  qui  existe  entre  le  coefiicient  de  dilatation  linéaire  et  le  coefficient 
de  dilatation  cubique.  (Math,  spéc.) 

Oéométrid  desorlptiTe. 

On  donne  un  tétraèdre  irrégulier,  solide,  homogène,  soumis  à  la  pesanteur. 
—  On  demande  de  retourner  ce  tétraèdre  et  de  le  mettre  en  équilibre  sur 
le  même  plan  horizontal  en  le  faisant  reposer  par  le  sommet  opposé  à  cette 
face. 

MathématiqueB  appliquées. 

De  tous  les  cdaes  ayant  même  génératrice  quel  est  celui  qui  a  le  plus 
grand  volume?  (Enseig.  spécial] 


DIJON 

Dans  un  triangle  quelconque  ÀBG,  la  bissectrice  de  Tangle  A  rencontre 
le  côté  opposé  BC  au  poin|  D  et  se  trouve  partagée  en  deux  segments  OA 
et  OD  par  le  centre  0  du  cercle  inscrit.  On  donne  le  rayon  r  de  ce  cercle 
et  les  segments  OA  =  a,  OD  =  Ô;  on  propose  de  déterminer  en  fonction 
de  r,  a  et  8  :  {•  la  surface  S  du  triangle  ABC;  2*  le  rayon  R  de  celui  dos 
cercles  exinscriLs  à  ce  triangle  qui  a  son  centre  sur  le  prolongement  de  la 
bissectrice  AD;  3"*  le  volume  V  du  cône  circulaire  droit  qui  aurait  pour 
base  le  cercle  de  rayon  R  et  pour  hauteur  la  bissectrice  AD.  Enfin  on 
demande  :  4*  la  valeur  de  a  qui  rend  minimum  le  volume  V  lorsqu'on  sup- 
pose r  et  8  constants  mais  a  variable. 

(Math,  élém.) 


DOUAI. 


/■**  question.  —  Une  barre  ABC  posée  sur  un  sol  horizontal  est  limitée 
latéralement  et  en  haut  par  la  surface  que  décrit  un  arc  de  parabole  AMB  en 
tournant  autour  de  l'axe  vertical  OA  de  la  parabole.  Cela  posé,  après  avoir 
construit  le  triangle  ABC  isoscèle,  qui  a  même  hauteur  AO  que  le  volume 
considéré  :  !•  on  mène  un  plan  horizontal  quelconque  coupant  le  volume 
suivant  le  cercle  MN  et  le  triangle  suivant  une  droite  PQ;  trouver  16  rap- 
port  de  Vaire  de  la  première  de  ce«  sections  à  la  longuevr  de  la  $•;  2«  on 
demande  le  volume  de  la  borne  j^nQ   soit  en  fonction  de  sa  base  et  de  sa 
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hauteur,  soit  en  fonction  de  sa  haatear  et  da  paramètre  p  de  U  ptratnie 
génératrice;  3*  déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  borne  supposée  homo- 
gène. 

ft  question.  —  Sur  la  surface  convexe  d'un  cylindre  circulaire  ea  ïms 
ayant  o",oi  de  hauteur  et  un  rayon  beaucoup  plus  grand  R,  on  eoroule 
une  bande  de  caoutchouc  de  o^.oi  de  largeur  et  dont  la  tension  partout 
la  même  est  de  t  kilogrammes  ;  cette  bande  de  caoutchouc  fait  juste  le  tour 
du  cylindre.  On  demande  : 

1*  Quelle  pression  totale  exercent  Tune  sur  l'autre,  par  l'effet  de  cette 
tension  é  travers  un  plan  diamétral  AfiCD,  les  deux  moitiés  oorrespondantei 
du  cylindre; 

9*  Quelle  pression  est  exercée  par  chaque  centimètre  PP'QQ'  de  caootdKwc 
sur  la  surface  sous-jacente  dn  cylindre  (on  admettra,  ce  qui  a  lieu,  que  cette 
pression  se  transmet  partout  intégralement  dans  les  sens  parallèles  aox 
bases). 

Enseignement  epécial. 

Un  corps  est  limité  par  une  surface  plane  verticale  ABGD,  par  une  arête 
EF  également  verticale  et  par  une  surface  courbe  qu'engendre  une  hori- 
zontale 8*appuyant  constamment  sur  le  contour  ÂBCD  et  sur  la  droite  EF. 
On  demande  1*  d  évaluer  le  volume  de  ce  corps  en  le  décomposant  ea  tran- 
ches minces  par  des  plans  perpendiculaires  à  une  droite  fixe; 

2*  De  déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  section  plane  A'B'Ciy  parallrie 
à  la  face  ÂBCD,  étant  donné  le  centre  de  gravité  de  cette  face  par  rapport 
à  un  axe  vertical  BD. 

3*  De  déterminer  dans  la  même  hypothèse  simplificative  le  centre  de  gra- 
vité général  du  volume. 

Construire  les  projections  de  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois  po'.nt< 
A,  B,C,  pris  sur  la  surface  d*une  sphère.  Le  centrede  la  sphère  esta  ioc^'h- 
timètres  de  chaque  plan  de  projection,  et  son  rayon  est  de  8  centimètres. 
Les  trois  points,  À,B,C,sont  situés  sur  la  partie  supérieure  de  la  sphère;  les 
projections  horizontales  des  rayons  menés  à  ces  points  ont  pour  longueurs 
respectives  Oa  «=  4  centimètres,  Ob  ss  6  centimètres.  Oc  s  7  centimètres, 
et  les  angles  que  font  ces  projections  avec  la  ligne  de  terre  sont  respecti- 
vement de  30%  75%  120». 


GRENOBLE 

1*  Résoudre  un  triangle  dont  on  donne  un  angle  À,  le  n^on  r  du  cer- 
cle inscrit,  et  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit.  Chercher  entre  quelles 
limites  doit  varier  l'angle  A  pour  que  le  problème  soit  possible;  et  eofio 
construire  le  triangle. 

2*  Démontrer  que  tout  plan  passant  par  les  milieux  de  deux  arêtes  op- 
posées d'un  tétraèdre  divise  ce  tétraèdre  en  deux  parties  équivalentes. 


PARIS 


Dans  un  quadrilatère  convexe  ABCD  on  trace  la  droite  qui  joint  les 
milieux  des  diagonales.  On  prend  un  point  M  q.q.  sur  cette  ligne  dans 
rintérieor  du  quadrilatère,  et  on  joint  ce  point  aux  quatre  sommets  A,  B,C 
et  D. 
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Démontrer  que  le  sommet  des  deax  triangles  MÀB,  MGD  qui  ont  pour 
sommet  commun  le  point  M  et  pour  bases  deux  côtés  opposés  AG,  CD  du 
quadrilatère,  est  équivalente  à  la  moitié  du  quadrilatère. 

2*  Comment  faudrait-il  modifier  l'énoncé  du  théorème  si  le  point  M  était 
extérieur  au  quadrilatère  tout  en  restant  sur  la  ligne  qui  joint  les  milieux 
des  diagonales. 

3*  Faire  voir  que  les  points  de  cetle  ligne  sont  les  seuls  qui  jouissent  des 
propriétés  précédentes. 

4*  Déduire  de  ces  théorèmes  que  dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un 
cercle,  le  centre  du  cercle  et  les  milieux  des  diagonales  sont  trois  points  en 
ligne  droite. 

[Math,  élém.) 


POITIERS 

MatlLématiq[ae8  élémentalreB 

Deux  circonférences  0,  (V  ont  une  corde  commune  BC.  On  joint  un  pohit 
quelconque  A  de  la  circonférence  aux  deux  points  B  et  G.  Les  droites  AB,  AG 
prolongées  rencontrent  la  circouférence  &  en  deux  points  B'  et  C.  On 
demande  : 

1*  L'angle  que  fait  le  rayon  OA  avec  la  corde  B'G'; 

2*  Le  lieu  géométrique  des  points  de  rencontre  d'une  perpendiculaire  à 
B'G'  menée  par  le  centre  O'  avec  les  bissectrices  intérieures  et  extérieures 
de  l'angle  BAG. 

Enseignemont  spécial 

Deux  poulies  dont  les  axes  sont  parallèles  et  horizontaux  se  composent 
de  cylindres  de  rayons  r  et  r'  et  de  grandes  roues  de  rayons  B  et  R'  ;  des 
poids  P  et  F  sont  suspendus  à  des  cordons  qui  s'enroulent  en  sens  inverse 
sur  les  cylindres.  Sur  les  grandes  roues  une  corde  s  enroule  en  sens  inverse 
sur  chacune  d'elles  et  en  passant  sur  une  poulie  fixe  G.  Trouver  le  cas 
d'équilibre  du  système.  Examiner  le  cas  où  : 

1*  Les  rayons  des  cylindres  r  et  r'  seraient  égaux  ; 

2*  Les  rayons  des  grandes  roues  R  et  R'  seraient  égaux. 

Trouver  les  projections  d'un  groupe  composé  : 

1*  D'un  prisme  droit  dont  la  base  inférieure  est  un  triangle  équilatéral 
situé  dans  le  plan  horizontal  de  projection  ; 

2*  D'un  tétraèdre  dont  la  base  a  été  obtenue  en  joignant  les  milieux  des 
côtés  de  la  base  supérieure  du  prisme,  le  sommet  de  ce  tétraèdre  étant 
situé  au-dessus  de  la  base  inférieure  du  prisme  : 

L'un  des  sommets  de  la  base  inférieure  est  situé  sur  la  ligne  de  terre  et 
l'un  des  côtés  aboutissant  à  ce  sommet  fait  un  angle  de  30*  avec  la  ligne 
de  terre. 

Ombre  portée  par  ces  deux  corps  sur  les  plans  de  projection  ;  les  rayons 
lumineux  étant  inclinés  à  45»  sur  les  <lcux  plans  de  projection. 

Le  côté  de  la  base  du  prisse  v&ut  o*,o6. 

La  hauteur  du  prisme  est  o<«  27« 
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RENNES 

Dans  une  circonférence  donnée  0,  on  inscrit  un  triangle  donné  qnelcODqw 
ABC,  qu'on  suppose  décrit  dans  le  sens  ÂBC.  Parallèlement  A  ses  côtés  et 
dans  leurs  sens  respectifs,  on  trace  le»  rayons  OAi,  OB,,  OCi,  et  l'on  forme 
le  triangle  AiB^Gi.  On  agit  sur  le  deuxième  triangle  comme  sur  le  premier, 
et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  demande  : 

1*  Vers  quelle  forme  tendent  ces  triangles  ; 

1*  S'il  y  a  des  lignes  déterminées  dont  s'approchent  indéfiniment  les  côtés 
et,  lorsqu'il  y  en  a,  de  les  faire  connaître; 

3*  Si,  en  remontant  par  l'opération  inverse  la  série  des  triangles  A,BiCi, 
ABC,  A--iB— ,G-^.  etc.,  où  l'on  regarde  toujours  le«  éléments  de  ABC  comme 
donnés,  l'opération  pourra  se  poursuivre  indéfiniment  et,  si  l'on  doit  s'arrêter, 
pour  quel  rang  cette  circonstance  se  présentera. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


ACADÉMIE   DE    RENNES. 

Session  de  juiUet  1877. 

On  donne  un  cerle  de  rayon  R  et  un  point  A  situé  à  la  distance  OA  =  a 
du  centre  0  ;  on  joint  le  point  A  à  un  point  M  de  la  circonférence  par  la 
ligne  AM  faisant  avec  AO^  un  angle  MAO  —  c».  En  écrivant  l'expression  da 
carré  du  côté  OMdans  le  triangle  OMA,  on  obtient  une  équation  qui  permet 
de  calculer  AM  =  x  au  moyen  de  a  et  de  o).  Discuter  cette  équation.  In- 
,    terprétatlon  de  la  deuxième  racine.  Valeur  limite  de  AM  lorsqu'on  donne 
à  l'angle  tù  toutes  les  valeurs  possibles. 
Résoudre  le  système       mxy  —  a^  ^  j^  sa  t 
m  (ay  -|-  fcx)  —  afoo?  -}-  dy)  a  o 
dans  lequel  les  quantités  a  et  &  sont  données  par  la  relation 

mab  —  o*  — 6*  B=  o 
Quel  rayon   faut-il   donner  à  une   circonférence  pour  que  le   segment 
AmB   qui  répond  à  l'angle  -au  centre  de  loo*  a6'  36*  ait  une   surface  de 
3-1,2566. 

fitossion  de  novembre  1877. 

Résoudre  et  discuter  l'équation 

2  sin  3a?  —  3  siu  2â;  s  m  sln  a; 


ACADÉMIE  DE  CLERMONT-FERRAND 

Session  d'avril 
1*  Étudier  les  variations  de  la  fraction 

g'  —   33?  +   2 

0?*  «—  3a? 
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3*  Volume  du  tronc  de  pyramide.  Étudier  les  rariations  du  périmètre  et  de 
la  surface  d*un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  la  somme  de  l'hypoté* 
nuse  et  de  la  hauteur  correspondante. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


QUESTION  94. 

•olvtlonparM.  Dalzon,  élève  mineur,  pensionnat  Saint-Louis  à  SalntrÉtiemie. 

On  donne  un  secteur  circulaire  et  l'on  demande  sur  l'arc  AB 
un  point  D  tel  qu'en  menant  des  parallèles  aux  rayons^  on  forme 
un  parallélogramme  de  périmètre  donné.  (Thual). 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit  OEDF  le  parallélo- 
gramme de  périmètre  donné  2p. 
Prenons  EH  =  ED  ;  on  a  DE 
-U  EH  =  OH  =  CE  +  DE  = 

Ti ,^^.>^  pdeplusDHO=—    BTÎ&.   OD 

2 
est  le  rayon  du  sec  leur. 
Le  triangle  ODHdans  lequel 
^  ^  ^^        S     îi     on  connaît  un  angle,  l'un  des 

côtés  adjacents  et  le  côté  opposé  peut  êlre  construit.  En 
effet  on  prendra  OAH  =  p  par  le  point  H  on  mènera  une 
parallèle  à  CM  bissectrice  de  BOG.  Cette  parallèle  fournira 
au  moins  une  solution  pourvu  que  Ton  ait  OH  <_  OA.  Si  a 
désigne  l'angle  BOA  et  R  le  rayon,  on  devra  avoir 


P-(-^-i)<R 


a 
ou  p  cos  —  <  R 

a     ^    R 

ou  encore  cos  —  <  — 

2     —   p 

Dans  le  cas  conir^j  >^gtr^-di^^  si  cos  — ^  ">  — ,  un  y 

a  pas  de  solutiou.  v; 
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Nota.  —  Ont  réaola  la  même  question  :  MM.  Boucher  (Maurice],  Lamy, 
Leblanc,  Marcelin,  de  Clierbourg;  Montenot,  de  Troyes;  Demortain,  de 
Doullens;  Vautré,  de  Saint-Dié;  Cordeau,  Simon,  école  Lavoisier  ;  Cottereau, 
de  Chàteauroui  ;  Beiin,  de  Semar;  Lefèvre,  au  lycée  Louis-le-Grand  ;  Perrin, 
de  Glermont-Ferrand ;  J.  B.,  à  Ghariemagne;  Menand,  à  Dijon. 


QUESTION  9S. 

Soliitloit  par  M.  Mirjolbt,  élèTe  au  Collège  de  Longwy. 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  et  a, 
on  peut  s*y  prendre  de  la  manière  suivante  :  on  multipUe  A  par 

la  suite  des  nombres  if  2,  3 9l  et  on  cherche  combien  on 

obtient  ainsi  de  nombres  divisibles  par  a,  leur  nombre  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  cherché.  • 

Soit  A  ce  plus  grand  commun  diviseur  et  9  et  q  les 
quotients  de  A  et  de  a  par  A,  on  a  évidemment 

a  q  « 

nA  nq 

et  =  -^ 

a  q 

n  étant  un  des  nombres  i,  2,  3 a. 

Par  suite  nA  sera  divisible  par  a  quand  nq  le  sera  par  q'  et 
réciproquement  ;  il  y  aura  donc  autant  de  multiples  de  a  dans 

la  suite  (t)  A,  2A aA,  qu'il  y  aura  de  multiples  de  q 

dans  la  suite  q,  29 aq  (2). 

Or  9  et  q  étant  premiers  entre  eux,  si  9'  divise  nq,  l'un 
quelconque  des  termes  de  cette  suite,  il  doit  diviser  n  ;  il  y 
a  donc  autant  de  multiples  de  9'  dans  la  suite  (2)  et  par  con- 
séquent de  multiples  de  a  dans  la  suite  (1)  qu'il  y  a  de  mul- 
tiples de  9'  dans  la  suite  (3)  i,  2,  3 a.  Mais  puisque 

a  =  A9',  il  est  facile  de  voir  que  les  multiples  de  ^  contenus 

dans  la  suite  (3)  sont  q\  29' A9'.  Donc  leur  nombre 

est  A;  c.  q.  f.  d. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Vautré,  de  Saint-Dié;  Demor- 
tain,  de  Doullens;  Cottereau,  à  Chateaurouz  ;  Reuss,  k  Belfort. 
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QUESTION  96. 

SolntlOB  par  M.  Halbssbt,  élève  du  lycée  de  Poitiers. 

£e  nombre  p  étant  premier  avec  lo»  montrer  qu'on  peut  toujours 
trouver  un  multiple  de  p  terminé  par  des  chiffres  pris  arbitrai^ 
rement. 

p  étant  premier  avec  lo  est  premier  avec  toutes  Içs  puis- 
sances de  lo.  Supposons  que  Ton  veuille  un  multiple  de  p 
terminé  par  trois  ehiffres  quelconques. 

On  peut  représenter  que  des  nombres  sont  premiers  par 
Texpression 

fnA-|-nB=  i» 
m  ou  n  étant  négatif. 

Ici,  par  exemple,  nous  aurons 

mp  —  n.  lo'  =  1. 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  un  nom- 
bre a  terminé  par  trois  chiffres  quelconques,  on  aura 

m  .  ap  =  a  (i  -|-  ^  •  looo). 

Le  nombre  entre  parenthèses  sera  terminé  par  les  trois 
chiffiresooi. 

Il  est  évident  que  ce  nombre  étant  multiplié  par  a  le  résul- 
tat sera  terminé  par  les  trois  chiffres  qui  terminent  a. 

Remarque.  —  Si  Ton  voulait  quatre  chiffres,  on  prendrait  p 
premier  avec  lo*. 

Nota.  —  Ont  résola  la  même  question  :  MM.  Dalzon,  de  Saint-Etienne, 
J.-B.,  du  lycée  Gharlemagne;  Cordeau,  éooie  Lavoisier;  d'Ocagne,  coUége 
Chaptal;  Bemaou,  d'Epernay. 


QUESTION  97. 
•olutloH  par  M.  Huit,  élève  du  lycée  d'Orléanis. 

Construire  un  triangle  éq^nilatéral  ayant  ses  sommeU  sur  trois 
parallèles  données. 

On  peut  prendre  ar}>j.  .  -Aixiônt  s^^  Vyine  des  parallèles 
un  des  sommets  du  tK  ^ï**^      "Par  exemple  G  sur  RS. 
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Supposons  le  problème  résolu  et  soit  ABC  le  triangle 
cherché.  Au  point  C  sur  RS  élevons  CE  perpendiculaire 
et  construisons  le  triangle  équilatéral  CED.  Joignons  le  point 
D  au  point  B.  Les  triangles  DBG  et  AGE  sont  semblables. 

En  effet  y  ils  ont  deux  côtés  proportionnels  comprenant  un 
angle  égal  ;  EGA  =  DGB,  puisque  ces  angles  sont  égaux 
chacun  à  un  angle  d*un  triangle  équilatéral,  diminué  de 
AGD.  On  a  donc  GDB  =  CEA  :  mais  GEA  est  droit,  donc 
DB  est  perpendiculaire  en  D  à  GD. 

Pour  construire  le  triangle  ABG  il  suffit  d'élever  en  un 
point  quelconque  G  de  la  parallèle  RS  une  perpendiculaire 
GE  ;  et  sur  la  longueur  comprise  entre  les  parallèles  extrê- 
mes on  construit  un  triangle  équilatéral.  Il  suffira  dès  lors 
d'élever  au  point  D  une  perpendiculaire  sur  CD  ;  sa  ren- 
contre avec  la  parallèle  PQ  sera  un  deuxième  sommet  du 
triangle.  Le  côté  BG  étant  aussi  connu  de  grandeur  et  de 
position,  le  triangle  est  déterminé. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Gélinet,  d'Orléans;  MaredUo, 
Leblanc,  de  Cherbourg;  Demortain,  de  DouUens;  Delarue,  lycée  Fontanes, 
institution  Marc-Daslès;  Cordeau,  école  Lavoisier;  Bertrand,  de  Touloose; 
Àncion,  Jottrand,  Lambert,  de  Dinant  (Belgique);  Ûoc,  de  Lonwy;  Leri,  do 
Nancy;  Perrin,  de  Clermont-Ferrand ;  Menand,  de  Dijon;  Hugentobler,  de 
Boppelsen;  Vautré,  de  Saint-Dié;  Malesset,  Choyer,  de  Poitiers;  Tourrel, 
Moureton,  k  Tournon  ;  Cbancogne,  Froidefond,  à  Périgueux  ;  Charzat,  à  Melun; 
Robin,  À  Mont-de-Marsan  ;  Guiiloux,  à  Sainte-Barbe;  Bruyand,  à  Troyes  *  Ne&si,â 
Passy  ;  Garnier,  lycée  Saint-Louis;  Tiiual,  à  Lorient;  Cottereau,  à  ChAt^uroux; 
d'Ocagne,  collège  Ghaptal;  Reuss,  A  Beifort. 


QUESTION  98. 

flolatioii  par  M.  Jannat,  de  Mantes-sur-Seine. 

Le  volume  d*un  cône  s'obtient  en  divisant  le  carré  de  la  surface 
latérale  par  trois  fois  la  circonférence  de  grand  cercle  de  la 
sphère  circonscrite. 

Soient  b  le  rayon  du  cercle  formant  la  base  du  Ciône,  h  sa 
hauteur,  a  son  apothème. 
La  surface  latérale  du  cône  est 

S  =  t:6/6*  +  h\ 
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La  circonférence  de  la  sphère  circonscrite  est  G  =  icD  en 

b*  +  h* 
appelant  D  son  diamètre.  Or  D  =  — ^ —  ; 

n 


doBC 


On  doit  donc  avoir 


3G' 


V  = 


ou  en  rem 


plaçant  V  =  ic  '-—  =  j  '^  *  *> 


résultat  qui  est  bien  le  volume  du  cône. 

Nota,  —  Ont  résola  la  même  question  :  MM.  Ghersey,  d*Ocagne,  collège 
Chaptal;  Souchet,  d'Angers;  Lerossay,  Lambeit,  de  Dinant;  Leblanc,  Mar- 
celiin,  de  Cherbourg;  Demortain.  de  Doullens;  Clerget,  de  Saint-EtJenne; 
Cordeau,  école  Lavoisier;  Chancogne,  de  Périgueux;  Corbeau,  de  Saint-* 
Quentin;  Dupais,  de  Grenoble;  Leclerc,  de  Nancy;  Perrin,  de  Clermont; 
J.  B.,  à  Charlemagne;  Montenot,  Franquet,  Bruyand,  à  Troyes;  Moret-Blanc, 
à  Lons-le-SanUiier;  Vautré,  à  Saint-Dié;  Chellier,  à  Constantine  ;  Hugento- 
bler,  &  Boppelsen;  Charzat,  à  Melun;  Saunier,  à  Marseille;  Guiiloux,  h 
Sainte-Barbe;  Stcgemann,  Garnier,  lycée  Saint-Louis;  Thual,  à  Lorient; 
DeTille,  à  Perpignan  ;  Biette,  collège  Slanislas;  Martin,  Reuss,  à  Belfort;  Choyer, 
&  Poitiers;  Vitrai,  à  Angoulême;  Traverse,  à  Mantes;  Serrot,  à  Bordeaux. 


QUESTION  99. 

Solution  par  M.  A.  Lambiottb,  Athénée  de  Liège. 

Dans  un  triangle  se  trouve  inscrit  un  rectangle.  Si  B  6^  H 
désignent  la  base  et  la  hauteur  du  triangle,  b  «/  h  Za  base  et 
la  hauteur  du  rectangle,  on  a 

"^    4-—  -  I 


B 

Soit  ABC  le  triangle  et 
DEFG  le  rectangle  inscrit, 
soient  en  outre  BE  =  H, 
AC  =  B;  DG=/i,  GF  = 
6.  Les  triangles  sembla- 
bles BKA  et  DGA  donnent 
h  _  AD 
H    ~    AB 


\ 
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de  ûième  les  triangles  semblables  BAC  et  BDE  donnent 

b    _    BD 

B    ~    AB 

Additionnant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

6  /i     _    AD  +  BD    _    AB    _  ^ 

"F  "^    H    ""  AB  AB 


Sota,  -~  Ont  résola  la  même  question  :  MM.  Besson,  MarceUin,  de 
Cherbourg  ;  Cuvellier,  Lambert,  de  Dinant  ;  Dupuia,  de  Grenoble  ;  Isay ,  Ledere, 
Giros,  de  Nancy;  Gelinet,  d'Orléans;  Demortain,  de  Doullens;  Dalion.de 
Saint-Étienne;  Baralon,  de  Sainte-Barbe;  U.  Dumont,  école  Belsonce, M*r- 
sellle;  Perrin,  de  Clermont-Ferrand  ;  Cherscy,  collège  Chaptal;  Sooehel, 
d'Angers  ;  Cordeau,  école  Lavoisier  ;  Chancogne,  Froidefond,  Pfeiffer,  Faure, 
de  Périgueui;  J.  B.,  à  Charlemagne ;  Sommier,  à  Belley;  Blette,  coUege 
SUnlslas;  Montenot,  Pranquet,  Bruyand,  à  Troyes;  Vîtrac,  à  Angouittne; 
Morei-Blanc,  à  Lons-le-Saunier;  Vautré,  k  Salnt-Dié;  Trokay,  à  Liège; 
Malesset,  Choyer,  à  Poitiers;  Hugentobler,  à  Boppelseo  ;  Delieux,  à Touloose; 
Chanat,  à  Melun;  Saunier,  à  Marseille;  Lemoine,  à  Laon  ;  Stegemann,  Gai- 
nier,  Lugol,  lycée  Saint-Louis;  Robert,  à  MonUuçon;  Deville,  à  Perpignan; 
Jordan,  à  Montpellier;  Laclette,  à  Pau;  Martin,  à  Belfort;  Lignon,  à  Moulins; 
Chrétien,  au  Havre;  Traverse,  h.  Nantes;  Serrot,  à  Bordeaux. 


QUESTION  100. 

ftoluttoM  par  M.  A.  Sanson,  élève  du  Collège  Stanislas. 

Lorsqu'on  élève  au  carré  le  produit  de  deux  nombres  erUiert 
consécutifs  augmenté  de  i,  Ion  obtient  une  somme  de  trois 
carrés.  En  général  le  caiTé  du  trinôme  a*  +  ab  +  b'  est  la 
somme  de  trois  carrés. 

Soient  N  et  N  -|-  i,  deux  nombres  entiers  consécutifs: 
[N  (N  +  i)  +  i]«  =  (N«  -f  N  +  i)«  =  (N*  +  2N'  +  N') 

-f  (N«  +  2N  +  I) 
+  N« 
=  (N«  4-  N)t  +  (N  -f  i)«  +  N* 
D'une  manière  plus  générale 
(a»  -I-  a6  +  6»)«  =  (a»  +  2a»6  +  a«6*)  +  (&♦  -f  26»a  +  a*) 
4-  a*6«  =  (a*  -f  aby  +  (6*  -f  a6)*  +  (a6)« 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Besson,  Canuet,  Leblanc, 
Marcelin,  Lamy,  de  Cherbourg;  Chancogne,  Faure,  de  Périgueui;  Cordeaa, 
école  Lavoisier;  Clerget,  de  Saint-Ëtienne;  Cuvellier,  Nestor,  Lambert, 
Jottrand,  de  Dinant;  d'Ocagne,  Chersey,  collège  Chaptal;  Perrin,  de  Cle^ 
mont;  Yitrac,  d*Angoulème;  Foucret,  Cottereau,  de  ChÂleaurouz;  J.  B.,  ^ 
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Charlemagne;  Blette,  collège  Stanislas;  Demortaln,  à  Doallens;  Moret-Blane, 
à  LoD5-le-Saunier;  Vautré,  à  Salnt-Dié;  Chellier,  à  Gonslantlne;  Choyer, 
à  Poitiers;  Saunier,  à  Marseille;  de  Montgolfier,  Martincourt,  Seryigaat, 
Bergier,  àPassy;  Stegemann,  Gamier,  lycée  Saint-Louis;  Thual, à  Lorient ; 
Robert,  à  Montluçon;  Franquet,  À  Troyes;  Reuss,  à  Belfort;  Jordan,  à 
Montpellier. 


QUESTION  102. 

•olvtloB  par  M.  Pbrbal,  élèye  du  Collège  de  Longwy. 

Si  I9  m,  n  sont  les  longueurs  des  bissectrices  d*un  triangle 
ABC  dont  la  surface  est  S,  démontrer  que  Von  a 

0  = 1  m  +  c)  sin  = la  cos 

2       ^     '     '  2  2  2 

_   Imn  (b  +  c)  (c  +  a)  (a  +  b) 
4abc  (a  +•  b  +  c) 

1^  En  effet  considérant  le  triangle  ABC  comme  formé  des 

triangles  ADG  et  DAB  et  remar- 
quant que 

surf.  ADC  = 


I       ,,     .        A 

— -  bl  sin  — 
♦  2 


surf.  BAD  = 


2 
I 


cl  sin 


A 


il  Tient  par  addition 

surf.  ABC  =  —  f  (6  +  c) 

2 


sin 


surf.  ADC  = 


2®  On  a  de  même 
I.DC  sin  ADG 


surf.   BAD  = 


{.BD  sin  BDA 


et  comme  sin  ADC  =  sin  BAD  (angles  supplémentaires) 
On  a 

surf.  ABC  =  —  al  sin  ADC  =  —  al  sin  ^B  -\ \ 
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Or  le  sinus  d'un  arc  étant  égal  au  cosinus  de  son  com- 

A  B  P 

plément  et  comme 1 1 =  90®,  on  a 

sin  (b  +  — )  =  cos  (      ^^^ B  ^  -) 

B  —  C 


=  cos 


2 

_  D    Q 

par  suite      surf.  ABC  =  al  cos  


2 


3®  De  même  qu'on  a  trouvé 

S  =  —   /  (6  +  c)  sin     ^ 


2  2 

1  B 
on  trouverait    S  =  m  (c  4-  a)  sin  

2  V        »         /  2 

I  Q 

S  =  n(o  +  6)  sin  

2  2 

multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 
s»  =  -i-  lmn{b  +  c)(c  4-  a)(a  +  6) .  — ^. 

En  remarquant  que,  dans  un  triangle,  on  a 

A      .       B      .       G  S« 

sin  sm  sm  —  =  = — . 

2  2  2  p  .  aoc 

Il  vient  après  simplification  : 

^ lfnn(b  +  c){c  +  a)(a  -j-  6) 

""  4a6c(o  -|-  6  -f-  cj 

Nota.  —  Ont  résolu  U  même  question  :  MM.  Depallières,  de  Bell^: 
Leclerc,de  Nancy;  Chersey, d*Ocagne,  de  Chaptal;  Hoc,  Mirjolet,  Jonck  i 
de  Longwy;  Menand,  de  Dijon;  Montenot,  Bruyand,  de  Troyes;  Demcriùa. 
de  Doullens;  Lévi,  Isay,  de  Nancy;  Vautré,  de  Saint-Dié;  Lamy,  Leblsoc 
de  Cherbourg;  Hugentohler,  de  Boppelsen  (Suisse);  Thual,  à  Lorient;Cbar- 
zat,  à  Melun;  Rey,  lycée  Saint-Louis  ;  Cliasiang,  à  Pau  ;  Renevey  et  Gubiaoii. 
à  Bourg;  Reust,  à  Belfort;  Objois,  Ligoon,  à  Moulins;  Vitrai,  à  Angooléme 


QUESTION  103. 

Holation  par  M.  Menand,  élève  du  lycée  de  Dijon. 

Si  A  et  A'  sont  deux  puissances  différentes  d'un  nombre  prt- 
mier  a,  B  et  B'  deux  puissances  différentes  d'un  nombre  premifr 
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b,  et  si  les  nombres  AB  AB'  A'B  A'B'  ont  respectivement  m,  n,  p, 
q[  diviseurs^  le  nombre  des  diviseurs  du  nombre  abAB'BA'  est 
(m  +  n  -j-  P  +  q)«  (The  Educalional  Times.) 

Soient  A  =  a*    ,  A'  =  a 

B  =  b'f    ,  B'  =  6* 

alors  AB  =  a»   6^       AB'  =  a*   6* 

'    A3=  a^   6^       A'B'  =  a^   6* 

Le  nombre  des  diviseurs  de  AB  est  («  +  i)  (y  +  i) 

donc  (a  +  0  (ï  +  0  =  ^  (1) 

de  môme  (a  -f  i)  (8  -f  0  =  n  (2) 

(?+  i)  (ï+  0  =P  (3) 

(P  +  I)   (8  +  I)  =  g  (4) 

or  afcAB'BA'  =  aba^  b^  o*  frir  _  ^  «  +  6  +  i  .  fcï  +  «  +  i 

Le  nombre  des  diviseurs  de  aôAB'BA'  est  alors  (a  -f  ^  -|-  2) 

(T  +  8  +  ^)'  Additionnant  (1)  et  (3)  il  vient 

(«+  0(ï+  0  +  (P+  0  (ï+  i)=m+p 
ou  (a  +  p-f.  2)  (y+  i)  =  m  -hp        (5) 

De  même  additionnant  (3)  et  (4)  on  a 

(a+&  +  2)(S  +  i)=n+g  (6) 

additionnant  (5)  et  (6)  on  a 

(«  +  P  +  2)  (y  +  8  +  2)  =  n  +  m  +  p  +  g. 

c.  q.  f.  dy 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Perrin,  de  Glermont-Fer 
rend;  Biette,  collège  Stanislas;  Vautré,  de  Saint-Dié;  Mirjolet,  de  Longwy; 
Chancogne,  de  Périgueui;  Isay,  de  Nancy;  Demortain,  de  Doullens;  Lam- 
bert, de  Dînant;  Delarue  et  Duilot,  lycée  Fontanes;  institution  Marc-Dastès; 
d'Ocagne,  à  Chaptal;  Saunier,  à  Marseille;  Malesspt,  à  Poitiers;  Marcelin, 
à  CherlM>urg;  Reuss,  à  Belfort;  Vitrai,  à  Angouléme. 


QUESTION  104. 
••laiioM  par  M.  Montbnot,  élève  du  Lycée  de  Troyes. 

Si  dans  un  quadrilatère  inscrit  ABGD  les  deux  côtés  consé 
cutifs  AB,  BG  sont  égaux  et  si  ^  diagonale  BD  rencontre  en 
H  la  diagonale  AG,  on  a  Ui  palatiof^ 

AB.  ;^  ^p  .  BH 


Par  les  points  C,  H,  D  faisons  passer  une  circonférence; 

_  l'angle  BCH  a  pour  mesure 

^     "  arc  CH 

nM  — 


2 

\      car  BCH  =  CDB 

I     qui  a  pour  mesure 
'  arc  CH 


donc  BG  est  tangente  à  cette 
circonférence  et  Ton  a 
BC»  =  AB*  =  BD  .  BH. 

Noto.  ^  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Perrin,  de  Clermont-Fer- 
rand;  Hoc,  Dumas,  Junck,  Perbal,  Nirjolet,  Fabing,  Moreaux,  de  LoDg«v; 
Bertrand,  Carton,  Chariot,  élèves  du  lycée  Henri  lY;  Menand,  de  Dij'^^a; 
Hugontobler,  de  Boppelsen  (Suisse);  Gelinet^Huet, dOrléans;  Cordeau, eeo!e 
Lavoisier;  Biette,  Bompard,  collège  Stanislas;  Souchet,  d'Angers;  Corben:. 
de  Saint-Quentin;  Demortain,  de  DouUens;  Delieux,  de  Toulouse;  Tlioius 
Coblyn,  de  Sainle-Barbe,  Vautré;  Sommier,  à  Belley;  Levi,  Isay,  Lecl«n 
de  Nancy;  de  Montgolfler,  Nassi,  à  Passy;  Ancien,  Rulmier,  Lambert,  Jv( 
trand,  Carlier,  Cuveiier,  de  Dinant;   Ibach,  école   B<;lzunGe,  à  llarseUl<>; 
Pelus,  de  Tournon;  Chellier,  de  Constantine;  Lamy,  Marcellin,  Leblanc,  «l*^ 
Cherbourg;  Bruyand,  Franquet,de  Troyes;  Chersey,  d'Ocagoe,  deChaptaJ;i.B. 
à  Charlemagne  ;  d'Arodes,  à  Mont  de-Marsan;  Johannet,  Bussy,  à  Chiuao- 
roux;  Choyer,  de  Poitiers  ;  Charzat,  de  Melun  ;  Merle  des  Isles,  Objois,  Lignos. 
à  Moulins;  Dalzon,  à  Saint-Etienne;  Stegemann.Garnier,  Rey,  au  lyceeSaio: 
Louis;  Thual,  à  Lorient;  Robert,  à  Montluçon;  Letoumeur,  à  Falaise;  M<>:- 
gainClavez,  Moret-Blanc,  à  Lons-le-Saulnier;  Jordan,  à  Montpellier;  Laclei'-^ 
à  Pau;  Renevey  et  Gubiand,  à  Bourg;  Dupuy,  À  Grenoble;  Reuss,  à  Bclfi^^ 
Jimenez,  à  Bordeaux;  Chrétien,  au  HaTre;  Yitrac,  à  Angouléme. 

3*  SOLUTION. 

Par  M.  CoTTBAEAU,  élève  du  Lycée  de  Châteauroux. 

La  droite  AG  étant  la  transformée  par  rajons  vecteurs 
réciproques  de  la  circonférence  circonscrite,  B  étant  le  pôlf 
et  Bi*  le  module  d'inversion  ;  on  a  donc  AB*  =  BD  .  BH. 


QUESTION  10». 
IklatioA  par  M.  Dorlbt,  élève  du  Lycée  de  D^on. 

Comiruire  géométriquement  un  triangle  dont  on  conm\t  w 
côtét  Vangle  opposé  et  le  produit  des  deux  autres  côtés. 

Décrivons  sur  la  base  ÂB  un  segment  capable  de  Yang^^ 
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donné,  nous  aurons  le 
cercle  circonscrit  au 
triangle  cherché.  L'arc 
AMB  est  un  premier  lieu 
du  sommet  M.  Cherchons- 
en  un  second  lieu.  D'a- 
près un  théorème  connu 
AM  .  MB  =  MD  .  2R 
MD  étant  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  som- 
met M  sur  AB  et  2R  le 

diamètre  du  cercle  cir- 
m» 


2R 


conscrit.  De  cette  relation  on  tire      MD  = 

On  mènera  à  AB  une  parallèle  à  cette  distance,  parallèle 
qui  coupera  la  circonférence  en  deux  points  M  et  M'.  Joi- 
gnant ces  deux  points  aux  points  A  et  B  on  aura  deux 
triangles  répondant  à  la  question.  On  aura  la  condition  de 
possibilité  du  problème  en  exprimant  que  MD  doit  être  plus 
petite  que  la  flèche  du  segment.  (Question  de  trigonométrie.) 
On  peut  encore  obtenir  le  second  lieu  de  la  manière  suivante  : 
Si  l'on  prend  ME  =  MB  et  si  l'on  joint  BE,  le  triangle 

EBM  sera  isoscèle  et  l'angle  extérieur  AEB  = (-  90®. 

Décrivons  sur  AB  un  segment  capable  de  cet  angle  et 
soit  0'  son  centre  ;  menons  MT  tangente  à  l'arc,  on  a 

MT*  =  AM  .  ME  =  AM  .  MB  =  m» 
donc  MT  est  connu. 

Un  second  lieu  de  M  est  celui  des  extrémités  des  tan- 
gentes  de  longueur  m,  menées  à  la  circonférence  0'.  C'est 
une  circonférence  concentrique  à  0'. 

A^ota.  ~  Dot  résolu  la  même  question  :  MM.  Hngentobler,  de  Boppelsen 
(Suisse);  Perrin,  de  Clermont-Ferrand;  Menand,  de  Dyon  ;  Geiinet,  Gilbert, 
Uuet,  d'Orléans;  Osmont,  collège  de  Bernay;  Cordeau,  école  Lavoisier; 
Chariot,  lycée  Henri  lY;  Mirjolet,  ]>umas,  de  Longwy;  Demortain,  de  Doul- 
lens;  Montenot,  de  Troyes;  Thomas,  de  Sainte-Barbe;  Vautré,  de  Sain t^Dié; 
Depallières,  de  fielley  ;  Ibach,  (jg  Jfarseille,  école  Belzunce  ;  Pelus,  deTour- 
non;  Lamy,  Marcelin,  Lebl^in^  de  Cherbourg;  Ghellier,  de  Constantine; 
Ancien,  de  Dinant;  Isay,  de  ^^  .  Chancogne,  de  Périgueux;  Cottereau,  de 
Chàteauroux;  Bruyand,deTf»v^lï^X,'i^erseyî^^*8'^®»^^^^^^^*P^*i  Carlier, 
Lambert,  Cu?elier,  de  Dii^w  V&5  ;  ^^  aU^ycée  Charlemagne;  Choyer,  à  Poi- 
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tiers;  Chanat, à  Melun i  LemoiDe,à  Laon  ;  Daizon.  k  Saint-Etienne ;(janiier, 
lycée  Sainl-Louis  ;  Margain  el  Clavez,  à  Lons-le-Saulnier  ;  Jordan,  à  Mont- 
pellier; Renevey  et  Gubiand,  à  Bourg;  Hartin,  Reuss,  à  Belfort;  ChréUeD, 
au  Havre;  Vitrac,  à  Ângouléme. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


121.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  sur  chacun  de 
ses  côtés,  ou  construit,  extérieurement  au  triangle  ABC  des 
triangles  semblables,  de  telle  manière  que  chacun  des 
angles  adjacents  à  A  soit  égal  à  G,  chacun  des  angles 
adjacents  à  B  soit  égal  à  A,  et  que  chacun  des  angles  adja- 
cents à  C  soit  égal  à  B.  Démontrer  que  les  trois  cercles 
circonscrits  à  ces  triangles,  et  les  droites  qui  joignent  cha- 
cun des  sommets  du  triangle  ABC  au  sommet  opposé,  se 
coupent  en  un  même  point  0  tel  que  les  angles  OBC,  OCA. 
OAB  sont  égaux  entre  eux.  (The  Educational  Times.) 

122.  —  Étant  donné  un  point  A  entre  deux  parallèles, 
tracer  un  triangle  rectangle  ayant  son  sommet  de  Tangle 
droit  en  A  et  les  autres  sommets  sur  les  deux  parallèles, 
de  manière  que  sa  surface  soit  minima. 

123.  Dans  le  cas  douteux  d'un  triangle,  si  Ton  connaît 
A,  a,  b,  et  que  Ton  considère  les  deux  solutions  : 

1^  Les  centres  des  deux  cercles  inscrits  et  des  deux  cer- 
cles ex-inscrits  touchant  le  côté  c  sont  sur  une  même 
circonférence. 

2®  Le  produit  des  rayons  des  deux  cercles  inscrits  et  des 
deux  cercles  ex-inscrits  touchant  le  côté  b  est  égal  au  pro- 
duit des  surfaces  des  deux  triangles. 

3^  La  somme  des  rayons  des  deux  cercles  inscrits  et  des 
deux  cercles  ex-inscrits  touchant  le  côté  a  est  égale  au 
double  de  la  hauteur  commune  aux  deux  triangles. 

(Tucker^  dans  «  Educational  Times  ».) 

Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 
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ÉTUDE  SUR  LES  OPÉRATIONS  DE  L'ARITHMÉTIQUE 


pu  F,  H.  k. 
{SaiU  tt  fit,  TOli  pago  161  el  193.) 


X.  Vtriété  du  calcul  :  emploi  de  la  numération  binaire. 

On  simpli&e  le  calcul  direct  des  logarithmes,  en  les  cher- 
cbant  dans  le  sTstème  de  nutnérafton  binaire  :  ce  système 
n'ayant  d'autres  chifTres  que  i  et  o,  il  suffit  de  décider  pour 
chaque  ordre  que  l'on  cherche,  s'il  n'y  a  pas  d'unité  à  poser, 
ou  s'il  y  en  a  :  dans  le  premier  cas  on  met  o,  et  dans  le 
second  on  écrit  i,  sens  autre  recherche. 

On  ramène  d'ailleurs  le  résultat  au  système  décimal  à 
l'aide  de  la  table  suivante,  dans  laquelle  nous  mettons 
seulement  les  ordres  fractionnaires. 


ORDRES 

VALEURS 

PHACTlOSHAmBS  BINAIASS. 

ES  SÏSTfiMB   DSailAL. 

0,400  000 

l"«Jlt  0,100 

2-    .    0,010 

0,2m  000 

3-    .    0,001 

0,<SfS  000 

4-  iHia  0,000  100 

0,009  «00 

S'    .               10 

31  2S0 

6'    .                 1 

IS  685 

T  «t.  0,000  000  100 

0,007  813 

8-   .                      10 

3906 

9-    .                        1 

1  983 

10- 1^x0,000  OOD  000  100 

0,000  917 

11-    .                             10 

488 

lî-    .                              1 

M4 

13-  Hrt  0,000  000  OOO  000  100 

0,000  m 

11"    .                                    10 

61 

13-    .                                         1 

31 

16-  Hn  0,000  000  000  000  000  100 

0,000  OIS 

IT    .                                           10 

8 

18-    >                                            1 

4. 

10-  «*e  0,000  000  000  0(l„  000  000  10 

0,000  00a 
1 

—  zzD  ^ 

Pour  avoir  un  logarithme  à  i  dixième  prbs,  il  faut  prendre 
les  ordres  fractionnaires  qui  fournissent  des  centièmes,  et 
par  conséquent  les  six  premiers  ordres  fractionnaires  binaires; 
de  même,  pour  avoir  deux  décimales  exactes  au  logarithme, 
il  faudra  aller  jusqu'au  neuvième  ordre;  pour  avoir  trois  déci- 
males, jusqu'au  treizième  ordre;  pour  avoir  quatre  décimales, 
jusqu'au  seizième  ordre,  et  pour  avoir  cinq  décimales, 
jusqu'au  vingtième  ordre. 

Dans  l'exposé  qui  va  suivre,  on  verra  qu'on  est  conduit  à 
carrer  20  fois  consécutivement  le  nombre  donné.  Il  suffit 
qu'on  ait  le  20*  carré  à  1/10  près  de  sa  valeur. 

Si  l'on  supposait  le  maximum  d'erreur,  et  une  suite  non 
interrompue  des  cas  les  plus  défavorables,  il  faudrait  qu'on 
eût  le  19«  carré  à  1/20  près  de  sa  valeur,  le  18«  à  1/40  près 
et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  le  nombre  lui-même  devrait 
être  pris  à  un  8  000  000*  près  de  sa  valeur,  c'est-à-dire  avec 
7  ou  8  cbiffres. 

Si  l'on  supposait  le  minimum  d'erreur,  et  une  suite  non 
interrompue  des  cas  les  plus  favorables,  il  suffirait  de 
prendre  le  nombre  lui-même  à  1/10  près  de  sa  valeur, 
c'est-à-dire  avec  2  chiffres. 

La  réalité  pratique  se  trouvant,  en  moyenne,  également 
éloignée  de  ces  cas  extrêmes,  il  suffira  de  prendre  le 
nombre  avec  5  chiffres  et  de  descendre  progressivement 
jusqu'à  2  chiffres  (1). 

Avant  de  donner  des  exemples,  rappelons  qu'en  vertu 
de  la  propriété  troisième  des  rapports  algébriques,  si  Ton 
veut  d&ubler  la  raison^  il  suffit  d* élever  au  carré  V antécédent  i^ 

rapport.  Par  exemple,  si  l'on  a  —  =  =^,  on  pourra  con- 
clure n  =  ===. 


(1)  On  fera,  ^ai  exemple,  5  opérations  aveo  5  chiflnres,  5  a?ec  4  chiffres, 
5  a?ec  3  chiffres,  et  les  5  dernières  avec  2  chiflfk^.  — *  Lorsqu'un  nomlvt 
commence  à  gauche  par  le  chiffre  1,  on  prend  un  chiffe  de  plus  (du  moins 
dans  le  calcul)  en  considérant  le  1  et  le  chiffre  suivant  comme  formant 
une  sorte  de  chiffte composé,* . 


—  227  — 

9^  exemple. 

Calcul  du  logarithme  de  3  par  Téquation  io^  =  3. 

Les  Tables  donnent,  pour  ce  logarithme,  0,477  ^^>  ^^^^» 
en  système  binaire,  0,011   iio  100  010  000  010  01  • 

C'est  ce  nombre  qu'il  s'agit  de  trouver.  Le  zéro  qui  est 
au  premier  ordre  fractionnaire  exprime  que  le  nombre  ne 
renferme  pas  une  valeur  égale  à  1/2  ouo,5oo;  le  chiffre  i 
qui  suit  exprime  qu'il  y  a  1/4  ou  o,25o  ;  le  i  suivant, 
qu'il  y  a  1/8  ou  0,1 25;  et  ainsi  de  suite. 

Appelons  js,  z\  %\  z\  etc.,  les  chiffres  successifs  de  ce 
développement  ;  z  exprime  combien  il  y  a  de  demies,  %  re- 
présente des  moitiés  de  demies  ou  des  quarts,  %' des  moitiés 
de  quarts  ou  des  huitièmes,  etc. 

3  3 

On  peut  poser         x  =  ====  = 

d'oii,  en  doublant, 


10 


3*  Q  Q  jj' 

(1«  ordre)  %  =  =  ou  ==^  =  o  +  =^  ou  o  H 

10  10  10  2 

/a-     j    \    '  9*  81  ,8,1  ,3 

(V  ordre)  z  =    i^=i  ou  =  =  i  +  ==  ou  i  +  — , 

10  10  10  2 

,o«      j    X    "        8,1»         65, 61  ,   6,56i  ,     »"' 

(3®  ordre)  z    =  ==  ou  ===  =  i  +    '         ou  i  A 

10  10  '10  2 

Ces  quelques  lignes  suffisent  pour  montrer  la  loi  du  calcul 
à  effectuer  :  le  nombre  3  élevé  au  carré  n'étant  pas  supérieur 
à  10,  il  n'y  à  pas  d'unité  du  premier  ordre  fractionnaire; 

9  au  carré  donne  81,  qui  est  plus  grand  que  10;  il  y  a 
donc  une  division  possible  par  10  (le  quotient  est  8,1),  et 
nous  aurons  à  compter  une  unité  du  2®  ordre,  fractionnaire. 

8,1  au  carré  donne  65,6i,  qui  est  plus  grand  que  10;  il 
y  a  donc  une  division  possible  par  10,  et  nous  aurons  à 
compter  une  unité  du  3®  ordre  fractionnaire... 

Voici  les  valeurs  obtenues  pour  les  20  carrés  successifs, 
en  partant  du  nombre  3,  et  en  divisant  par  10  lorsque 
c'est  possible,  ce  que  noug  marquons  d'un  signe  *  (!)• 


^1/  A&«mmioi4uvM«  qa'il  n'est  1^      àjcfissiàxt^  Que  les  derniers  carrés  soient 
exacts,  môme  à  1/10  près  de  1^^  ^  «leur  :  il  suffît  que  l'on  puisse  voir  si 


[\)  Remarquons 
Lacts,  môme  à  1^ 
ces  carrés  sont  supérieurs  A  i^Ur 


1" 

carré  9 

2» 

8,4 

* 

3» 

6,8,61 

« 

4» 

4,3,047 

* 

8» 

1,8,830 

♦ 

«• 

3,434 

7* 

1,179 

♦ 

8' 

1,390 

9» 

1,932 

10« 

3,733 

11« 

1,3,9 

* 

lî» 

1,94 

• 

13« 

3,78 

14* 

1.4,3 

« 

18» 

2,04 

16« 

4.8 

17» 

1,7 

* 

18» 

3,0 

«9^ 

9,0 

20» 

» 

8,1 

* 

—  Zbo  — 

Chaque  carré  obtenu  permet 
poser  un  chiffre  au  résultat  exprimé 
en  système  binaire,  sayoir  :  i  si 
le  carré  a  pu  être  divisé  par  lo"^; 
o  dans  le  cas  contraire. 

On  a  donc,  en  système  binaire, 
pour    l'expression  du   logarithme 
de  3  ; 
o,oii   no  loo  oio  oio  oio  ci 

Et   voici    la    traduction   de  ce 
nombre  en  système  décimal  : 

ORDRES  BINAIRES*        TA  LEURS  EN  DÉCDUUS 


2*  ordre 

o,25o  ooo 

3»      » 

125   000 

4«      » 

62  5oo 

8«      » 

3i  25o 

7«      » 

7  8i3 

11»      » 

488 

14*      » 

61 

17»      » 

8 

20*      » 

I 

Total,  log.  3  ...     o,  477  12 


Cette  méthode  est  bien  plus  commode  que  la  précédente: 
les  opérations  à  faire  sont  tout  à  fait  uniformes,  et  en  nom- 
bre complètement  déterminé. 

La  première  méthode  pourrait  exiger  un  bien  plus  grand 
nombre  d'opérations  ;  c'est  ce  qui  aurait  lieu  pour  le  nombre 
ic  ou  3,141  592  6...  Le  logarithme  0,497  ^^'  développé  en 
fraction  continue,  devient 

o  +  J 

2  -f-  I 


87  + 


4  + 


I.. . 


Il  y  aurait  donc  à  faire  2  opérations  pour  trouver  le  pre- 
mier dénominateur,  87  pour  le  second,  4  pour  le  troisième; 
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I  pour  le  quatrième;  en  tout  93  opérations,  tandis  que  la 
seconde  méthode  n'exigera  que  20,  pour  ic  comme  pour  tout 
autre  nombre. 

40^  exemple. 

Calcul    du    logarithme    de    7»  par    l'équation    10'   = 
3,141  592  6. 

Voici  les  valeurs  obtenues  pour  les  20  carrés  successifs, 
avec  la  division  par  10  lorsqu'elle  est  possible^. 

On  a  donc,  en  système  binaire  : 
Log  ic  = 
0,011   III   110  100  010  100  II 
Et  voici  la  traduction  en  système 
décimal  : 


!•' 

carré  9,8696 

2" 

» 

9,7,409 

* 

3« 

» 

9.4,885 

* 

4« 

» 

9,0,032 

« 

5« 

B 

8,1,088 

* 

6" 

» 

6,8,70 

* 

7« 

» 

4,3,17 

* 

8» 

> 

1,8,64 

* 

9* 

» 

3,473 

10« 

» 

1,2,06 

* 

H* 

» 

1,46 

12. 

» 

2,12 

13» 

» 

4,49 

14» 

» 

2,0,2 

•» 

!«• 

» 

4,06 

le» 

9 

1,6 

* 

IT 

» 

2,7 

18» 

» 

7,3 

19« 

» 

8,3 

* 

20» 

» 

2,8 

* 

ORDRES  BUIAIRBS* 

VALEURS  EN  DÉCIMALBS 

2«  ordre 

o,25o  ooo 

3« 

» 

125    OOO 

4« 

» 

62  5oo 

«• 

» 

3i  25o 

6- 

9 

i5  625 

7« 

9 

7  8i3 

» 

» 

3  906 

«y 

9 

977 

14* 

» 

61 

16« 

9 

i5 

19« 

9 

2 

20« 

9 

il,  log  1C. 

i 

Tot( 

•  ••     0,497  '^ 

La  règle  pratique  de  ce  calcul 
peut  être  formulée  comme  il  suit  : 

«  Pour  trouver,  avec  cinq  décitucdes,  le  logarithme  quelconque 

éFun  nombre  qttelconque,  on  divise  d'abord  ce  nombre  par  lo 

successivement,  autant  de  fois  que  possible  (par  un  simple 

mouvement  de  virgule);  \q  nombre  des  divisions  effectuées 

donne  la  partie  entière  a^  logarithme; 


^ 


—  Î80  — 

»  Le  dernier  quotient  obtenu  (qui  est  un  chiffre  entier  suiii 
de  chiffres  décimaux)  est  pris  à  8  chiffres;  on  l'élëye  conséen- 
tiyement  20  fois  au  carré,  faisant  3  [opérations  à  8  chiffres, 
3  à  7  chiffres,  3  à  6,  etc.; 

»  Chaque  fois  ([u'un  carré  est  divisible  par  10,  on  effectue 
cette  division,  et  on  marque  d'un  signe  le  numéro  d'ordre 

de  ce  carré;  si  c'est  le  i*'  carré,  le  2*,  le  3® le  n*,  on 

devra  relever  les  valeurs  décimales  correspondant  à  1/2, 
1/2*,  1/2' 1/2». 

»  La  somme  de  ces  valeurs  donne  le  logarithme  cherché.  » 

XL  Conclusion. 

L'introduction  des  logarithmes  dans  les  calculs  permet 
de  remplacer  certaines  opérations  par  d'autres  plus 
simples. 

Ainsi,  la  somme  ou  la  différence  de  deux  logarithmes 
répond  au  produit  ou  au  quotient  des  nombres  correspon- 
dants ; 

La  multiplication  ou  la  division  d'un  logarithme  par  un 
nombre  quelconque,  correspond  à  une  formation  de  puis- 
sance  ou  à  une  extraction  de  racine; 

Enfin,  la  division  d'un  logarithme  par  un  autre  logarithme 
cache  une  septième  opération,  qui  n'est  autre  que  celle  que 
nous  venons  d'étudier  sous  le  nom  i'Exponentation. 

La  notion  claire  de  cette  opération,  l'adoption  d'un  signe 
pour  l'indiquer,  la  connaissance  des  propriétés  essentielles 
de  l'expression  exponentielle,  permettent  de  considérer 
désormais  cette  expression  comme  n'étant  plus  une 
fonction  transcendante,  mais  bien  une  fonction  élémentaire, 
que  Ton  sait  augmenter  ou  diminuer,  multiplier  ou  divi- 
ser, et  dont  on  peut  prendre  directement  la  dérivée  ou  la 
différentielle. 

Et  loin  d'avoir  besoin  des  logarithmes  pour  calculer  l'ex- 
posant, connaissant  la  puissance  et  la  racine,  on  peut  par 
l'Exponentation  elle-même,  effectuée  directement,  calculer 
à  priori  et  sous  une  forme  élémentaire,  le  logarithme  d'un 
nombre  quelconque,  et  pour  une  base  quelconque. 
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Disons,  en  terminant,  que  les  logarithmes  doivent  demeurer 
pratiquement  comme  le  plus  précieux  instrument  de  calcul, 
pour  la  Multiplication  et  la  Division,  aussi  bien  que  pour 
l*Exaltation,  l'Extraction  et  TExponentation. 

F,  R.  A. 


DES  PROJECTIONS  EN  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 

Par  M.  PUlet. 


PROJECTIONS  OBLIQUES 

On  emploie  en  Géométrie  descriptive  deux  espèces  de  pro- 
jections :  les  projections  cylindriques  et  les  projections 
coniques. 

Les  projections  orthogonales  ne  sont  qu'un  cas  particulier 
des  projections  cylindriques,  dans  lequel  les  projetantes 
sont  perpendiculaires  aux  plans  de  projection;  mais  il  est 
quelquefois  avantageux  d'employer  des  projetantes  oblicjues. 

Lorsqu'on  fait  des  projections  obliques,  on  a  à  appliquer 
les  deux  problèmes  suivants  : 

1^  Les  projections  orthogonales  d'un  point  étant  données, 
trouver  sa  projection  oblique  sur  un  des  plans  de  projec- 
tion; 

2®  La  projection  oblique  d'un  point  et  la  direction  des 
projetantes  étant  données,  retrouver  les  projections  orthogo- 
nales de  ce  point,  sachant  qu'il  est  sur  une  ligne  dont  les 
projections  sont  connues. 

Pour  résoudre  ces  deux  problèmes,  il  suffit  de  remarquer 
que  la  projection  oblique  d'un  point  sur  le  plan  horizontal, 
par  exemple,  n'est  autre  chose  que  la  trace  horizontale  d'une 
projetante  passant  par  ce  point. 

Droite. 

Il  est  facile  de  déx^^      ^  les  théorèmes  suivants  : 
1®  Toute  ligne  droU     ^^  ^x\X  projection  oblique  une  ligne 
droite;  ^ft  ? 


X 


3"  Toute  ligne  droite  parallèle  aux  projetantes  se  projette 
en  un  point; 

Il  en  résulte  qu'un  cylindre  se  projette  suivant  sa  trace 
sur  le  plan  de  projection,  si  on  prend  comme  projetantes 
des  parallèles  aux  génératrices. 

3®  Une  droite  parallèle  au  plan  de  projection  s*y  projette 
obliquement  en  yraie  grandeur; 

Il  en  résulte  qu'un  angle  dont  les  côtés  sont  parallèles  au 
plan  de  projection,  a  pour  projection  oblique  un  angle  égal, 
et  par  suite,  toute  figure  parallèle  au  plan  de  projection  se 
projette  en  vraie  grandeur. 

4*  Les  projections  de  deux  droites  parallèles  sont  paral- 
lèles ; 

La  réciproque  n'est  pas  vraie  si  la  projection  n'est  faite 
que  sur  un  seul  plan,  mais  si  les  projections  obliques  de 
deux  droites  sUr  deux  plans  différents  sont  parallèles,  les 
deux  droites  sont  parallèles  dans  l'espace. 

Plan. 

Un  plan  est  déterminé  en  projection  oblique  par  les  pro- 
jections de  deux  ou  plusieurs  droites  de  ce  plan.  Dans  le 
cas  particulier  oii  le  plan  est  parallèle  aux  projetantes,  il  se 
projette  suivant  une  droite  qui  est  sa  trace  sur  le  plan  de 
projection.  Il  en  résulte  que  toutes  les  figures  de  ce  plan  se 
projetteront  sur  sa  trace. 

Appliquons  cette  propriété  à  la  recherche  de  la  section 
plane  d'un  polyèdre. 

Section  plane  dCv/n  polyèdre. 

Soit  une  pyramide  pentagonale  coupée  par  le  plan  VaT,  je 
prends  arbitrairement  une  droite  fg\  fg  du  plan  et  je  choisis 
les  projetantes  obliques  parallèles  à  cette  droite  ;  de  cette 
façon,  tout  le  plan,  et  par  suite  toute  la  section  cherchée 
auront  leur  projection  oblique  condensée  sur  la  trace  aT  du 
du  plan. 

La  base  de  la  pyramide  est  à  elle-même  sa  projection 
oblique  sur  ce  plan.  Le  sommet  se  projette  obliquemment  en 
s^y  et  les  différentes  arêtes  en  s^a,  s^b  etc.,  qui  coupent  la 
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trace  horizontale  du  plan  en  ntinjp^q^r^;  fn^fiiPiqtTi^  est  la  pro- 
jection oblique  de  la  section.  J'en  trouye  la  projection  hori- 
zontale en  relevant  les  points  mfn^y  etc.,  sur  les  arêtes 
correspondantes  «a,  sby  etc.,  par  des  projetantes  obliques 
inverses. 

Pour  avoir  la  projection  verticale,  je  pourrai  relever  les 
points  par  des  lignes  de  rappel  ;  comme  vérification,  si  je 
mène  les  projetantes  verticales  mitn,  n^riy  etc.,  elles  coupent 
les  arêtes  en  mV,  etc. 

Intersection  éCun:  tronc  de  pyramide  quadrangulaire  à  bases 

parallèles  et  d'un  cylindre. 

Le  tronc  de  pyramide  a  sa  base  horizontale;  le  cylindre 
est  circonscrit  à  une  sphère  tangente  aux  deux  bases  du 
tronc  ;  son  axe  est  une  droite  quelconque. 

Je  prends  des  projetantes  parallèles  aux  génératrices  du 
cylindre  ;  le  cylindre  se  projette  en  entier  sur  le  plan  hori- 
zontal suivant  sa  trace  qui  est  une  ellipse. 

Pour  l'obtenir,  je  change  de  plan  vertical,  et  je  prends 
pour  nouvelle  ligne  de  terre  la  droite  oO^,  projection  hori- 
zontale de  Taxe  du  cylindre.  Le  cylindre  est  parallèle  au 
plan  vertical  et  sa  trace  est  l'ellipse  Sik^h^li. 

Je  cherche  la  projection  oblique  du  tronc  de  pyramide. 
Les  deux  bases,  parallèles  au  plan  horizontal,  se  projettent 
obliquement  en  vraie  grandeur. 

Si  je  consi(}ère  la  projection  aifr^Cid^  de  la  face  abcd,  Tare 
d'ellipse  f^t^e^^  compris  dans  l'intérieur  de  ce  quadrilatère 
est  la  projection  oblique  de  la  courbe  d'intersection  du 
cylindre  et  de  la  face;  je  relève  cette  intersection. 

Je  relève  d'abord  les  points  ei/i  situés  sur  les  arêtes  ad, 
ed  du  tronc. 

Si  je  mène  la  tangente  e^Si  à  l'ellipse  projection,  elle  est 
la  projection  oblique  de  la  tangente  au  point  e  de  l'espace. 
Le  point  s^  est  sur  le  côté  ab  et  il  se  relève  en  s;  es  est 
la  tangente. 

Pour  obtenir  un  point  quelconque  de  la  courbe,  je  prends 
sur  Tellipse  un  point  en  projection  oblique,  et  je  mène  par 


ce  point  une  droite  de  la  face  ;  je  la  relève,  et  sar  cette 
droite  je  relève  le  point  de  la  courbe. 
.  Hais  il  est  préférable  de  relever  une  tangente.  Je  vais 
relever  par  exemple  la  tangente  parallèle  À  l'arête  bc  et  le 
point  situé  aur  cette  tangente.  Je  mène  en  projection  obli- 
que la  tangente  m,/,*  parallèle  à  6,c,  et  je  relève  le 
point  oîi  elle  coupe  l>'rête  **  *"  "■  ^®  mène  par  »  """ 
parallèle  &  6c  et  je  (■„,         je  poi°t  '  sur  celte  droite. 


'  »  une 


^ 
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Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  comprendre  comment  on 
résoudrait  les  questions  suivantes.  Trouver  le  point  le  pins 
haut  ou  le  plus  bas  des  diverses  ellipses  d'intersection. 

Trouver  les  points  le  plus  à  gauche  et  le  plus  à  droite 
de  ces  ellipses. 

Trouver  les  points  de  ces  ellipses  pour  lesquelles  les 
tangentes  passent  par  un  point  donné  ou  sont  parallèles  à 
une  droite  donnée. 

Applicatùm  aux  ombi^es. 

Soit  à  trouver  l'ombre  portée  par  une  surface  (une  sphère 
par  exemple)  sur  un  polyèdre.  Le  problème  revient  :  1*  à 
circonscrire  à  la  surface  un  cylindre  parallèle  aux  rayons 
lumineux  et  tout  à  fait  analogue  au  cylindre  précédent; 
2°  à  chercher  son  intersection  avec  le  polyèdre. 

On  cherchera  l'ombre  portée  par  la  surface  et  par  le  po- 
lyèdre sur  un  plan  auxiliaire  (le  plan  horizontal  par  exem- 
ple). 

L'ombre  portée  par  la  sphère  fournira  l'ellipse  de  base 
du  cylindre  précédent  ;  l'ombre  portée  par  le  polyèdre  don- 
nera une  projection  oblique  de  ce  dernier  comme  ci-dessus, 
et  en  raisonnant  de  la  môme  manière,  on  remontera  par  des 
rayons  lumineux  inverses  au  lieu  de  projetantes  obliques 
inverses  des  points  de  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal 
aux  points  de  l'ombre  portée  par  la  surface  sur  le  polyèdre. 

(il  iuivre.) 


NOTE   D'ARITHMETIQUE 


DÉTERMINATION  DU  GHIFFRK 
TERMINANT  LIS  PUISSANCES  SUCCESSIVES  DES  NOMSRES  ENTIERS 

par  Ctoorges  Douter. 


I.  Principe.  —  Lorsque  le  dernier  chiffre  iun  nombre  est 
augmenté  éFune  unitéy  le  dernier  chiffre  de  la  cinquième  puw- 
sance  dé  ce  nombre  est  aussi  augmenté  d^une  unité. 
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Soit  a  un  nombre  entier;  si  nous  augmentons  le  dernier 
chiffre  d'une  unité,  le  nombre  résultant  sera  a  -f-  i* 

Or  nous  avons 

(a  +  i)»  =  a*  +  5a*  +  loa»  +  ioa«  +  5a  +  i, 
ou      (a  +  0*  =  («•  -f  i)  +  5a  (a«  +  i)  +  ioa«  (a  +  i). 

Que  le  nombre  a  soit  pair  ou  impair,  l'un  des  deux  fac- 
teurs du  produit  a{a*  -f-  i)  sera  pair  et  l'autre  impair;  par 
suite  ce  produit  sera  un  multiple  de  2.  Il  s'ensuit  que  le 
produit  5a(a'  -f-  i)  sera  un  multiple  de  lo.  D*ailleurs,  le 
produit  loa*  (a  -f-  0  est  aussi  un  multiple  de  lo. 

Donc  le  dernier  chiffre  de  (a  -|-  i)*  est  lé  même  que  celui 
de  a'  4"  i>  ce  Qu'ît  fallait  prouver. 

II.  Cîorollaire  1.  —  La  5®  puissance  de  i  étant  i,  le 
dernier  chiffre  de  2f  sera  i  -|~  ^  <)^  ^  »  P^^  suite  le  dernier 
chiffre  de  3*  sera  2+1  ou  3  ;  celui  de  4*  sera  3  +  i  ou 
4  ;  et  ainsi  de  suite. 

Or  toute  puissance  d'un  nombre  entier  est  terminée  par  le 
même  chiffre  que  la  même  puissance  du  dernier  chiffre  de 
ce  nombre.  Donc 

La  cinquiétne  puissance  (Tun  nombre  entier  est  terminée  par 
le  même  chiffre  que  ce  nombre. 

III.  Corollaire  2.  —  On  en  conclut  que  la  (5  -f-  4)""  ou 
la  9"»*  puissance  d'un  nombre,  puis  la  (9  +  4)"*  0^  la  ^  3"** 
puissance  de  ce  nombre,  ensuite  la  (i3  +  4)"**  ou  la  ij'^ 
puissance, . . .  sont  terminées  par  le  môme  chiffre  que  ce 
nombre.  Donc 

La  (4n  -f  i)"'  puissance  Sun  nombre  enHer  est  terminée  par 
le  même  chiffre  que  ce  nombre, 

IV.  Cîorollaire  3.  —  Soit  m  =  ^  +  r^oh  r  est  moindre 
que  4.  On  a    a*»  =  a*«  +  *■  =  a*»  +  *  .  a*"  —  *. 

Or  a**  +  <  est  terminé  par  le  môme  chiffre  que  a;  donc 
le  produit  de  a*»  +  <  par  a**  ""  ^  ou  a**»  +  *•  sera  terminé  par  le 
môme  chiffre  que  le  produit  de  a  par  a*"  —  *  ou  que  a** .  Donc 

La  m®  puissance  d'un  nombre  entier  est  terminée  par  le  même 
chiffre  que  la  piùssafice  Ae  ce  nombre,  qui  est  d'un  degré  égal 
au  reste  de  la  division  ^  ^  par  4. 


\ 
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V.  Gonollision.  —  De  ce  qui  précède  découle  la  règle 
suiyaute  : 

Formons  le  tableau  des  chiffres  qui  terminent  les  quatre 
premières  puissances  des  neuf  premiers  nombres  entiers. 


DEGRÉS 

f\ 

y» 

#*k 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

des  puissances 

I 

6 

# 

7 

8 

9 

I 

4n+  I 

2 

3 

4 

5 

2 

4n+2 

I 

4 

9 

6 

5 

6 

9 

4 

I 

3 

4n  +  3 

I 

8 

7 

4 

5 

6 

3 

2 

9 

4 

411 

I 

6 

I 

6 

5 

6 

I 

6 

I 

Le  chiffre  qui  termine  une  puissance  de  degré  quelconque 
4n  -f-  r  cTim  nombre  entier  a,  se  trouve  à  la  rencontre  de  la 
ligne  qui  commence  par  411  -^  r^  et  de  la  colonne  qui  commence 
par  a. 

VI.  —  L'inspection  de  ce  tableau  fait  voir  qpie  : 

'!•  Les  nombres  terminés  par  i,  par  5  ou  par  6,  ont  touta 
leurs  puissances  terminées  par  le  même  chiffre. 

9^  Les  nombres  tefjninés  par  4  ou  par  9  ont  toutes  leurs  jwû- 
sances  terminées ^  les  premiers  par  les  chijfres  4  et  6,  les  sëoonà 
par  les  chiffres  g  et  i. 

3^  Deux  nombres  terminés  par  deux  chiffres  complémentaires 
(dont  la  sommée  égale  icj,  ont  toutes  leurs  puissances  pairei 
terminées  par  les  mêmes  chiffres^  et  leurs  puissances  impaires 
terminées  par  deux  chiffres  complémentaires. 


NOTE  SUR  LE  VOLUME  DU  TRONC  DE  PYRAMIDE 

par  Maurice  d'Oca^Be,  élèye  au  Collège  Ghaptal. 


I.  —  C'est  une  méthode  fréquemment  employée  en  géomé- 
trie, dans  l'étude  des  polyèdres»  de  partir  du  cas  où  le 
polyèdre  étudié  a  une  base  triangulaire  et  de  généraliser 
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ensuite  les  résultats  obtenus  pour  le  cas  où  la  base  du 
polyèdre  est  un  polygone  quelconque. 

Or  cette  méthode  n'est  pas,  en  général,  appliquée  dans 
les  traités  de  géométrie,  au  cas  du  tronc  de  pyramide. 

C'est  cette  application  que  nous  allons  faire  dans  la  pre- 
mière partie  de  cette  note. 

Soient  B  et  B'  les  bases  d'un  tronc  de  pyramide  d'un 
nombre  quelconque  de  côtés,  -soit  h  sa  hauteur. 

Décomposons  ce  tronc  en  troncs  de  pyramides  triangu- 
laires par  des  plans  passant  par  l'une  des  arêtes  latérales  et 
chacune  des  autres. 

Soient  b,  &|,  6i,...  et  b\  b\y  b'i,...,  les  bases  des  troncs 
ainsi  formés.  On  a 

V  =  y{6-f-fei  +  ft,  +  ...  +  ft*  +  &',  +  6',...  +  \/^  +  n/W  +  v/Si&7+  ...) 

ox,N  =  '-j^  +  B'  +  Yw'+Yb^  (1) 

b     _  ^  _    K    _         _B 
Or  on  a      -^.  ^,^    —  —  —...—  -^ 

ou,  en  multipliant  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par 
son  dénominateur, 

hV    _    bj>\    _    bj)\    _  BB' 

yW      Ybib\        fbi^  ybêt 

ou  encore      — rr-   =  — r; —  =  — tt""  :=.,.  =  — =r; — 

0  bi  O2  B 

De  plus,  une  propriété  connue  des  rapports  donne 

V^  +  VW7  +  Yb^+  .>>    _  /bF" 

6'  +  b\  +  6;  +  .. .  —      B^ 

Ybb'    +  yWT  +  yb^b\  +  . . .  /BB' 

ou         g^ =-F" 


c'esU-dire      fbT  +  /M'i    +  /M7+  ...  =  /BF 
L'expression  (1)  devient  donc 

V  =  i-(B  +  B'  +  /Br) 

qui  est  bien  la  formule  («00^^^* 

II.  —  Nous   allons       w    tsi^i^^^T^^^^  comment   on  peut 
déterminer  le  volum^  v     iroP^  ^®  pyramide  à  base  rectan- 
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gulaire  sans  passer  par  le  tronc  de  pyramide  à  base  trian- 
gulaire. 

Nous  partirons  de  la  formule  dite  du  tas  de  sable  et  que 
Ton  détermine  dans  tous  les  livres.  Cette  formule  est 

V  =  -g-  r  6  (2a  +  a  )  +  6'  (2a  +  a)  1 

ou         V  =  4-  («6  +  «'6')  +   4-  («'6  +  Ob') 

^  o 

Or,  si  dans  un  tel  solide  on  a  — r  -h  "Tt  »  ^®  corps  est  an 

tronc  de  pyramide  à  base    rectangulaire. 
Représentons  ses  bases  par  B  et  B'.  Nous  avons 

Y=:-j  (B  +  B')  + A(a'6  =  a&') 
Mais  puisque  —  =  -jr,  on  a  ab'  =  a'b. 

Donc  V  =  4-(B  +  B')  +  4-  .  ^a'b 

0  6 

V  =  -^  (B  +  B'  +  a'b) 


or,  je  dis  que   db  =^  BB'. 

Bq  effet,  •  BB'  =  ab  .  a'V  =  aV  .  db 

ou  comme  aV  =  a'6,  BB'  =  (o6')* 

d'oU  aV  =  VbF' 

La  formule  devient  donc  bien  V  =  -^  (B  +  B'  +  V^ff) 

3 


NOTE  D'ALGEBRE 

par  M.  Pajon*  professeur. 


Cas  OÙ  la  fonction  y  =    .  ,    .    i.^ — ;     ,     est    oonslmU 

ax^  +  6a?  +  c 

X  étant  une  variable  indépendante. 

Si  les  coefficients  a\  &',  d  du  dénominateur  ne  sont  pas 
tous  nuls,  toute  valeur  à!x  autre  que  les  racines  du  tri- 
nôme a'ûD"  +  Vx  4-  c',  s'il  en  a,  déterminera  une  valeur 
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pour  y.  Dans  ce  cas,  la  fonction  y  peut  varier  sans  limites, 
varier  entre  des  limites,  ou  rester  constante.  C'est  ce  der- 
nier cas  que  nous  allons  examiner  dans  la  recherche  des 
maximum  et  minimum  de  la  fonction. 

En    mettant   Texpression  donnée  sous   la    forme  d'une 
équation  du  3*  degré  en  x  on  a  : 

(ay  —  a)  x»  +  {b'y  —  b)  x  +  (cy  -  c)  =  o,    (1) 
y  étant  constante,  x  sera  indéterminé  si  Ton  a  les  trois  con- 
ditions simultanées  : 

ay  —  a  =  o,      by  —  b  =  o,      c'y  —  c  =:  o,       (î) 

^  ~  à  ^   b'  ~  c' 

Si  6'  =  o,  ces  trois  conditions  seront  satisfaites  par 

, ,  ,  a  c 

b   =  Oy  b  =  Oy       y  =z—r  =  -—; 

a         c 

on  a  des  conditions  analogues  pour  les  cas  de  a'  =  o  ou 

c'  =  o. 

Si  Ton  a  a'  =  o,  6'  =  o,  on  devra  avoir  aussi  : 

.  c 

a  —  Oy  b  =z  Oy  y  =  —r* 

c 

Dans  le  cas  de  a'  =  o,  6'  =  o,  c  =  o,  les  conditions  (2) 
exigent  que  Ton  ait  aussi  a  =  o,  6  =  o,  c^o;y  est  alofs 
indéterminé.  Pour  chaque  valeur  de  cette  fonction,  x  peut 
varier  sans  limites.  En  d'autres  termes,  x  et  y  sont  indépen- 
dants l'un  de  l'autre. 

La  condition  de  réalité  d'x,  déduite  de  l'équation  (1)  est 

(by  -  6)«  -  4  {ay  -  0)  (cy  -  c)  >  o      (3) 
ou  bien  en  ordonnant  par  rapport  à  y  et  posant, 
6  «  —  4aV  =  A,  200  +  2ca  —  bV  =  B,  6«  —  400  —  C, 

Ay«  -f  2By  +  C  >^  o         (4) 
ou  en  désignant  ce  trinôme  par  M 

M  >  o         (8) 
C'est  en  discutant  l'expression  (4)  qu'on  trouve  les  cas 
oh  la  fonction  est  variable  ou  constante.  Nous  ne  considé- 
rons que  les  cas  oh  la  fonction  est  constante. 

1*  A  <  o.  Le  trinôm^  Jl  doit  avoir  un  signe  contraire 
à  A  ou  s'annuler. 

JOOSfIAL  DB  BATH.  1878  ^^ 
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Les  racines  de  ce  trinôme  sont  réelles,  car  ni  a  ni  à*  ne 

-       a         c 
pouvant  être  nuls,  — r-  et  — r  sont  deux  valeurs  de  y  q[ai 

d  c 

satisfont  à  Fexpression  (3)  et  donnent  M  ^  o.  Donc,  on  n'a 
pas  dans  tous  les  cas  M  <  o,  ce  qui  devrait  être  si  les 
racines  étaient  imaginaires. 

Si  les  racines  sont  égales  (y'  =  y"),  M  s'annule  pour 
y  =  y'  et  est  négatif  pour  toute  autre  valeur  d'y.  La  fonc- 
tion conserve  donc  la  valeur  constante  y  quel  que  soit  x, 
et  Ton  a,  si  6'  n'est  pas  nul, 

a  b         c       .     .       ,        .     X  j    1       • 

ti  =  — 7  =  —r  =  —7-,  ainsi  qu  on  vient  de  le  voir. 
a         0         c 

Si  V  :=  o,  on  aura  b  =  o,  y  =  — -  =  — ;. 

Cl  c 

Remarquons  que  la  condition  (8)  se  réduit  à  M  =  o. 
2»  A  =  0,  B  =  o,  Gi=  o.  L'expression  (1)  se  réduit  à 
M  =  o. 
Si  6'  n'est  pas  nul,  a'  ni  c'  ne  peuvent  l'être,  L'équalion 

M  =  O  est  alors  satisfaite  soit  par  y  =  — 7-,  soit  par  y  =  -r. 

Bn  substituant  -— ->  l'équation  (3)  donne  6'  —7 b  =  0. 

d  a 

l)onc  y  =  — 7-  =  -77-.  En   substituant  —7-,    l'éauation  (3i 

a  0  c 

'  donne  aussi  b'  -^^ b  =  o.  Donc  y  =  —7-  =  -77-.  On  a  donc 

c  c  b 

a  b   c 

abc 
et  la  fonction  y  est  constante. 
Si  V  est  nul  sans  que  c'  le  soit,  on  a 

a'  =  o,  ft'  =  o,  a  =  o,  b  =  o  ; 
l'équation  (3)  est  vérifiée  quel  que  soit  y  ;  mais  l'équation  (1) 
exige  que  Ton  ait  c'  y  —  c  =  o;  d'où 

c 

et  la  fonction  y  est  encore  constante. 
Si  b'  est  nul  sans  que  c'  le  soit,  on  a 

V  :=  o,  c'  =  o,  b  =  o,  c  =  o. 
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l'éqaation  (3)  est  encore  vérifiée  quel  que  soit  y  ;  mais  Téqua 
tion  (1)  exige  que  Ton  ait 

(a'y  —  a)  œ*  =  o. 

a 
Donc  y  =  — r  tant  que  x  n'est  pas  nul,  et  la  fonction  est 

constante  ;  et  si  a?  =  o,  y  peut  prendre  une  valeur  arbi- 
traire. 

Ces  trois  cas  sont  les  seuls  où  y  reste  constante,  lorsque 
A  =  o,  B  =  o,  G  =  o. 

Dans  les  autres  cas,  a  =  o,  6'  =  o,  c'  =  o,  la  fonction  y 
peut  varier  sans  limites. 


ÉCOLE  FORESTIÈRE  1878. 


MathématiqaM. 

1.  —  Un  document  daté  de  1759,  après  avoir  porté  la  valeur  totale  d'une 
forée  à  343,547  livres  tournois,  17  sols,  10  deniers/fait  remarquer  qu'il 
en  résulte  que  la  valeur  moyenne  de  Tarpent  est  de  683  livres,  4  sols, 
I  denier  4/10. —  Or,  cette  forêt  contient  actuellement  217  hectares  §7  ares 
69  centiares.  On  demande  si  la  contenance  a  augmenté  ou  diminué  depuis 
1759,  et  de*  combien  d'arpents  ou  d'hectares.  —  On  sait  que  Tarpent  des 
eaux  et  forêts  se  divisait  en  100  perches,  dont  chacune  était  un  carré  de 
22  pieds  de  côté. 

2.  ^  Étant  donnée  une  droite  AB,  partager  sa  longueur  au  point  X  en 
deux  parties  AI  et  BX,  telles  que  la  valeur  [de  AX*  +  3.  BÏ*,  soit  la 

moindre  possible. 

(Durée  de  la  séance  :  S  heuret.] 

Trlifonométria  et  oaloul  logaritlmiiqae. 

La  base  d'un  tétraèdre  SABG  est  un  triangle  ABC  dans  lequel  on  a 

AB  =s  o~,i69i592 
BC  =  o- 1373617 
Le  rapport  de  Tare  qui  mesure  l'angle  BAG  è  son  rayon,  est  égal  à 
O", 5689908.  Le  sommet  S  se  trouve  sur  une  perpendiculaire  au  plan  ABC 
passant  par  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC,  et  &  une  distance  telle 
que  l'arête  SG  a  une  longueur  de  i  mètre.  On  demande  la  valeur  des  angles 
du  triangle  ABG  à  un  dixième  de  seconde  près,  et  celles  des  arêtes  et 
du  volume  du  tétraèdre  avec  sept  figures. 

(Durée  de  la  séance  :  8  heures,) 

Narri^tioi^  trançaisa. 

tJhe  saga  Scandinave  raconte  aiie  Thorborg,  femme  ^de  rishndais  Yer- 
mund,  donna  un  jour,  en  i'ab8A|.Ji  de  ^^  "Bûxtit  Asile  à  un  proscrit.  Yermund 


\ 
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lai  en  demanda  compte  d'un  ton  sévère.  J'ai  caché  cet  homme,  dit  ûm^ 
ment  Thorborg,  afin  qu'en  te  voyant  une  femme  capable  de  blre  ane 
pareille  chose,  on  pût  reconnaître  en  toi  le  plus  grand  des  cheb.  Yenaaiid 
s'inclina  satisfait,  en  lui  répondant  :  Tu  es  une  femme  pleine  de  sagesse; 
j'approÛTO  ta  conduite  et  t'en  remerde.     [Dwrée  de  la  séance  :  9  hmm.) 

Thème  allemand. 
Dans  les  terres  inhabitées  qui  sont  au-dessus  du  pays  des  Hottentots,  et 
en  général  dans  toutes  les  parties  méridionales  de  l'Afrique  et  de  l'Aiie, 
où  l'homme  a  dédaigné  d'habiter,  les  lions  sont  encore  en  assez  gnod 
nombre,  et  sont  tels  que  la  nature  les  produit.  Accoutumés  à  mesorerlear 
forces  arec  tous  les  animaux  qu'ils  rencontrent,  l'hèbitade  de  vainere  la 
rend  intrépides  et  terribles;  ne  connaissant  pas  la  puissance  de  l'hoamie. 
ils  n'en  ont  nulle  crainte;  n'ayant  pas  éprouvé  la  force  de  ses  armei,  ils 
semblent  les  braver.  Un  seul  de  ces  lions  du  désert  attaque  souvent  one 
caravane  entière,  et  lorsque,  après  un  combat  opiniâtre  et  violent,  il  se 
sent  aflkibli,  au  lieu  de  ftair,  il  continue  de  battre  en  retraite,  en  faisnt 
toujours  lace  et  sans  jamais  tourner  le  dos.  Les  lions,  ao  -contraire,  qii 
habitent  aux  environs  des  villes  et  des  bourgades  de  l'Inde  et  de  la  Bar- 
barie, aiyant  connu  l'homme  et  la  force  de  ses  armes,  ont  perdu  leur  coaiage 
au  point  de  n'oser  Tattaquer.  —  BurFON. 

(Durée  de  la  séance^  dictée  comprise  :  9  kmm.) 


ÉCOLE  CENTRALE  1878. 


i^  SESSION. 


Aéométrie  analyil^e. 

On  donne  dans  un  plan  une  droite  LL',  un  point  F  et  un  pofail  A-  Oi 
eonsidère  toutes  les  coniques  pour  lesquelles  le  point  F  est  un  foyer  et  h 
droite  LL',  la  directrice  correspondante.  Par  le  point  À  on  mène  des  tas- 
gentes  à  toutes  ces  coniques  et  on  demande  : 

1*  Le  lieu  de  la  projection  du  point  ▲  sur  toutes  les  cordes  de  contact; 

2*  Le  lieu  des  points  de  contact. 

Ce  dernier  lieu  est  une  conique;  reconnaître  quel  est  son  genre  d'après 
la  position  du  point  k  ;  et,  pour  une  position  donnée  de  ce  point,  chercher 
k  obtenir,  par  des  constructions  simples,  un  nombre  de  points  et  de  (0- 
gentes  suffisant  pour  déterminer  la  conique. 

Triangle. 

On  donne  deux  côtés  a  et  6  d'un  triangle  ainsi  que  l'angle  compris  C. 
savoir  a  «  21753,788 

h  as  94567,891 
C  «  i36-  42'  37',42 
On  demande  de  calculer  : 
1*  Le  troisième  côté  o; 
2*  Les  angles  A  et  B; 
3*  La  surface  du  triangle. 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES. 


FACULTÉ  DE  PARIS 

JniUet. 

Une  pyramide  a  pour  base  uo  carré  de  côté  a,  son  sommet  est  sitoé  sur 
la  perpendiculaire  élevée  au  plan  par  le  centre  du  carré  et  à  une  distance 
h  de  cette  base;  ealculer  le  sinus  de  l'angle  que  font  entre  dies  deux  faces 
latérales  de  la  pyramide. 

—Prouver  que  l'intersection  de  deux  sphères  est  plane  et  par  conséquent 
circulaire. 

—  On  donne  le  produit  a*  de  deux  nombres  pontifs  x  et  y;  trouver  le  mini- 
mum de  la  somme  x  +  y, 

•^  Calculer  le  côté  d'un  hexagone  régulier,  sachant  que  le  volume  engendré 
par  cet  hexagone  tournant  autour  d'un  de  ses  côtés  est  égal  à  i  mètre  cube. 

—  Trouver  deux  angles  a;  et  n,  connaissant  la  somme  a  de  leurs  sinus  et 
la  somme  b  de  leurs  cosinus. 

—  Valeur  du  côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  une  circonférence  en 
fonction  du  rayon. 

—Trouver  l'expression  du  volume  engendré  par  un  secteur  circulaire  AoB, 
tournant  autour  d'un  diamètre  xy  qui  ne  le  coupe  pas.  En  conclure  l'ex- 
pression de  ce  volume  en  fonction  du  rayon  R  de  la  sphère  dans  le  cas 
où  la  droite  oA  est  perpendiculaire  à  xy  et  l'angle  AoB*  de  6o*. 

—  Résoudre  l'équation  :  2  sln'  3x  4-  sin'  &x  ^  2. 

—Démontrer  que  les  tangentes  menées  aux  points  dlntersection  d*un  méri* 
dien  et  d'une  parallèle  à  la  sphère  sont  perpendiculaires. 

— Calculer  sin  A  et  cos  A,  étant  donné  tg  — . 

a 

—Parmi  tous  les  triangles  rectangles  qui  ont  même  hypoténuse,  quel  est 
celui  pour  lequel  la  somme  des  côtés  de  l'angle  droit  est  maxima? 
—On  demande  de  résoudre  les  équations 

oî  H-  y  -r-  »  =  o 
a^x        ,        l^        ,        c*« 

a  —  d  6  —  d     ^     c  —  d 

et  de  reconnaître  que  a;  =  o  si  l'on  suppose  b  ^  e;  dire  si  le  système  est 
alors  déterminé. 

—  Exprimer  on  fonction  d'un  rayon  R  d'une  circonférence  les  périmètres 
des  dodécagones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  à  cette  circonférence. 

—  La  droite  AB  étant  un  diamètre  d'une  circonférence,  BD  la  tangente  au 
polut  B.  Déterminer  l'angle  DAB  de  façon  que  Ton  ait  AD  ^  4AG.  C  est  le 
point  où  AD  coupe  la  circonférence. 

—Les  traces  d'un  plan  PoF  font  des  angles  a  et  P  avec  la  ligne  déterre. 
On  demande  de  calculer  la  tangente  de  l'angle  que  fait  ce  plan  avec  le 
plan  horizontal. 
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—  Trourer  les  angles  x  qui  satisfont  à  l'équation 

^  sin  a?  +  cos  a?  =  2. 

—  Étant  donné  un  triangle  équilatéral  ABC,  on  prend  sur  les  ofttés  AB, 
BC,  AC  et  non  sur  leur  prolongement  des  points  A',  B',  C  tels  que  AB*  = 
BB'  as  CC'  «  a.  On  donne  le  côté  a  du  triangle  ABC,  On  demande  de  cal- 
culer la  surface  du  triangle  A'B'C. 

—  Dans  un  triangle  rectangle  on  donne  un  des  côtés  de  l'angle  droit  el 
le  rayon  du  cercle  inscrit.  Calculer  l'autre  côté  et  l'hypoténuse. 


CONCOURS  GENERAL  DE  1878. 


MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 

Déterminer  les  rayons  des  deux  bases  d'un  tronc  de  cône  eonnaisniit  : 

1*  La  hauteur  h  du  tronc; 

2*  Le  Tolume  qui  est  équivalent  aux  trois  quarts  du  volume  de  la  spbère 
de  diamètre  h; 

3*  La  surface  latérale  qui  est  équivalente  à  celle  du  cercle  de  rqyon  s. 

On  ne  considère  que  des  troncs  formés  par  des  plans  qui  coupent  les 
arêtes  d'un  même  côté  du  sommet  et  on  indiquera  le  nombre  des  solutions 

qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  du  rapport  ^. 

RHÉTORIQUE. 

Déerminer  sur  un  diamètre  AB  d'une  sphère  de  rayon  R,  un  point  td 
que  si  l'on  mène  par  ce  point  un  plan  perpendiculaire  à  ce  diamètre,  Iasa^ 
&ce  de  la  zone  sphérique  limitée  par  ce  plan  et  contenant  le  point  À  soU 
équivalente  à  la  surface  latérale  du  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  d'int^^ 
cle  d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan  et  pour  sommet  le  point  B. 

Gela  étant,  calculer  le  rapport  du  volume  de  ce  cône  au  volume  de  la  spbère. 

—-  Inégalité  des  Jours  et  des  nuits ,  saisons. 

PHILOSOPHIE. 

On  coupe  une  pyramide  triangulaire  SABC  par  un  plan  parallèle  à  li 
iMse;  ce  plan  rencontre  les  arêtes  latérales  SA,  SB,  SC  en  A',  F,  C;  on 
mène  ensuite  les  plans  CA'B',  AB'C,  BC'A'.  Soit  P  leur  point  commun.  Dé- 
terminer le  lieu  décrit  par  le  point  P,  lorsque  le  plan  A'B'C  se  déplace  es 
demeurant  parallèle  à  la  base. 

CLASSE  DE  TROISIÈME. 

On  donne  un  cercle  0,  un  point  A  sur  la  circonférence  de  ce  cercle  ai 
une  ligne  D.  Trouver  sur  cette  ligne  un  point  tel  qn'en  menant  les  deni 
tangentes  à  la  «circonférence,  et  en  joignant  les  points  de  contact  an  point 
A,  l'angle  formé  A  soit  égal  à  un  angle  donné  Y. 

—  Trouver  deux  nombres,  sachant  que  leur  rapport  est  -^,  leur  plus  grand 

commun  diviseur  3o  et  leur  plus  petit  commun  multiple  2,70a 
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INSSIGNEUNT  SPÉGUL. 

1.  —  Chaleur  dégagée  par  le  courant  électrique. 

2.  —  Acide  oxalique. 

3.  —  Quel  est  le  poids  de  sucre  de  canne  qui  a  donné  après  fermen- 
tation 54  décimètres  cubes  d'acide  carbonique  sec?  Quel  volume  d'éther 
acétique  en  vapeur  pourra-t-on  obtenir  avec  Talcool  produit? 

On  supposera  que  le  volume  de  l'acide  carbonique  est  mesuré  lo»  à  celui 
de  1  éther  acétique  &  8o»  et  que  les  deux  mesures  ont  été  faites  sous  la 
pression  o",7oo 


CONCOURS  ACADÉMIQUES  DE  1878 


LYON. 


1.  —  Calculer  les  éléments  dans  les  deux  cas  suivants  : 
!•  On  donne  les  angles  et  le  périmètre; 

2*  On  donne  les  angles  et  la  somme  des  inverses  des  hauteurs. 

2.  —  Décrire  un  cercle  coupant  à  angle  droit  un  cercle  donné  et  passant 
par  deux  points  donnés  situés  dans  son  plan. 

MONTPELLIER. 

Étant  donné  un  parallélipipède  rectangle  dont  les  dimensions  sont  a  et  &, 
la  troisième  étant  indéfinie,  on  propose  de  le  couper  par  un  plan,  de  manière 
que  le  parallélogramme  de  section  ait  un  angle  donné  et  une  surface  donnée. 

En  supposant  connus  seulement  a  ei  b  et  l'angle  du  parallélogramme, 
quelle  est  de  toutes  ces  sections  celle  qui  a  la  plus  grande  ou  la  plus  petite 
surface. 

Matliématicnies  spéciales. 

Etant  donnés  une  ellipse  et  un  cercle  sécant,  on  demande  :  !•  de  trouver 
la  relation  angulaire  qui  lie  deux  sécantes  conjuguées  communes  à  ces  deux 
coorbes;  2*  de  déduire  de  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  au  cercle  sécant 
et  à  deux  sécantes  conjuguées  communes  à  ces  deux  courbes,  la  construc- 
tion de  la  tangente  à  l'ellipse  (cette  construction  s'obtient  par  la  règle  seu- 
lement) ;  3*  de  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  sécant  de  rayon  cons- 
tant mais  variable  de  position,  sous  cette  condition,  que  l'une  des  deux 
sécantes  conjuguées  communes  reste  parallèle  à  une  direction  donnée,  et  de 
trouver  le  lieu  de  l'intersection  correspondante  des  deux  sécantes  conju- 
gué^; 4*  de  trouver  le  lieu  du  centre  sécant  variable  de  grandeur  et  de 
position,  sous  cette  condition  que  le  rapport  du  rayon  du  cercle  au  diamètre 
de  Fellipse,  parallèle  à  Vnn^  jLg  deux  sécantes  conjuguées  communes,  reste 
constant,  ** 

Enseignement  ^>       iaI.  —  ^*  année.  —  Méoaniq^ae. 

Deux  corps,  pesant  Jw  ^é^^^'  Yautre  i5  Itgs.,  liés  pat  un  fil  dont  on 
néglige  la  masse  repos^^  ^^  K^^jVement  sur  deux  plans  IncUnés,  adossés 
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rua  à  l'autre,  faluuit  tree  l'horlson,  le  !•'  un  angle  de  6o*,  le  1*  de  So*. 
Cet  eorpi  étant  abandonnés  sans  vitesse  initiale,  on  demande  qnel  moaTe- 
ment  ils  prendront  et  quelle  sera  Taccélération  de  ce  mouvement. 

Descriptive. 

Un  cylindre  circulaire  droit  de  2  centimètres  de  rayon  et  de  5  ceotimèins 
de  hauteur,  repose  par  Tune  de  ses  bases  sur  le  plan  horizontal;  le  eestre 
de  sa  base  est  à  5  centimètres  en  avant  de  la  ligne  de  terre  :  le  eorpi  est 
éclairé  par  un  point  lumineux  situé  sur  la  génératrice  la  plus  éloignée  di 
plan  vertical,  à  8  centimètres  au-dessus  du  plan  horizontal.  On  demude 
l'ombre  portée  par  le  cylindre  sur  le  plan  horizontal  et  sur  le  plan  vertktl. 

TOULOUSE 

i.  —  On  donne*  dans  un  même  plan,  une  droite  indéfinie  AB  et  deax 
points  M,  N,  situés  hors  de  cette  droite,  et  Ton  demande  de  trouver  sor  AB 
un  point  P  tel  que  la  somme  de  ses  distances  aux  deux  points  M  et  IC  soit 
égale  à  une  longueur  donnée  K. 

Parmi  toutes  les  valeurs  qu'on  peut  attribuer  à  K,  quelle  est  celle  ^ 
est  minimum? 

On  résoudra  le  problème  soit  en  y  appliquant  le  calcul  algébrique,  nit 
en  y  employant  la  géométrie  pure. 

3.  ^  On  consldérara  en  second  lieu  le  cas  où  la  droite  AB  et  les  points  V, 
N  ne  seraioit  pas  situés  dans  un  même  plan,  et  l'on  montrera  comment  oi 
peut  résoudre  le  même  problème  en  ramenant  le  nouveau  cas  au  pramier. 


EXAMENS  ORAUX  DE  SAINT-CYR  1878. 


Maximum   ou    minimum  de  --2-= — ,  x  étant  compris  entre  o  et  43*. 

tg  5x 

—  Un  arc  de  I*  i'  est  égal  à  i  mètre;  calculer  le  rayon  à  i  centimètre 
près. 

—  Lorsqu'une  fraction  irréductible  donne  lieu  à  une  fraction  périodiqBe 
simple,  toute  fraction  irréductible  de  même  dénominateur  donne  le  mène 
nombre  de  chiiftes  à  la  période. 

«  Deux  mobiles  se  meuvent  à  partir  du  point  0  sur  l'axe  Oî,  d'oi 
mouvement  uniforme,  avec  des  vitesses  t^  et  t/.  Un  point  P  est  donné  sor 
OY,  perpendiculaire  à  OX.  Au  bout  de  combien  de  temps  vem-t-on  la 
distance  des  deux  mobiles  sous  l'angle  maximum?  —  Trouver  la  condition 
pour  que  le  maximum  soit  de  45*. 

—  Dans  un  triangle,  on  connaît  A,  et  Ton  a  la  relation  sin,  A  «  sin  B 
sin  C.  Calculer  les  angles  de  ce  triangle, 

—  Dans  un  triangle  équilatéral  ABC,  mener  une  sécante  UN  parallèle  i 

BC,  de nunlère  que  ^  +  Ï5J  +  ^  =-  ±. 

^  On  connaît  deux  nombres  A  et  B,  et  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur D.  Trouver  le  plus  petit  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  A  pour 
que  le  produit  soit  divisible  par  B. 
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—  Trouver  les  conditions  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  du 
polynôme  du  quatrième  degré,  pour  que  l'on  puisse  le  décomposer  en  une 
différence  de  deax  carrés,  de  la  forme 

(X*  +  px  +  qY  —  K>a^. 

—  Dans  une  demi-circonférence  AB,  on  mène  une  corde  AC  fixe  ;  trouver 
sur  cette  droite  AC  un  point  D  tel  que  si  Ton  mène  DE  parallèle  à  AB,  et 
rencontrant  la  circonférence  en  E,  on  ait  DE  =  AD  ;  —  2*  Déterminer  le 
point  D  de  manière  que  le  rapport  de  DA  à  DE  soit  égal  à  une  quantité 
donnée  ;  —  3"  Trouver  le  maximum  de  la  somme  AD  +  DE. 

^-  Maximum  de  cos  x  [sin  [%  -^  x)  +  sin  x), 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  l'angle  A,  la  somme  5  +  c  =:  2#,  et 
sachant  que  l'on  û  a*  ^  bc.  Discuter. 

—  Trouver  les  angles  d'un  triangle,  connaissant  Tangle  A  et  sachant  que 
Ton  a  2a  =5  6  +  c. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 

A  l'École  saint-cyr. 


Un  nombre  est  formé  par  le  produit  de  trois  nombres  entiers  consécutifs, 
et  la  somme  des  quotients  que  l'on  obtient  en  divisant  ce  nombre  par  cha- 
cun de  ses  facteurs  est  47.  Trouver  ce  nombre. 

—  Étant  donnée  une  ligne  de  longueur  a,  on  en  prend  le  milieu  et  on 
la  prolonge.  Trouver  la  longueur  de  la  partie  prolongée,  de  telle  manière 
que  le  rectangle  ayant  pour  dimensions  la  moitié  de  la  ligne  donnée  et 
l'autre  moitié  augmentée  de  la  partie  prolongée,  soit  équivalent  au  carré 
de  la  partie  prolongée. 

—  Trouver  deux  nombres  dont  la  somme  soit  égale  à  9  fois  la  différence 
et  dont  le  produit  diminué  du  plus  grand  nombre,  soit  t%  fois  le  quotient 
du  plus  grand  nombre  par  le  plus  petit. 

—  Trouver  un  nombre  tel  que  son  carré  augmenté  de  son  cube  donne  une 
somme  égale  à  9  fois  le  nombre  suivant. 

—  Résoudre  l'équation  --i j-  +  —3 — jr-  =  4  et  faire  voir  que  les 

racines  sont  toujours  réelles,  quelle  que  soit  la  valeur  que  l'on  donne  à  a 
et  A  5. 

—  Étant  donné  un  triangle  rectangle  ABC,  chercher  sur  le  edté  AB  de 
l'angle  droit  un  point  M,  tel  que  l'on  ait  AM'  +  BM'  +  CM*  »  K>. 

—  On  donne  les  dimensions  d*un  rectangle  ABCD;  on  prolonge  le  côté 
BC,  et  on  demande  où  il  faudra  prendre  sur  ce  prolongement  un  point  M, 
pour  que  la  somme  des  deux  triangles  ADN,  MCN  soit  égale  à  une  quan- 
tité donnée. 

—  Un  demi-cercle  étant  donné,  on  demande  de  mener  du  point  A  une 
corde  AN,  telle  que,  en  abaissant  une  perpendiculaire  MN  de  l'extrémité  N 
de  la  corde  sur  le  diamètre  AB,  U  somme  AN  +  MN  soit  égale  à  une  ligne 
donnée. 

—  On  donne  un  cercle  et  a^^^x  points  P  et  F  sur  un  de  ses  diamètres. 
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On  demande  de  mener  du  point  P  une  sécante  PCD,  telle  que  la  snifàoe  dn 
triangle  DCP  soit  maxima  ou  minima. 

—  Mener  dans  une  circonférence  une  corde,  telle  que  la  somme  de  li 
corde  et  de  sa  distance  au  centre  soit  maxima. 

•^  On  donne  une  circonférence,  deux' tangente  parallèles,  et  un  point  P 
sur  le  diamètre  de  contact.  Mener  une  troisième  tangente  telle  que  la  partie 
interceptée  soit  vue  du  point  P  sous  un  angle  maximum. 

-»  Sur  une  demi-circonférence,  trouver  un  point  M  tel  que  si  l'on  abaisse 
une  perpendiculaire  MP  sur  le  diamètre  AB,|la  somme  AP  +  ^  ^^ 
maxima. 

~  On  donne  deux  circonférences  tangentes  intérieurement.  Troarer  surli 
petite  circonférence  un  point  P  tel  que  si  Ton  mène  PM  perpendiculaire  an 
diamètre  de  contact  et  qu'on  prolonge  cette  ligne  jusq[a*en  N  où  elle  ren- 
contre la  grande  circonférence,  NF  +  MN'  soit  maximum. 

—  Soit  donnée  une  demi-cireonférenœ,  on  demande  de  tronver  one 
droite  CD  parallèle  à  AB  et  qui  soit  vue  du  point  P  milieu  de  OB  soos  u 
angle  drdt. 

—  Dans  an  triangle,  mener  à  la  base  une  parallèle  qui  soit  vue  sons  m 
angle  droit  du  milieu  de  la  base. 

^  On  a  sur  une  droite  les  points  A,  B,  G,  D,  qui  sont  équidUtants  ;  on  de- 
mande de  trouver  sur  cette  droite  un  point  M,  tel  que  MA'  +  MB'  +  ^' 
+  BID>  »  K>. 

—  On  demande  sur  la  demi-cireonférence  AMA'  un  point  M,  tel  q^e 
2MA'  +  3MA  soit  minima. 

«  Soit  un  triangle  rectangle  ABC;  on  donne  AC  —  AB  =»  d,  CD  -  BD 
a  d;  calculer  les  côtés  a;  et  v  de  l'angle  droit.  D  est  le  pied  de  la  peipea- 
diculaire  abaissée  du  sommet  A  sur  l'hypoténuse. 

—  Soit  un  demi-cercle  AMD  et  un  point  M  de  la  demi-circonférence; 
Joignons  le  point  M  au  point  A  et  menons  MG  parallèle  au  diamètre  iD. 
jusqu'à  la  seconde  rencontre  en  G  avec  la  demi-circonférence.  Pour  quelle 
position  de  M  la  somme  MA  +  ^^  est-elle  maximum  ou  minimum? 

—  On  considère  un  demi-cercle,  le  diamètre  AB  et  la  corde  AC  issne  de 
l'extrémité  A.  Quelle  doit  être  la  position  de  la  corde  pour  que  la  somo» 
de  la  corde  et  de  sa  projection  sur  le  diamètre  soit  maxima. 

—  On  considère  un  demi-cercle  et  une  corde  GD  parallèle  an  diamètie. 
Déterminer  le  point  G  de  telle  manière  que  AG  =  K.GD. 

~~  Etant  donnés  sur  une  droite  indéfinie  trois  points  A,  B,  G,  trouver  sar 
cette  droite  un  quatrième  point  M,  tel  que  Ton  ait  MB'  =»  MA .  MC. 

^  Mener  dans  un  demi-cercle  trois  cordes  consécutives  dont  une  panl- 
lèle  au  diamètre  et  les  autres  passant  par  les  extrémités  de  ce  diamètre,  de 
manière  que  la  somme  des  carrés  des  cordes  soit  égale  à  P. 

—  Gouper  une  sphère  par  un  plan,  de  manière  que  le  cône  qui  a  pov 
base  la  section  et  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère,  soit  équivalent  ta 
segment  sphérique  à  une  base  qui  le  surmonte. 

—  Mener  dans  une  demi-circonférence  une  corde  parallèle  au  diamètre, 
de  façon  que  la  somme  des  carrés  de  cette  corde  et  de  celle  qui  en  joiol 
une  extrémité  à  l'extrémité  du  diamètre,  soit  donnée.  Discussion. 

—  Mener  dans  un  cercle  une  corde,  telle  que  la  somme  de  cette  corde  et 
de  la  flèche  (portion  du  rayon  perpendiculaire  comprise  entre  l'arc  et  ^ 
corde)  soit  maxima. 

—  Diviser  un  cercle  en  moyenne  et  extrême  raison  par  un  cercle  conceD* 
trique. 
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—  Diriaer  un  tritngle  en  moyenne  et  extrême  raison  par  une  parallèle 
à  la  base. 

-^  Diviser  un  trapèze  en  moyenne  et  extrême  raison  par  une  parallèle  aux 
bases. 

—  Calculer  les  côtés  de  Tangle  droit  d'un  triangle  rectangle,  connaissant 
l'hypoténuse  et  sachant  que  le  volume  engendré  par  ce  triangle  tournant 
autour  d'un  des  côtés  de  Tangle  droit  est  égal  au  double  du  volume  en- 
gendré par  le  même  triangle  tournant  autour  de  l'autre  côté  de  l'angle  droit. 

—  Etant  donnés  un  cercle  et  deux  diamètres  rectangulaires  ÀB,  CH, 
mener  une  corde  DE  parallèle  au  diamètre  ÀB,  de  manière  que  le  volume 
du  cylindre  engendré  par  le  rectangle  DEFG  tournant  autour  du  diamètre 
AB,  soit  égal  à  celui  du  solide  engendré  par  le  trian^^e  DCE  tournant  au- 
tour du  même  diamètre. 


MÉLANGES 


HISTOIRE  DES  MATHEMATIQUES 

Par  le  D'  Henri  Sater,  de  Sttiieh,  traduite  par  M.  A.-6.  Hblon. 

[Suite,  voir  page  199) 


LA  SCIENCE  CHEZ  LES  GRECS. 

Son  importation.  —  Ses  progrès  Jusc[a'à  la  fondation  de  l'École 

d'Alexandrie. 

Ayant  d'arriver  à  Platon  et  à  Aristote,  qui  ouvrent  une 
ère  nouvelle  aux  mathématiques  et  aux  sciences  de  la 
nature,  nous  allons  jeter  un  coup  d'œil  en  arrière  sur  le 
mouvement  scientifique  des  deux  siècles  écoulés. 

Cette  période  se  caractérise  surtout  par  des  inventions  et 
des  progrès  isolés,  par  l'absence  de  toute  coordination  dans 
le  développement  des  sciences;  par  le  manque  d'une  méthode 
généralement  admise  dans  les  sciences  abstraites,  et  d'un 
système  spécial  approprié  aux  sciences  appliquées.  Les 
mathématiciens  de  ce  temps  étaient,  par  suite  de  leurs  vues 
philosophiques,  trop  éloignés  les  uns  des  autres,  leurs  idées 
et  leurs  conclusions  divergeaient  en  des  sens  trop  divers 
pour  qu'il  fût  aisé  alors  d'embrasser  d'un  coup  d'œil  le 
sujet  entier  des  sciences  et  de  leur  appliquer  une  même 
méthode.  —  Lorsque  les  écoles  philosophiques  se  rappio- 


—  «Bâ- 
chèrent davantage,  lorsque  Platon  et  Aristote  réunirent  les 
matériaux  dispersés  de  nombreux  côtés  et  les  mirent  en 
ordre,  alors  seulement  il  devint  possible  de  soumetlre 
chaque  science  à  un  plan  unique.  Toutefois,  il  ne  nous  est 
parvenu  aucun  traité  didactique  de  mathématiques  remon* 
tant  à  cette  époque  :  Hippocrate  doit  avoir  composé  le  premier 
ouvrage  de  ce  genre,  mais  il  a  été  perdu.  Cette  dernière 
circonstance  nous  rend  difficile  l'examen  de  l'ensemble  des 
productions  mathématiques  depuis  ThaUs  jusqu'à  Platon.  Ce 
que  nous  connaissons  des  citations  historiques  bien  courtes 
et  en  partie  obscures  émanant  des  écrivains  grecs,  nous 
permet  seulement  de  croire  à  la  situation  élevée  à  laquelle 
avaient  pu  parvenir  les  sciences  à  la  fin  de  cette  période 
un  peu  nuageuse.  —  Il  faut  avouer,  il  est  vrai,  que  le 
système  alors  adopté,  ainsi  que  la  manière  dont  les  concep- 
tions se  produisaient,  se  formulaient  et  s  enchaînaient,  sont 
pour  nous  lettre  close. 

Toutefois  nous  voyons  que  les  plus  anciens  mathéma- 
ticiens, dans  leurs  démonstrations  et  dans  leurs  questions, 
ont  eu  recours  à  la  méthode  synthétique,  mais  il  faut  dire 
aussi  que  les  mathématiciens  n'ont  jamais  eu  nettement 
conscience  de  sa  valeur  et  de  ses  procédés  qui,  par  le 
contraste,  furent  mis  en  relief  lorsque  Platon  et  ses  élèves 
appliquèrent  la  méthode  analytique. 

Il  est  permis  d'admettre  que  la  géométrie  plane,  au  temps 
d'Hippocrate,  était  arrivée  à  son  entier  développement;  c'est 
ce  qu'établit  avec  une  certitude  suffisante  l'extrait  que 
nous  donne  Simplidus  de  l'histoire  de  la  géométrie  à*Euiéme. 

En  ce  qui  concerne  la  stéréométrie,  leurs  progrès  sont 
très-lents,  et  nous  ne  trouverions  rien  au  delà  de  la  con- 
naissance de  cinq  réguliers,  connaissance  déjà  acquise  par 
les  Égyptiens,  ainsi  qu'il  a  été  reconnu.  —  L'arithmétique 
ne  s'élevait  pas  non  plus  au  delà  des  spéculations  des  Pytha- 
goriciens sur  les  nombres.  Du  reste,  les  premiers  dévelop- 
pements de  cette  dernière  branche  sont  restés  entourés  de 
ténèbres  bien  plus  obscures  que  pour  toute  autre  branche. 

L'astronomie  s'agitait  malheureusement  presque  exclusi- 
vement dans  le  champ  des  spéculations  philosophiques.  U 
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recherche  de  systèmes  de  Tuniverâ  et  de  l'essence  des  corps 
célestes  était  le  seul  but  poursuivi  par  les  écoles  ionienne 
et  pythagoricienne.  L'observation  rationnelle  des  phénomè- 
nes, qui  doit  être  la  véritable  base  de  l'astronomie,  leur  était 
encore  étrangère  ;  et  elle  ne  devint  en  honneur  qu'à  la  suite 
des  efforts  déployés  par  un  Meton  et  par  un  Euktemon  pour 

fixer  l'évaluation  du  temps. 

(A  suivre.) 


QUESTION  83. 
■•ImtiMi  par  M,  Mbnano,  élère  du  Ljreée  de  Dijon. 

Construire  un  pentagone  dans  lequel  chaque  diagontUe  toit 
parallèle  au  côté  opposé.  (Dellac.) 

Soit  ABGDE  un  pentagone  remplissant  la  condition.  Les 

triangles  semblables  BCE, 
GHE  donnent 

GH  _  EQ 
BC  ~  EB 
de  même  les  triangles  sem- 
blables AGE,  BGD  donnent 
AG  _  EG 

AD  ~  EB 
GH  _  2AG 

BG  ■"  aAD 


d'oU 
Par  suite 

d'oU 
d'autre  part 

donc 


AG  _ 
AD  ~ 

AG  = 


AG 

AD  " 
GH  +  aAB 
BC  4-  2AD 
Al? 


AD 


BG  -I-  2AD 


BC  4-  îAD 
AG  =  AD  —  BG 


AD  —  BG  = 


AD* 


BG  4-  2AD 

alors  Bî?  =  AD(AD  —  BG) 

Ainsi,  le  cdlé  BG  esi  \q  plus  grand  segment  de  la  diagd' 
nale  AD  partagée  ei^  w    «enQ^  ^^  extrême  raison.  En  gêné' 
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rai,  chaque  côté  du  pentagone  considéré  est  le  plus  grand 
segment  de  la  diagonale  qui  lui  est  parallèle,  partagée  en 
moyenne  et  extrême  raison.  Pour  construire  ce  pentagone, 
on  donne  ses  cinq  côtés,  d'où  les  cinq  diagonales,  et  par 
suite  on  peut  construire  le  pentagone  en  le  divisant  en  trois 
triangles. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  quesUon  :  MM.  Hoc,  de  LoDgwy;  Gonkia, 
école  Lavoisler;  J.-B.,  du  lycée  de  Gharlemagne. 


du  point  M  arrêtée  en  N  o  l'axe  AA\ 


QUESTION  106.  • 
Solution    par  M.  Mau&icb  d'OcAONB,  élèye  da  Collège  Chaptal. 

Sur  une  ellipse  donnée,  on  prend  un  point  M  ei  ton  mène  te 
rayons  vecteurs  de  ce  point  MF,  MF'.  A  partir  du  sommet  A  à 
grand  axe,  on  porte  sur  le  grand  axe  AP  =  MF  et  F  on  éUve  en 
ce  point  l'ordonnée  PQ.  Cette  ordonnée  est  égale  à  la  normaUM 

(Collignon.) 

Évaluons  séparément 
chacune  des  lignes  PQ 
et  MN. 

Pour  cela  posons  MF 
=  /•,  MF  =  f  et  décri- 
vons sur  AA'  le  cercle 
principal  de  l'ellipse. 
PQ  prolongé  rencontre 
ce  cercle  en  R.  Joignons 
R  au  centre  0  de  l'el- 
lipse. On  a 

PR  =  V^RO^  —  P(?   =  V^a*  —  (/•  —  a)«  =  \lf{2a-f) 

PQ   _    & 
PR   ""    a 

6  .  PR 


or 


donc 


PQ  = 


by/f(2a-n 


(i) 


a  a 

D'un  autre  côté  MN  étant  bissectrice  de  l'angle  FMF',  on  a 


—  ÎB8  — 

NF  MF      ,    ,  .    ..  NF  / 

NF  MF  2C  —  NF  2a  —  f 

NF  /  ' 

ou  =  -^— 

2C  2a 


D'un  autre  côté 


d'où  NF  = 

a 


NF*  =  MN*  +  /*  —  2/"  ME 

ME  étant  la  projection  de  MN  sur  MF.  Or  la  projection  de 

la  normale   sur  chaque  rayon  vecteur  étant  constante  et 

6* 
égale  à ,  il  Tient 


a*  '    '  a 


a  ^ 

comparant  (1)  et  (2),  on  en  déduit  PQ  =  MN. 

On  déduit  de  là  un  moyen  trës-simple  de  mener  une  tan* 
gente  à  Tellipse  en  un  point  M  de  cette  courbe.  Après  avoir 
fait  les  constructions  indiquées  dans  l'énoncé,  on  décrit  de  M 
comme  centre,  avec  PQ  pour  rayon,  un  arc  de  cercle  qui  ren- 
contre AA'  en  N.  On  joint  MN  et  en  M  on  mène  une  perpen- 
diculaire à  cette  droite. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Bonnardos  et  Menard, 
de  D^on;  Perrin,  de  Clermont-Ferrand ;  Laml)ert,  de  Dînant;  Cordeau, 
école  Laroisler;  Hugentobler,  de  Boppelsen,  (Suisse);  Leblanc,  de  Cher- 
bourg; Dalzon,  de  Saint-Ëtienne;  Vautré,  de  Saint^Dié ;  Choyer,  de  Poitiers; 
Hoc,  de  Longwy;  Bassy,  de  Chàteauroux;  Deiuortain,  de  DouUens;  Brasard, 
collège  de  Saintes;  Reuss,  de  Belfort;  Gharzat,  à  Melun. 


QUESTION  107. 
(iolviloM  par  M.  Poullin,  élève  du  Lycée  d'Orléans» 

Dans  tout  parallélipipède  la  somme  des  carrés  des  arêtes  est 
égale  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales. 

Soit  le  parallélipipède  ABGDEFGH,  dont  CF,  GB,  AH, 
BD  sont  les  diagonales^  par  les  arêtes  GG,  BF  d'une  pai't 


\ 
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et  AE,  DH  d'une  autre,  faisons  passer  deux  plans  qui  dé- 
terminent les  parallélogrammes  GGFB  et  ÂEHD.  Dans  le 
premier,  les  diagonales  CF  et  BG  donnent  : 

^         CF*-|-B5*=GFï"+f^ 
+  CB»  -f-  CG*  =  2^» 

4-  2CB* 
Dans  le  second  les  dii- 
gonales  AH  et  ED  don- 
nent 

H*  -I-  ËD*  =  ÂË* 

-)-  ËH* -j-  DH* -I-  ÂF 

=  2ÂË*  -I-  2ÏÎP 
Ajoutant  membre  ù  membre  ces  égalités  on  a 

Cp«  4-  BQ*  -H  AH*  +  ËD*  =  2(ÎP*  -I-  a(XÎ*-|-  2AE*  -|-  aSH' 

=  4CG*  -f  aGP*  +  aEH* 

or  dans  le  parallélogramme  EF6H,  nous  avons 

EH*  -f-  (îF*  =  EP*  -f-  GfH*  -f-  ES*  -I-  FH»  =  aGH*  -|-  2FB' 
donc 

CP«  -j-  BG*  -t-  AH*  +  ED»  =  4(CG* -f  GH*  -|-  PË*) 

Nota,  -^  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Notrac,  lycée  Henri  IT; 
Menand«  de  Dijon;  LugoUe,  lycée  Saint-Louis;  Lerossay, de  Liège;  Lafirge, 
de  Paris;  Bailly,  Yerlant,  Duyster,  de  Bruxelles;  Martin  et  Reuss,  de  Bel- 
fort;  Perrin,  de  Clermont-Ferrand  ;  Simon.  Cordeau,  école  Lavoisier;  Issoe, 
Carrier,  collège  Sainte- Barbe;  Séné,  d Orléans;  lissier,  de  Cbàteauroai; 
Hue,  Junck,  Pabing,  de  Longwy  ;  d'Ocagne,  collège  Chaptal  ;  Lambert,  de 
Dînant;  Choyer,  de  Poitiers;  Vautré,  de  Saint -Dié;  Huet,  d'Orléans: 
Jordan,  de  Montpellier;  Laclette,  de  Pau;  Chancogne,  de  Périgueni;  d^ 
Montgolfler,  école  de  Passy;  Marcellln.de  Cherbourg;  Bmyand,  de  Trojc«, 
Dalzon,  de  Saint-Etienne  ;  Garnier,  lycée  Saint-Louis  ;  Clavez  et  Margain. 
<le  Lons-le-Saulnier;  Demorlain.  de  DouUens;  Lambiotte,  de  Liège;  Cotte- 
reau,  de  Châteauroux;  Cbarzat,  à  Melon. 


RédActeUI^;à'ant, 
J.  BOURGET^ 


IHFRIMimiB  CKHTEALB  DBS  CHBMIIfS  DB  FBR.  —  1.  C8A1Z  ST  C^, 

muB  iBBoftaB,  ao»  A  piais.  —  Ii8a4-t. 
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THÉORIE  DES  AXES  RADICAUX 


Par  A.  Morel. 


§  I.  Puissances. 

I.  Définition.  —  Nous  appellerons  puissance  totale  d'un 
point  M  par  rapport  à  des  points  P„  P.,  P,...  ayant  des 
coefficients  pi,  p„  p,...,  la  somme  des  produits  de  chaque 
coefficient  par  le  carré  de  la  distance  du  point  M  au  point 
correspondant.  Si  le  point  M  est  confondu  avec  le  centre 
0  des  distances  proportionnelles,  la  puissance  s'appelle 
puissance  intérieure  du  système  de  points  considérés. 

II.  Théorème.  ~  La  puissance  totale  d'un  point  par 
rapport  à  un  système  de  points,  est  égale  à  la  puissance  de  ce 
point  par  rapport  au  centre  des  distances  proportionnelles  du 

m  système  de  points  augmentée  de 

la  puissance  intérieure  de  ce 
système  de  points. 

Pour  démontrer  ce  théo- 
rème, je    considérerai    d'a- 
bord le  cas  de  deux  points 
»•  Pj  et  Pj,  de  coefficients  p^  et 

Pi  ;  j'aurai,  par  un  théorème 
connu  de  géométrie. 

MP4*  =  ÇC*  +  MG*  +  2P,G  X  GH; 
Iî;^?  =  P,G*  +  MG*  +  2GP,  X  GH. 
D'oh,  en  multipliant  la  première  égalité  par  p^,  la  seconde 
par  ps,  et  en  tenant  compte  de  la  relation 

p^  X  PiG  =  p.  X  GP, 
il  Tiendra  : 

p,  X  MP7  +  p,  X  Sp7  =  (Pi  +  p.)  MG*  +  Pi  X  P;?? 

+  p»  X  P??. 
Je  suppose  la  proposition  vraie  pour  un  système  de  n 

points,  je  dis  qu'elle  sejn  eO<5^^®  ^"^^^^  P^^''  ^^  système  de 
n  I  -f-  points. 

•VOURIIAL  DB  KATH.  1878,  17 
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A  n«i 


Soit  0  le  centre  des 
distances  proportion- 
nelles du  système  de  n 
points,  dont  An  +  «  ne 
fait  pas  partie,  et  M  un 
point  quelconque.  On 
a  par  hypothèse 

Spi  cPi  =  Spi.  r«i  -f  MO*  2pi  (1) 

Si  maintenant  nous  considérons  le  système  des  points  0 
et  An  +  1»  G  étant  leur  barycentre  on  a,  en  vertu  du  premier 
cas  : 

MÔ^Spi  +  pn  +  1  #n  +  1  =  (Pd  +  1   2pi  )  m?  +  GÔ*  Sp 

+  Pn  +  1    p*n  +  I  <2i 

En  appliquant  la  première  équation  au  point  G,  on  a 

Spi  p\  =  Spi  r«i  +  GÔ*  Spi  (;li 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (1)  et  {%  et 
tenant  compte  de  Féquation  (3),  il  vient 

Spi  d'i  +  Pn  -f  1  d*n  +  1  =  Spi  p*i_+  pn  +  1  p«n  +  < 

+  (pn+^   +Spi   )  — MG«. 

m .  Corollaire. — Le  lieu  géoméhnque  des  points  dont  la  p> 
sance  totale  par  rapport  à  un  système  de  points  est  constante  est 
une  circonférence  ayant  pour  centre  le  harycentredes  points  donm 

lY .  Théorème  de  Steiner.  —  Si  d'un  point  0  pris  dan^ 

l'intérieur  d'un  /»- 
lygofie  on  abai^ 
des  perpendiculairp 

sur  les  côtés,  l^ 
pieds  de  ces  perpet^ 
diculaires  sont  l^î 
sommets  d'un  pol^ 
gone.  Si  la  surfaa 
de  ce  polygone  es» 
constante^  le  poîfl/ 
0  décrit  un  cerck. 

Soit  OA  =  a, 


on  a 


aOMN  =  OM.ON.sin  A. 
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^^-^  ON  =  AO  sin  a;  OM  z=  AO  sin  p 

AN  =  AO  cos  a;  AM  =  AO  cos  p 

2OMN  =:  o*  sin  a  sin  g  sin  A; 

2AMN  =  a*  cos  a  cos  p  sin  A. 
Donc 

ni 

2AMN  —  2OMN  =  o«  sin  A  cos  A  =  —  sin  2A' 

2  ' 

cty  par  suile   • 

AMN  —  OMN  =  AMON  —  2.OMN  =  ^'  ^^"  ^^  . 

D'où  "^ 

sin  2A             sin  2B     ,     ^   sin  2G     . 
S  —  2«  =  a« h  6« 1-  c« (-  .   .   . 

444 
Par   suite,  puisque  le  premier  membre  est  constant,  on 

voit  que  le  lieu  du  point  0  est  tel  que  la  somme  des  carrés 

de  ses   distances   aux  sommets,  multipliés  respectivement 

par  des  quantités  constantes,  est  constante.  C'est  donc  un 

cercle.  Le  centre  du  cercle  ne  change  pas  quand  la  surface 

du  polygone  pied  des  perpendiculaires  change. 

En  particulier,  le  triangle  formé  par  les  pieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  d'un  point  d*u7i  cercle  concentrique  au  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  sur  les  côtés  du  triangle  a  une  sur- 
face constante. 

On  appelle  puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  le 
produit  des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  oîi  une 
sécante  quelconque  issue  du  point  donné  rencontre  la  circon- 
férence. La  puissance  est  égale  en  grandeur  et  en  signe  au 
carré  de  la  distance  du  point  au  centre,  diminué  du  carré 
du  rayon.  —  Si  le  point  est  extérieur,  la  puissance  est  égale 
au  carré  de  la  tangente  issue  du  point.  Si  le  point  est  inté- 
rieur, elle  est  égale  en  signe  contraire  au  carré  de  la  demi^ 
corde  perpendiculaire  au  diamètre  passant  par  le  point. 

On  doit  observer  que  la  puissance  d'un  point  par  rapport  à 
un  cercle  ne  prend  pas  toutes  les  valeurs   comprises  entre 

—  00  et  -f-  00 ,  mais  seulement  les  valeurs  comprises  entre 

—  r*  et  4   00. 

V.  Théorème.  —  z^  i  -^  des  points  M  dont  la  somme  des 
puissances  à  n  cercles,  r^^.  'citées  respectivement  par  des  facteurs 
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constants  f  soit  constante,  est  un  cercle  ayant  pour  centre  fe  centre 
des  distances  proportionnelles  des  c&itres  des  circonférenes  données ^ 
les  centres  ayant  respectivement  les  coefficients  donnés. 

En  effet,  d'aprës  le  corollaire  du  théorème  précédent,  si  je 
diminue  la  puissance  relative  à  chacun  des  points  d'une 
quantité  constante,  j'aurai  encore  un  cercle,  puisque  la 
puissance  totale  du  point  considérée  sera  encore  constante. 
Donc,  je  puis  diminuer  la  distance  MP'n  d'une  quantité 
r*n  f  et  j'aurai  alors  la  puissance  du  point  M  par  rapport  à 
un  cercle  de  centre  Pn  et  du  rayon  rn . 

On  trouvera  alors  pour  l'expression  du  rayon  OM,  d'après 
le  théorème  (14): 

OM»  Spi  +  n  =  S^piSi»  =  K  4-  Ylp^r^* 
en  appelant  nia  puissance  intérieure  du  système  des  centres. 

Si  l'on  avait  2pi  =  o,  le  rayon  du  cercle  augmenterait 
indéfiniment  et  le  lieu  deviendrait  une  droite.  Dans  le  cas 
particulier  de  deux  cercles,  on  arrive  donc  à  ce  théorème 
connu.  Le  lieu  des  points  d! égale  puissance  par  rapport  à  deux 
cercles  est  une  droite^  que  Von  appelle  l'axe  radical  des  deux 
cercles. 

YI.  Du  cercle  imaginaire  de  centre  rôel.  —  Lors- 
que la  valeur  de  OM*  devient  négative,  il  n'y  a  aucun  point 
du  plan  faisant  partie  du  lieu.  On  dit  alors  que  le  lieu  est 
un  cercle  imaginaire,  de  centre  réel. 

La  notion  de  cercle  imaginaire  permet  de  généraliser  les 
énoncés,  a  Quand  les  formules  ou  relations,  qui  ont  serrià 
déterminer  des  points  ou  des  droites  relatifs  à  un  cercle 
et  à  démontrer  quelque  proposition,  contiennent  le  rayon 
du  cercle  au  carré,  et  non  à  la  première  puissance,  si  l'on 
suppose  ce  carré  négatif,  les  expressions  subsistent,  ainsi 
que  les  résultats  qui  s'y  rapportent;  c'eslrà-dîre  qu'elles 
donnent  encore  naissance  à  des  points  et  à  des  droites,  et 
à  des  propositions  y  relatives  ;  mais  ces  points  et  ces  droites 
se  trouvent  différents  des  premiers,  ou  plutôt  dans  des  con- 
ditions  différentes.  On  dit  alors  que  le  cercle  que  Ton  consi- 
dérait en  premier  lieu  est  devenu  imaginaire^  et  que  les 
propositions   résultant   des   formules  se   rapportent  à  ce 
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cercle  imaginaire.  C'est  ainsi  que  Ton  agit  en  géométrie 
analytique.  »  (Charles,  Géométrie  supérieure,  chap.  33.)  — 
Nous  avons  vu  que  la  quantité  \*  —  r^"  subsiste  sans  qu'on 
ait  besoin  de  tracer  le  cercle  ;  au  lieu  de  cette  quantité, 
on  peut  aussi  bien  considérer  la  quantité  V  -f-  r^".  Pour 
généraliser  on  appelle  cette  quantité  la  puissance'  du  point 
par  rapport  à  un  cercle  de  rayon  imaginaire  rj  yf—iT 

On  peut  figurer  cette  puissance  en  la  considérant  comme 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  les  deux  côtés 
de  l'angle  droit  sont  8|  et  r^.  Quand  nous  aurons  besoin  de 
considérer  le  cercle  imaginaire,  nous  tracerons  du  sommet 
de  l'angle  droit,  avec  i\  pour  rayon,  un  cercle  pointillé, 
que  nous  appellerons  le  cercle  conjugué  de  rayon  r^. 

§  II.  Axes  radicaux. 

YII.  Axe  radical  de  deux  cercles  réels.  — Le  lieu 
des  points  d^égale  puissance  par  rapport  à  deux  cercles  0^  et  0, 
est  une  droite,  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 

En  effet,  si  nous  appelons  r^  et  r,  les  rayons,  nous  devons 
avoir,  pour  un  point  M  du  lieu, 

Mot'  —  r^'  =  MO,*  —  r,». 
D'oh  M0^«  —  M0,«  =  r^*  —  r,'. 

Si  donc,  du  point  M  j'a- 
baisse la  perpendiculaire  MP 
sur  O^O,,  cette  perpendicu- 
laire sera  plus  près  du  centre 
du  petit  cercle  0,  que  du 
centre  du  grand  cercle  0|, 
et  de  plus  j'aurai  en  appe- 
lant I  le  milieu  de  0|0,  : 

ÎSÏÔ;*  —  MÔ;*  =  (0  J  +  IP)* 
—  (0,1  —  IP)«  =  20^0,  X IP. 


Donc 


IP  = 


20^0, 


Le  point  P  est  donc  fixe  sur  la  ligne  0|0,.  Le  lieu  est 
donc  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  P  à  droite  O^O,. 
Celte  droite  a  été  appelée  axe  radical  des  deux  cercles,  par 
Gauthier  de  Tours.    . 
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De  ce  qui  précède  il  résulte  : 
.  .!•  Que  l'axe  radical  de  deux  cercles  égaux  passe  par  le 
milieu  de  la  ligne  des  centres  ; 

2^  Que  l'axe  radical  de  deux  cercles  concentriques  s'éloigne 
à  l'infini; 

3**  Que;  lorsque  deux  cercles  se  coupent.  Taxe  radical 
est  la  corde  commune  indéfiniment  prolongée.  —  On  en  déduit 
la  construction  immédiate  de  l'axe  radical  de  deux  cercles 
qui  se  coupent; 

4*  Que,  lorsque  deux  cercles  sont  tangents  en  un  point 
l'axe  radical  se  confond  avec  la  tangente  commune  en  ce 
point. 

Si  Ton  augmente  les  carrés  des  rayons  de  deux  cercles 
d'une  môme  quantité,  Taxe  radical  des  nouveaux  cercles 
coïncide  avec  celui  des  cercles  donnés.  On  augmente  le 
carré  du  rayon  f\  d'une  quantité  /j'  en  menant  au  cercle 
une  tangente  M^T^  de  longueur  ^j,  et  décrivant  de  Oj,  comme 
centre,  un  cercle  de  rayon  O^Tj.  —  Lors  donc  que  les  deux 
cercles  ne  se  couperont  pas,  on  les  remplacera  par  deux 
autres  cercles  ayant  deux  points  communs. 

L'axe  radical  de  deux  cercles  passe  évidemment  par  les 
milieux  des  tangentes  communes  aux  deux  cercles. 

La  théorie  précédente  s'applique  aux  cas  où  l'un  des  rayons, 
ou  môme  tous  les  deux,  peuvent  devenir  nuls.  On  a  en  par- 
ticulier ce  théorème  :  Vaxe  radical  d'un  cercle  et  d'un  potnt 
est  à  égale  dislance  de  ce  point  et  de  sa  polaire  par  rapport  a« 
cercle. 

VIII.  Axe  radical  d'un  cercle  réel  et  d'un  cercle 
conjugué. — C'est  encore  le  lieu  des  points  d'égale  puissance 

par  rapport  au  cercle 
réel  et  au  cercle  ma- 
ginaire.  Ce  lieu  est 
encore  une  droite.  E2 
effet,  puisque  le  lieu 
ne  change  pas  quand 
on  augmente  les  ca^ 
rés    des   rayons  des 


I 
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deux  cercles  d'une  même  quantité»  si  on  augmente  chacun 
de  ces  carrés  de  r,*,  on  sera  ramené  à  chercher  Taxe  radical 
d'un  cercle  et  d'un  point. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  (VI)  si  Ton 
mène  par  le  centre  0,'  du  cercle  conjugué  (*)  une  perpen- 
diculaire à  la  ligne  des  centres,  perpendiculaire  qui  ren- 
contre en  H"  le  cercle  du  rayon  r,  décrit  du  point  0,'  comme 
centre,  et  si  P  est  le  pied  de  l'axe  radical  sur  la  ligne  des 
centres,  on  a,  en  menant  la  tangente  PR  au  cercle  réel  : 
PR  =  PH.  De  même  en  prenant  un  autre  point  du  lieu,  on 
verrait  que  ce  point  est  le  centre  d'un  cercle  coupant 
orthogonalement  le  cercle  0^  et  diamétralement  le  cercle  0,. 

IX.  Axe  radical  de  deux  cercles  conjugués.  —  L'axe 
est  réel  ;  il  ne  change  pas  quand  on  augmente  le  carré  du 
rayon  d'une  même  quantité,  et  en  particulier  de  r^*  +  r,*.  On 
voit  alors  que  l'axe  radical  de  deux  cercles  conjugués  0/  et 
O,'  est  le  même  que  celui  de  deux  cercles  réels,  ayant  l'un 
pour  centre  0^  et  pour  rayon  r„  l'autre  pour  centre  0^  et 
pour  rayon  r^. 

X.  Angle  de  deux  cercles.  —  Lorsque  deux  cercles  se 
coupent  en  un  point  A,  l'angle  intérieur  du  triangle  O^AO,  est 
égal  à  l'angle  des  tangentes  des  deux  cercles,  parcourus  dans 
le  même  sens  de  circulation.  On  a  donc 

COS  A  =  


2rir, 

Si  les  deux  cercles  ne  se  coupent  pas,  la  valeur  du  cosinus 
toujours  réelle,  sera  supérieure  à  l'unité  en  valeur  absolue,  et 
l'angle  correspondant  est  imaginaire.  Dans  ce  cas,  bien  que 
l'angle  A  soit  imaginaire,  on  pourra  appliquer  quand  même, 
les  formules  de  trigonométrie.  En  particulier,  on  aura  toujours 
par  définition  sin*  A  =  i  —  cos*  A 

A  I  —  cos  A 


sin* 


2  2 


,    A  I  +  cos  A 

cos*  =  — 


2 


(•)  Nous  distinguerons  l^  ^ercl^  i"*©!»  •^  le»  cercles  imaginaires  en  açcei\- 
(uant  la  lettre  qui  <ié«ig||^  ^  derniers. 


\ 
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XI.  Des  cercles  orthogonaux.  —  Lorsque  deux  cer- 
cles sont  orthogonaux,  si  Ton  mené  l^s  rayons  d'un  point 
de  rencontre,  chacun  de  ces  rayons  est  tangent  à  Taatre 
cercle,  et  on  a  donc,  en  appelant  r^  et  r^  les  deux  rayons 
la  relation,  0,0/.  =  r^*  +  ^«* 

Pour  la  généralisation  des  énoncés,  on  remarquera  que 
tout  cercle  qui  coupe  orthogonalement  un  cerclé  réel,  coupe 
diamétralement  le  cercle  conjugué  de  même  centre  et  de 
même  rayon  r^,  et  inyersement;car  si  un  cercle  en  coupe 
diamétralement  un  autre,  on  a  OjO,*  =  r^*  —  r,*,  relation 
qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  changement  du 
signe  du  carré  du  rayon.  En  particulier,  on  a  cette  propo- 
sition très-importante  que  deux  cercles  concentriques  de  ray<mi 
ri  et  rj  V  —  i  se  coupent  orthogonalement- 

XII.  Théorème.  —  Lorsque  deux  cercles  sont  orthogonaux, 
tout  diamètre  de  Vun  est  divisé  harmoniquement  par  Cantre. 
—  La  réciproque  est  vraie. 

En  effet,  si  je  mène  le  rayon  OJ  qui  passe  par  le  point 

d'intersection  des  deux  cer- 
cles, on  a  Ô^*  =  OjC  xOjD, 
i/         ^^^.^.^^^y    \    puisque  OiI  est  tangent  au 

cercle  0,.  Or,  on  sait,  le 
point  0|  étant  le  milieu  de 
AB,  que  cette  relation  indique 
que  les  points  C  et  D  sont 
conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  points  A  et  B. 

XIII.  Théorème. —  Quand  deux  cercles  sont  othogonaux,  le 
polaire  d'un  point  de  Vun  d'eux  par  rapport  à  Vautre^  poss& 
par  le  point  du  premier  qui  est  diamétralement  opposé  au  poi^ 
considéré. 

En  effet,  si  je  joins  le  point  G  au  point  D'  diamétrale- 
ment opposé  au  point  D,  Tangle  DGD'  est  droit,  et  comme 
on  a  Ti*  =  Ofi  X  OJ),  le  point  C  est  le  pied  de  la  polaire 
du  point  D.  Donc  la  ligne  CD'  se  confond  avec  cette  polaire. 

XIV.  Corollaire. —  Le  lieu  des  points  tels  que  leurs  polaires 
par  rapport  à  trois  cercles  passent  par  un  même  point  est  le 
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cercle  orthogonal  à  ces  trois  cercles.  Ce  cercle   orthogonal  est 
aussi  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  trois  polaires. 

Car  si  je  considère  un  cercle  ayant  pour  diamètre  la 
ligne  qui  joint  le  point  donné  D  au  point  de  concours 
des  polaires,  il  passera  par  les  conjugués  harmoniques  du 
point  D,par  rapport  aux  extrémités  du  diamètre  dirigé  vers 
le  point  D  dans  chaque  circonférence,  donc  il  coupera  cette 
circonférence  à  angle  droit.  (il  suivre.) 


DES  PROJECTIONS  EN  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 

Par  M.  Plllet  [suite]. 


PROJECTIONS  CONIQUES 

Ce  système  de  projections  a  en  général  rinconvénicnt  de 
ne  pas  conserver  les  rapports  des  longueurs,  mais  il  est 
BTantageux  de  l'employer  dans  certains  cas  particuliers.  La 
projection  conique  d'un  corps  sur  un  plan  n*est  autre  chose 
qu'une  perspective  de  ce  corps  sur  le  plan  qu'on  nomme 
«c  plan  du  tableau  ». 

Dans  les  problèmes  de  projections  coniques,  on  aura 
besoin  de  résoudre  les  deux  questions  suivantes  : 

1^  Les  projections  orthogonales  d'un  point  étant  données, 
ainsi  que  le  sommet  du  cône  des  projetantes,  trouver  la 
projection  conique  du  point  sur  le  plan  horizontal. 

Cette  projection  conique  est  la  trace  sur  le  plan  du 
tableau,  d'une  projetante  passant  par  le  sommet  donné  et 
par  le  point  donné. 

3^  La  projection  conique  d'un  point  et  le  sommet  du  cône 
des  projetantes  étant  donnés,  trouver  les  projections  ortho-> 
gonales  de  ce  point,  sachant  qu'il  appartient  à  une  droite 
dont  les  projections  orthogonales  sont  connues. 


AB^A^QUES  PRÉLIMINAIRES. 


Point  et  droite, 
i^  Tout  point  du  v.j        j©  projection  est  à  lui-même 
projection  conique;       ^^^ 


sa 
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2^  Tout  point  dans  la  projetante  qui  est  parallële  au  plan 
de  projection  se  projette  à  l'infini; 

3*  Toute  ligne  droite  a  pour  perspective  une  ligne  droite; 

4*  Toute  droite  passant  par  le  sommet  du  cône  des  pro> 
jetantes,  se  projette  tout  entière  en  un  point  qui'est  sa  trace 
sur  le  plan  du  tableau; 

Il  en  résulte  qu'un  cône  se  projette  tout  entier  suivant  sa 
trace  sur  le  plan  du  tableau,  si  son  sommet  coïncide  arec 
le  sommet  du  cône  des  projetantes. 

5®  Toute  figure  parallèle  au  plan  de  projection  se  projette 
suivant  une  figure  semblable; 

6**  Les  projections  coniques  de  deux  droites  parallèles  ne 
sont  pas  parallèles,  à  moins  qu'elles  ne  soient  elles-mêmes 
parallèles  au  plan  de  projection. 

Plan. 

Un  plan  sera  déterminé  par  les  projections  coniques  de 
deux  ou  plusieurs  de  ses  droites. 

Lorsqu'un  plan  passe  par  le  sommet  du  cône  des  proje- 
tantes, sa  projection  conique  se  fait  tout  entière  suivant 
une  droite,  qui  est  sa  trace  sur  le  plan  du  tableau. 

Il  en  résulte  que  toute  figure  de  ce  plan  se  projettera  sur 
sa  trace. 

Applications. 

I.  —  Intersection  d'un  octaèdre  régulier  et  d'un  cône.. 

Le  cône  a  son  sommet  sur  le  plan  horizontal,  dans  le 
plan  vertical  qui  contient  le  centre  de  l'octaèdre.  Il  est 
circonscrit  à  une  sphère  qui  a  même  centre  que  l'octaèdre. 

Je  prends  pour  plan  du  tableau  le  plan  contenant  le  carré 
de  base  commune  aux  deux  pyramides  qui  forment  l'octaèdre 
et  pour  sommet  du  cône  des  projetantes  le  sommet  du  cône 
donné  xx. 

Je  cherche  la  trace  du  cône  sur  le  plan  du  tableau  par 
une  construction  connue.  J'obtiens  une  ellipse  de  grand 
axe  /i^i,  et  de  petit  axe  gr^/i^. 

Je  cherche  la  projection  conique  de  l'octaèdre. 

Le  carré  ofrcd,  ab'cd  est  à  lui-même  sa  projection  conique; 
le  sommet  supérieur  ss    de  l'octaèdre  a  pour  projections 


-■y<$—-A-  — 
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coniques,  et  le  sommet  inférieur  tt\  qui  est  dans  le  même 
plan  horizontal  que  le  sommet  du  cône,  a  sa  projection 
oblique  située  à  l'infini,  c'est-à-dire  que  les  arêtes  issues 
de  ce  sommet  ont  des  projections  coniques  parallèles  à  la 
ligne  de  terre. 

Si  je  considère  la  projection  ticb  de  la  face  tcb  de  roctaèdrc, 
et  l'arc  d'ellipse  mv^n^  compris  dans  l'intérieur,  cet  ar-: 
d'ellipse  est  la  projection  conique  de  la  portion  de  l'inter- 
section comprise  dans  la  face  tcb. 

Le  point  m,  qui  est  dans  le  plan  de  projection,  est  à  lui- 
même  sa  projection  conique;  le  point  n^  se  relève  en  nsur 
l'arête  te. 

Pour  relever  la  tangente  au  point  m^  de  la  courbe,  je  mène 
à  l'arc  d'ellipse  mv{n^  la  tangente  mf^.  Cette  droite  est  la 
projection  conique  de  la  tangente  mq  à  la  courbe  de  l'espace. 
Le  point  g,,  situé  sur  bt^,  projection  conique  de  bi,  serelen 
par  une  projetante  inverse  en  g  sur  l'arête  bt;  mq,  m'ç'  esl 
la  tangente  cherchée. 

Pour  relever  un  point  quelconque  de  la  courbe,  je  fais 
passer  une  droite  par  la  projection  oblique  de  ce  poinU  J^ 
relève  cette  droite,  et  le  point  se  relèvera  sur  sa  projection 
orthogonale.  Mais  il  est  préférable  de  relever  du  même 
coup  un  point  et  sa  tangente. 

Je  vais,  par  exemple,  relever  le  point  dont  la  iangeni^ 
sera  sur  l'épure  parallèle  i  bc;  bc  de  l'espace  étant  dans  le 
plan  de  projection,  toute  droite  qui  lui  sera  parallèle  ann 
sa  projection  conique  parallèle  à  la  sienne.  Je  prends  donc 
la  tangente  r^v^  parallèle  à  bc;  elle  se  relève  en  rv  paral- 
lèle à  6c,  et  le  point  v^  se  relève  en  r. 

Ceci  suffit  pour  faire  comprendre  comment  on  résoudrai! 
les  questions  suivantes  : 

1«  Trouver  les  points  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  àes 
diverses  courbes; 

2^  Trouver  les  points  le  plus  à  gauche,  le  plus  à  àToils 
de  ces  courbes; 

3**  Trouver  les  points  où  le  contour  apparent  du  cône  esï 
tangent  aux  courbes; 

4®  Trouver  les  points  de  ces  courbes  pour  lesquels  la  tai?- 
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^ente  passe  par  un  point  donné  sur  Tune  ou  l'autre  des 
deux  projections. 

II.  -^  Application  aux  ombres  au  flambeau.  Soit  à  trouver 
l'ombre  portée  par  une  surface  sur  un  polyèdre.  Le  problème 
reyient  : 

i^  A  circonscrire  à  la  surface  un  cône  ayant  pour  som- 
met le  point  lumineux; 

^  A  chercher  son  interseclion  avec  le  polyèdre.  On  cher- 
chera l'ombre  portée  par  la  surface  et  le  polyèdre  sur  un 
plan  auxiliaire,  le  plan  horizontal  par  exemple.  L'ombre 
portée  par  la  surface  fournira  une  courbe  analogue  à  l'el- 
lipse précédente;  l'ombre  portée  par  le  polyèdre  donnera 
une  perspective  de  ce  polyèdre,  et  en  raisonnant  comme 
ci-dessus,  on  remontera  par  des  rayons  lumineux  inverses, 
au  lieu  de  projetantes  inverses,  des  points  de  l'ombre  portée 
sur  le  plan  horizontal  aux  points  de  l'ombre  portée  par  la 
surface  sur  le  polyèdre. 


NOTE   D'ARITHMETIQUE 


LIMITE  DE  l'erreur  QUE  l'ON  COMMET  EN  SUBSTITUANT, 
DANS  UN  CALCUL,   LA  MOYENNE  ARITHMÉTIQUE  DE  DEUX  NOMBRES 

A  LEUR    MOYENNE  GÉOMÉTRIQUE  *. 
Par  Oeor^es  Dostor. 


1.  Soient  a  et  A  deux  nombres  inégaux,  on  a  l'identité 
évidente 

-=(^7-(^)' 

On  en  tire  Aa  <  (  ) , 

et,  en  extrayant  la  racijje  carrée, 

A  +  a 


"  N.  Àmalet,  mî,  p^ 
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On  en  conclut  que  la  moyenne  géométrique  de  deux  nomlnTi 
différents  est  plus  petite  que  la  moyenne  arithmétique  de  ces  detu 
nûmhres, 

2.  Appelons  é  l'excès  de  la  moyenne  ariihnaétique  des  deux 
nombres  a  et  A  sur  leur  moyenne  géométrique.  Nous  avons 

e  =  — ^ v^Aa. 

2 

On  devrait  poursuivre  ainsi  : 

Multipliant  et  divisant  par  la  somme  des  mêmes  quantités, 
on  obtient 

_  A»  4-  2A0  +  g»  —  4Aa  _  (A  —  g)^ 

mais  — ^^  >  g    et    vAg  >  Vg*. 

>  a 

A  /  (A  -  g)^ 

donc  e  <  5 , 

og 

donc  : 

Remplaçant  A  par  g  -f"  cl  et  transposant  le  terme  négalif, 

on  trouve  que     e  -|-  ^{a  -)-d)g  =  g  H • 

Élevant  au  carré,  on  obtient 

I rf' 

e*  +  2C  v(g  4-  d)g  +  g*  +  g<i  =  g*  +  ad  H , 

, d«  4 

puis,  eu  réduisante*  +  ^^  v(a  +  d)g  =  — • 

4 
Négligeant  e*   dans  ^le   premier   nombre,   nous  pouTons 

, d» 

écrire  2e  y{a  -{-  d)a  <  — , 

d« 
d'où  nous  tirons  e  <      .  =. 

8\^(g  +  d)g 

Si  nous   rendons  le  radical  plus  petit,  en   y  remplaçant 

a  -{-  d  par  g,  la  fraction  du  second  membre  deviendra  plus 

grande.  Nous  aurons  donc,  à  plus  forte  raison 

d'      _^ 

^  ^  SvT^  ~  8g' 

ou  bien  e  <  -^ — ^ — -^■ 

Sa 
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Ainsi  Petreur  que  Von  commet^  en  remplaçant  la  moyentie 
géométrique  de  deux  nombres  inégaux  par  leur  moyenne  anthmé- 
tiquej  est  moindre  que  le  carré  de  la  différence  entre  les  deux 
nombres,  divisé  par  Voctuple  du  plus  petit  de  ces  nombres. 


DÉMONSTRATIONS 

DES 

FORMULES  FONDAMENTALES  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE 

Par  M.  Fajon,  professeur  de  Mathématiques  au  Lycée  de  Besançon. 


Connaissant  les  sinus  et  cosinus  de  deux  arcs,  trouver 
les  sinus  et  cosinus  de  la  somme  et  de  la  différence  de  ces 
arcs. 

Soit  05  et  !/  deux  arcs  quelc  >nques,  positifs  ou  négatifs, 
ayant  leur  origine  commune  en  A.  et  leurs  extrémités  en  M 
et  M'.  On  a  :  x=  2nr.  -f-  AM,  y  =  2n'7u  +AM', 

X  —  y  =  2  (n  —  n  )  w  db  MM', 
AM  et  AM'  étant  positifs. 

Abaissons  MP,  M'P'  perpen- 
diculaires sur  AB,  M'H  perpen- 
diculaire sur  la  plus  grande  des 
deux  MP  et  enfin  MK  perpen- 
diculaire sur  le  diamètre  M'C. 

Le  triangle   rectangle  MM'H 
donne  : 
MF*  =  MÏP  +  WW 
et  d'un  autre  côté  MF*  =  M'D  X  M'K 
on  en  conclut  ;      MÎT   +  ÏTH*  =  M'D  X  M'K 
or,  on  a  dans  tous  les  cas  : 

MH*  =  (sin  x  ~  sin  y)\  FS*  =  (cos  x  —  cos  y)S 

M'K  5^5  I  —  cos  (ac  —  y). 
En  substituant,  J'éffAijté  précédente  deviendra  : 
(sin  X  —  sin  y)«  -f  (^  ^  cos  yY  =  a  \i  —  CiO%  Ix  —  }t\ 


Développant  et  rérj   ^       t,  ^^^  *^^®  • 
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2  —  2  (cos  X  cos  y  +  sin  a?  sin  y)  =  2  —  2  cos  (x  —  y) 
D'oIl  l'on  conclut  la  formule  : 

cos  (oc  —  y)  =  cos  X  cos  y  -f-  sin  x  sin  y 
et  de  celle-ci,   on  déduira    successivemeni   par  un  calcul 
bien  connu» 

sin  {x  —  y),  sin  {x  -f-  y)  et  cos  {x  +  y)- 

Remarqui.  —  Il  est  facile  de  démontrer  qu'on  a  dans  tous 
les  cas 

MH*  =  (sin  X  —  sin  y)*,  MIT  =  (cos  œ  —  cos  y)*, 

M'K  =  I  —  cos  (x  —  y). 
On  a,  en  effet, 
sin  x  =  ±:  MP,   cos  a;  =  =t  OP  ,  .       _i.  nr 

sin  y  =  ±  M  P  ,  cos  y  =  db  OP  ^  *' 

Si  sin  X  et  sin  y  ont  même 
signe,  ce  qui  a  lieu  lorsque  M 
et  M'  sont  tous  deux  au-dessus 
ou  tous  deux  au-dessous  de  AB, 
H  tombe  sur  MP,  et  l'on  a  : 
sin  X  —  sin  y=  ±  (MP 

—  MF)  =  ±  MH. 
Si  sin  X  et  sin  y  ont  des 
signes  contraires,  ce  qui  arrÎTe 
lorsque  M  et  M'  sont  de  part 
et  d'autre  de  AB,  H  tombe  sur  le  prolongement  de  MP  et 
Ton  a  : 

sin  ce  —  sin  y  =  dz  (MP  +  MT')  =  db  MH^ 
On  a  donc,  dans  tous  les  cas  :  (sin  x  —  sin  y)*  =  MH. 
On  établirait  de  même  la  généralité  de  la  valeur  de  M'ff- 
Quant  à  M'K,  le  point  K  tombe  sur  OM'  ou  sur  OD. 
Dans  le  premier  cas,  on  a  : 

M'K  =  OM'  —  OK  =  I  —  cos  {x  —  y) 
et  dans  le  second  cas, 
M'K  =  OM'  +  OK  =  OM'  —  (— OK)  =  i  —  cos(a;  -ï) 


Note  de  la  Rédaction.  —  Cette  démonstration  est  simple  et 
générale,  mais  nous  préférons  cependant  pour  renseignement 
des  classes  élémentaires  la  méthode  habituelle,  qui  est  évi- 
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demment  celle  d'invention.  Elle  est  naturelle  et  la  mémoire 
par  cela  même,  s'en  charge  facilement.  On  peut  lui  repro- 
cher d'exiger  une  généralisation  un  peu  laborieuse,  toutefois 
ce  travail  de  généralisation  est  facile  et  il  offre  aux  élèves 
un  excellent  exercice.  J.  B. 


CONCOURS  ACADÉMIQUES  DIVERS 


GRENOBLE  1872.  Cl 

1*  Théorème  de  Simson. 

2"  Trouver  le  lieu  géométrique  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  trois 
droites  données. 

3*  Trouver  quelle  est  la  parabole  tangente  aux  trois  côtés  d'un  triangle 
équilatéral  dont  le  paramètre  soit  maximum. 

CA.EN  1873. 

On  donne  un  cercle  et  deux  tangentes  rectangulaires.  Mener  une  troisième 
tangente  formant  avec  les  deux  premières  un  triangle  de  surface  donnée. 
Discussion. 

Inscrire  et  circonscrire  une  sphère  à  une  pyramide  triangulaire.  Calculer 
les  rayons  des  sphères  : 

1*  Dans  le  cas  de  la  pyramide  triangulaire  régulière; 

2«  Dans  le  cas  du  tétraèdre  régulier. 

POITIERS  1873. 

1 .  —  Un  triangle  A'BC  variable  de  grandeur  mais  qui  reste  toujours 
semblable  à  un  triangle  donné  tourne  autour  de  Tun  de  ses  sommets  A, 
tandis  qu'un  second  sommet  B  décrit  une  droite  fixe  MN.  —  Trouver  le 
lieu  décrit  par  le  troisième  sommet  C. 

2.  —  Combien  y  a-  t-il  de  nombres  divisibles  par  B,  dans  la  suite 

A,  2A,  3A AB? 

A  et  B.  étant  des  nombres  entiers  quelconques. 

POITIERS  1874. 

i.  —  Les  arêtes  opposées  d*un  tétraèdre  sont  égales.  —  On  joint  les. 
milieux  des  arêtes  opposées.  —  Démontrer  que  : 

1*  La  figure  ainsi  formée  est  trièdre  trirectangle. 

2*  La  somme  des  carrés  d'une  qU6l<^°4^®  ^^^  ^^^^  ^^  égale  au  double 
de  la  somme  des  carrés  des  r^fD^^  obtenues  en  joignant  les  milieux  des 
arêtes  opposées.  *'^ 

JOUHNAL  DE  MATH.  î^'Jg.  18 
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q.  L«  mmme  de»  cwré»  de  deux  c«tés  d'une  face  qaelcoiiqne  e»i^ 
.u  do^bte  r^Te  Û  Ugne  qui  joint  le.  mttieux  de»  «êtes  du  Uo.s.em. 
^^nniA  nitift  1p  cATTé  d'unc  do  ces  arêtes. 

S*^^l  cî'cule?  tel  troi.  cftté»  dun  triangle  rectangle  en  A,  «onnMs«t 
la  haTteuî  A  .b.l«ée  du  aommet  de  l'angle  droit  sur  l'hypoténnse.  Et  k 
ïiyon  du  «wde  ex-inscrit  compris  entre  les  c4tés  A  et  C  de  1  angle  B.  - 
DiscussiOQ  —  Construction. 


EXAMENS  ORAUX  DE  SAIT 

[Suite,  voir  page  348] 


_  On  donne  un  triangle  équilatéral  ABC.  Sur  le  prolongement  de  A*,oi 
Di^d  un  îStat  P  que  Ton  ^int  à  un  point  M  pris  sur  AB  et  on  mené  U 
Sète  bS  à  AC   Déterminer  M  de  ftçon  que  PM  =  MN.  D>«"«'«- . 
•^TRtooudre  un  triangle  connaissant  langle  A  et  les  rayons  r  et  R  de> 

**!!'rrnL?in'3tns  lequel  on  inscrit  BC  =  r  et  l'on  prend  s« 

\Sriin"gircS°='A;rptt^^^^  P  entre  O  et  A  ^. 

que  CPB  =  45*-  .    ^  .     .  , 

Sera-t-il  plus  près  de  0  que  de  AT  ...        m  ...w.  im 

-Dans  un  triangle  rectangle  en  A,  on  mène  la  hauteur  AH,  poB  j» 

—  uans  ^  "     e     «ndes  droiu  en  H.  On  mène  encore  la  bisseetn» 

à'nilîïSj^  dw  t  r  IfvTn  S  DI,  DO,  la  figure  ODIA  est  un  «ni 

^'ui  Si-Sle  et  «ne  Ungente  CD  rencontrant  le  diamètre»!) 

tournent  autour  dun  diamètre  AB.  Trourer  le  rapport  des  sorfiu»s  engeo- 

'*1ror.'rt?rgi:%*'r?roSge  U  b.se  BC.  et  d'un  pote.  Pl«. 
.u7cSe  ta«  on  lue  une  ligne  MP  rencontrant  AC  en  M.  puis  ptf  M. 
une  pareWWe  MN  à  BC.  Comment  faut-il  mener  PM  pour  que  le  tmogle 

^"J^O"' do^i  d"e«?S?5iriB,  CD  et  1.  perpendiculaire  commun^; 
n.    „i„«u  «Crante  MN  et  on  prend  un  point  D  au  milieu  de  AC.  Chereter 

cette  droite  soit  vue  de  D  sous  un  angle  droit. 

nr.«^ion  —  Le  problème  est-U  toujours  possible? 

-Tn  Sangle  ABCD  tourne  autour  du  côté  BC  On  dem«Kie  de  m«« 
n.r  le  sommet  B  une  droite  BE  telle  que  le  Tolume  engendré  par  te 
i.î.„»i<.  ikRF  ésale  un  tiers  du  Tolume  engendré  par  le  trapèze  BCDE. 
''•rSrelSeÂScD  tourne  autour  d'à  côté  BC  Mener  par  le  mU^ 
M  de  WJ  une  droite  ME  telle  que  le  volume  engendré  par  le  tnangle  AM 
Ll  uTcinquième  du  volume  engendré  par  le  pentagone  MEDCB 

_  Etant  donné  un  triangle  isocèle  ABC,  on  prolonge  un  d<»  côté.  ég»« 
A^et  gur  la  bwe  BC  on  prend  un  point  P.  Par  ce  point  on  élevé  une  |*^ 
SmUaIre  BMN,  rencontrant  AC  en  M  et  AB  en  N.  Déterminer  U  pos.- 
STde  P  ï.ur  laquelle  MPC  +^AMN  soit  égale  *  un  carré  donn^ 

-  On  donne  un  triangle  ABC.  On  mène  MN  parallèle  4  la  base  BC.  0» 
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joint  B  à  N.  Déterminer  MN,  de  manière  que  le  triangle  MBN  ait  une  sur- 
face donnée.  On  prend  un  point  D  sur  la  base  BG  prolongée  et  on  le  join  t 
à  M  et  à  N.  Déterminer  MN   pour  que  le  triangle  DMN  ait  une  surface 
donnée. 

—  Trois  cercles  0,  0\  0*  sont  donnés,  dont  l'un  0*  tangent  aux  deux 
autres.  Démontrer  que  la  corde  de  contact  ra  passer  par  le  centre  de  simi- 
litude D  des  cercles  0  et  0'. 

—  Calculer  le  rayon  de  la  terre  à  1  kilom.  près. 

—  Un  bassina  une  capacité  de  x8"%35.  Une  fontaine  verse  en  une  heure 
2^S8i.  Combien  mettra-t-elle  de  temps  pour  remplir  le  bassin? 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  la  somme  de  deux  côtés. 

—  On  donne  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB.  Mener  une  corde 
CD  parallèle  à  AB  de  manière  que  le  quadrilatère  ABGD  soit  circonscriptlble. 

—  La  superficie  d'un  terrain  vaut  7  ares,  6  centiares.  Trouver  k  o",oi  près 
le  côté  du  carré  équivalent. 

—  On  donne  un  triangle  ABC  ;  on  prolonge  la  base  BG  d'une  quantité  égale 
BD.  On  mène  une  parallèle  MN  à  BG  et  on  joint  M  à  D.  Déterminer  MN 
pour  que  la  somme  des  surfaces  des  triangles  BMD  et  AMN  soit  la  plus 
petite  possible. 

—  On  donne  un  angle  droit  BAC  et  un  point  P  dans  l'intérieur.  Sur  AB  et 
AC  on  prend  deux  longueurs  égales  A£  s  AD.  Quelle  doit  être  la  longueur 
AE  =3  AD  pour  que  le  triangle  DEP  ait  une  snrface  maximum? 

—  Etant  donné  un  angle  CAB  et  un  point  P  intérieur  à  cet  angle,  déter- 
miner sur  le  côté  AB  un  point  également  distant  de  P  et  du  côté  AG. 

—  AB  est  le  diamètre  d'une  circonférence,  G  un  point  sur  ce  diamètre 
prolongé.  Trouver  sur  la  demi-circonférence  un  point  M  tel  qu'en  menant 
ME  perpendiculaire  au  diamètre  et  MD  perpendiculaire  à  la  perpendicu- 
laire élevée  de  G  sur  AB,  on  ait  MD  =>  ME. 

A  A 

—  De  la  valeur  de  cos^  —  en  fonction  des  trois  côtés  déduire  sin'  — . 

2  2 

—  Dans  le  trinôme  So:^  —  5ax  +  i  déterminer  a  de  manière  que  ce 
trinôme  soit  un  carré  parfait. 

18 

—  Calculer  à  0,01  près  l'expression -= . 

V2^+    I 

—  Démontrer  que  les  restes  de  la  division  par  1 1  des  puissances  succes- 
sives d'un  nombre  se  reproduisent  périodiquement. 

—  On  donne  le  rayon  d'un  cercle  à  0,01  près.  Calculer  la  circonférence 
avec  toute  l'approximation  possible. 

—  Le  rayon  exact  d'un  cercle  est  4,325.  Calculer  sa  surface  à  un  centi- 
mètre carré  prèst 

—  On  8  un  lingot  d'argent  au  Utre  de  0,950.  Combien  faut-il  igouter  de 
cairre  pour  le  ramener  au  titre  de  0,900. 


<^ii 


—  Calculer  V -0—  *  OjOi  pré»* 

—  Après  avoir  payé  les  fralj  de  succession  à  9  0/0,  on  touche  pour  le  mon- 
tant d'un  héritage  6o,55o  francs.  Quelle  éuit  la  valeur  primitive  de  cet 
héritage? 

—  Calculer  x  =  iS^  -  près. 

—  Le  côté  d'un  carré  ^  \  ofi^  jnètres  à  i  mètre  près.  Sut  quelle  appro-^ 
ximation  peut-on  compi^^  xi^'^Xa.  «urface? 
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—  Cube  de  «  à  0,0 1  près.  Combien  faut-il  prendre  de  chiffres  eaeu 
aie? 

~  Un  capital  de  555o  francs  est  devenu  au  bout  de   3  ans  6000  francs. 
Quel  est  le  taux  du  placement  (intérêts  simples  —  intérêts  composés)  T 

—  Un  nombre  est  connu  arec   3  chiffres.  Combien  doit-on  prendre  (k 
décimales  au  Jogarithme? 

—  Calculer  à la  valeur  de 

1000 


^  Etant  donnés  le  rayon  et  l'apothème  d*un  cône,  calculer  l'angle  du  see 
teur  formé  par  le  développement  de  la  surface  latérale  (r  =  0,126;  o  = 

o,7)- 

—  Dans  une  circonférence  l'arc  de  20*  vaut  x  mètre.  Calculer  le  rayon 

à  0,001  près. 

—  Inscrire  un  carré  dans  un  triangle. 

—  Etant  donnés  un  eercle  et  une  droite,  mener  une  corde  parallèle  à  U 
droite,  de  telle  sorte  qu'en  abaissant  des  extrémités  de  la  corde  des  perpen- 
diculaires sur  la  droite,  on  forme  un  carré. 

—  Etant  donnés  un  angle  et  un  point  P  à  Tintérieur,  mener  une  droit« 
MN  perpendiculaire  au  côté  AB,  de  telle  sorte  que  le  triangle  MNP  ail  uœ 
sarface  donnée. 

—  Etant  donné  un  recUngle  ABCD,  déterminer  sur  le  côté  BC  un  poial 
M  tel  qu'en  le  joignant  au  sommet  À»  et  en  faisant  tourner  la  figure  autoor 
de  AD  parallèle  à  BC,  on  ait  surf.  AM  =  surf.  MC. 

•  Un  trapèze  ABCD  est  circonscriptible  à  une  circonférence.  On  connaii 
les  bases  et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  Calculer  les  angles. 

—  Si  l'on  cherche  le  plus  grand  commua  diviseur  entre  mk  et  iiiB,  fers* 
t-on  le  même  nombre  de  divisions  que  pour  trouver  le  plus  grand  oomffloo 
diviseur  entre  A  et  B? 

—  Une  circonférence  de  cercle  vaut  3o".  Calculer  le  rayon  à  0,001  prés. 

—  Étant  donné  l'équation  ace*  -^bx  ■{-  c  =  o  former  une  nouvelle  éq^ 
tion  do  second  degré  ayant  pour  racines  les  carrés  des  racines  de  la  pR- 
mière. 

—  La  surface  d^un  carré  est  12  h.  8  a.  6  c.  Calculer  le  côté  à  i  Joèin 
près. 

—  Une  circonférence  a  5o  mètres.  Calculer  le  rayon  à  0,0 1  près. 

—  On  donne  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB  et  une  cor^  àC: 
déterminer  sur  l'arc  CB  un  point  M  tel  qu*en  le  joignant  aux  points  A,  B 
et  C,  les  deux  triangles  ACM,  AMB  soient  équivalents. 

—  On  donne  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB  et  un  rayon  Ofl 
perpendiculaire  à  AB.  Déterminer  sur  l'arc  UB  un  point  M  tel  que  si  l'oo 
fait  tourner  la  flgure  autour  de  AB,  on  ait  surface  OM  =  zone  MH* 

—  Une  personne  a  acheté  28  mètres  d'étoffe.  Elle  a  payé  comptant  et  1 
eu  6  0/0  d'escompte.  Elle  a  alors  payé  en  tout  3x2  fr.  25.  Quel  était  leprii 
du  mètre? 

Étant  donné  un  triangle  rectangle,  mener  par  le  sommet  de  Tangle  droit 
une  droite  telle  que  la  somme  des  surfaces  engendrées  par  les  côtés  de 
l'angle  droit,  en  tournant  autour  de  cette  droite,  soit  maximum. 

—  Ltaite  de^+4--l-4-+4-+4-+4--- 

7  7  7  7  7  7* 
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—  Déterminer  a  de  manière  que  x*  -\-  i  soit  divisible  par  a;' 4-00;+  i. 
On  donne  un  rectangle  ABCD.  Sur  le  côté  AB  déterminer  un  point  M 

tel  qu*en  le  joignant  au  sommet  D  on  ait  DM  =  3MB.  Discussion. 

—  Combien  faut-il  prendre  de  termes  dans  la  suite  des  nombres  naturels 
pour  que  la  somme  soit  égale  à  A? 

—  6867  étant  connu  À  une  unité  près,  sur  combien  de  chiffres  peut-on 
compter  au  carré. 

—  Une  balle  élastique  rebondit  aux  2/9  de  la  hauteur  d'où  elle  tombe. 
Après  avoir  rebondi  deux  fois  elle  s'élève  à  3  mètres.  De  quelle  hauteur 
est-elle  tombée? 

—  Etant  donné  un  angle  A  et  un  point  P  sur  l'un  des  côtés,  trouver  sur 
l'autre  côté  un  point  M  tel,  qu'en  abaissant  de  ce  point  MH  perpendiculaire 
sur  AP  et  qu'en  joignant  MP  le  triangle  MHP  ait  une  valeur  donnée. 

—  Calculer  les  angles  d'un  quadrilatère  inscriptible  connaissant  les  quatre 
côtés. 

—  Trouver  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  x*  —  9a;*  +  8  <  o. 

—  Etant  donné  un  angle  0  et  un  point  P  sur  l'un  des  côtés,  trouver  sur 
l'autre  côté  un  point  M  tel,  que  si  l'on  mène  MP  puis  la  perpendiculaire 
MA  sur  OP,  la  perpendiculaire  AB  sur  OM  et  ainsi  de  suite,  MP  soit  égale 
à  la  somme  de  toutes  ces  perpendiculaires. 

—  Connaissant  l'angle  a  d'un  secteur,  inscrire  dans  ce  secteur  un  carré 
dont  l'un  des  côtés  repose  sur  le  rayon  OA.  Déterminer  a  de  manière  que 
le  carré  soit  maximum. 

—  On  donne  un  triangle  isoscèle  et  un  point  P  sur  te  prolongement  de 
la  base.  Déterminer  une  sécante  PNM  rencontrant  en  N  et  en  M  les  côtés 
AC  et  AB  de  façon  que  la  différence  BM  —  CM  soit  maxima  (cas  où  le 
triangle  est  équi latéral). 

—  Par  les  extrémités  d'un  diamètre  d'une  circonférence  donnée  on  mène 
deux  cordes  qui  se  rencontrent  sur  la  circonférence.  Que  doivent  être  ces 
cordes  pour  que  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  chacun  des  seg- 
ments circulaires,  tournant  autour  du  diamètre,  soit  égal  à  un  rapport  donné 

n 

m 


—  Calculer  Vo,367  +  >/^. 

—  Calculer  x  =  V842725  +  ^  k  o^oi  près. 


—  Mener  par  un  point  D  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle,  une  transversale 
BC  telle,  que  les  segments  interceptés  BD  et  DC  soient  dans  un  rapport 

donné   —  =  -^. 
n  5 

—  Calculer  à  i  mètre  carré  près  la  surface  du  secteur  dont  l'angle  est 
40*40'  et  le  rayon  20  mètres. 

—  Le  rayon  d'un  cercle  est  22",2a  ;  le  rayon  d'un  autre  cercle,  18  mètres. 
Calculer  à  0,01  près  le  rayon  d'un  cercle  égal  à  la  différeuce  des  deux 
cercles. 

—  On  a  tgo;  =  0,483  à prés-  ^^^  quelle  approximation  peut-on 

lOOO 

calculer  x.  Calculer  le  cosinus  ^^  ^^^  angle. 

—  Le  rayon  d'un  <^ercj,^  ^»  12  mètres;  calculer  à  0,01  près  le  côté  du 
carré  équivalent.  ^  ^ 

—  On  a  a:  =  v.?82^^w^    (^alcaler  a?  à  -—  près. 


\ 
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»  Maiimum  oa  minimum  de  [2x  —  5]'  +  4. 

—  Résoudre  et  discuter  léquation  ^  _  ^^  +  ^  _  ^^^  =  ^• 

—  Maximum  ou  minimum  de  «♦  — ^(x?  +  8. 
«—  Maximum  ou  minimum  de  (as*  —  0'  +  7- 

—  Maximum  de  as*'—  3a;*  +  ?• 

35'  a;* 

—  Résoudre  -; -.  +  -5 7;  =  9- 

—  Résoudre  x  +  ^x  =  a. 

—  Résoudre  — - —  +  — ^:  +  — ^  =  <>•  Discussion. 

a:  —  a       x  —  b       x  —  c 

—  Diviser  o'  +  6^  +  c*  —  3abc  par  (a  +  ft  +  c). 

—  Déterminer  m  pour  que  a>  +  &^  +  c»  —  nuUfc  soit   divisible  p« 

a  -{•  b  -\-  c.        

—  Résoudre  >/i  +  2aî  —  \Ji  +  x  =  i. 

—  Résoudre  a?  —  y  =  a;  a?*  —  y»  =  6*. 

—  Résoudre  a?»  +  |/2  =  100  ;  apy  =  a*. 

—  Maximum  et  minimum  de  (a^  —  o')  (a?*  —  6'). 

—  On  a  trouvé  pour  solution  d'un  problème  sin  a?  =  m,  et  cos  a?  =  ». 
Quelle  serait  la  condition  pour  que  les  solutions  s'accordent? 

—  On  a  trouvé  pour  solution  d'un  problème  tg  a?  =  n  et  d'autre  part 
sin  X  ^  m.  Conditions  pour  que  les  solutions  s'accordent. 

—  Résoudre  et  discuter  les  équations 

cos  a;  +  cos  y  =  i 

X  y 

cos h  cos =  m 

2  2 

—  Résoudre  tg  a;  -{-  tg  y  =  m 

cotg  X  4-  cotg  y  =  n 
Discussion  en  admettant  m  et  n  positifs.  Si  m  restant  flxe,  n  croit  in- 
Jéfiniment,  vers  quelle  limite  tendent  les  valeurs  trouvées? 

—  Résoudre  *    sin  a?  -h  sin  y  =  m 

cos  a;  +  cos  y  =  n 

—  Résoudre  sin*  x  =  2  cos  a  cos  (a  —  a:). 

—  Calculer  tg  «  =  sin  a  +  sin  (a  +  6)  +  «in  (a  +  2b]  +  sin  (a  +  3*î. 

—  Résoudre  tg  (a?  +  45)  «=  m  tg  a?. 

—  Résoudre  tg  (a?  4-  a)  =  *  tg  a?. 

—  Résoudre  sin  3a;  =  2  sin*  a?. 

—  Résoudre  tg*  a;  =  4  sin  x. 

m 

—  Résoudre  tg  a?  =  4  sin  —  . 

—  Résoudre  3  sin  a;  =  2  sin  (60  —  x). 

—  Maximum  ou  minimum  de  sin*  a;  -{-4  cos  x. 

—  On  connaît  sin  a.  Combien  trouvera-t-on  de  valeurs  pour  tg  — 1 

4 

—  Calculer  tg  a:  =  i  -[-  sin  a  +  cos  a.  Maximum  si  a  varie  de  o  i  90*. 

—  Résoudre  — r h  =  m. 

sin  X  cos  X 

sin  3  a; 

— •  Résoudre  — r-; =  m.  Discussion, 

sm*  X 
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—  Résoudre  sin»  x  +  sin=  («  —  x)  =  — .  Introduire  l'angle  2*  dans  la 

résolatioD. 

—  Résoudre  sin  œ  (sin  x  +  cos  x)  =  m. 

—  Résoudre  cos  x  (sin  œ  4-  cos  x)  =  K,  discuter. 

tff  3a? 

—  Discuter  -— - — .Cas  où  x  varie  de  o*  à  3o». 

tg^    X 

—  Résoudre  cos  2J:;  =  2  sin  x. 

—  Résoudre  sin  a?  =  cos  (20?  —  45*). 
-—  Résoudre  cos  2a;  =  4  sin  x, 

—  Résoudre  cos^  x  —  cos'  [x  —  m)  =  iw. 

—  Résoudre  sin  x  cos  [x  +  a)  =  m. 

_.       .  sin  a; 

—  Résoudre  -: ,=  4. 

sin   (a  —  a;) 

—  Résoudre  sin  x  sin  3a;  =  -rp. 

o 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 


A  l'École  saint-gyr. 


{Suite,  voir  page  249) 


—  Étant  donné  un  hémisphère,  trouver  le  rayon  ED  d'un  cercle  parallèle 
à  la  base  de  l'hémisphère  et  tel  que  le  rapport  du  volume  du  tronc  ÀBDE 
à  celui  de  la  sphère  qui  a  pour  hauteur  celle  du  tronc  de  cône,  soit  égal  à 
un  nombre  donné  m. 

—  Étant  donné  un  demi-cercle,  on  propose  de  mener  une  corde  parallèle 
au  diamètre,  telle  que  le  segment  qu'elle  détache  tournant  autour  du  dia- 
mètre engendre  un  volume  équivalente  celui  engendré  parle  triangle  ayant 
pour  base  la  même  corde  et  pour  sommet  le  centre. 

—  Étant  donné  un  cercle  et  un  diamètre,  à  quelle  distance  du  centre 
faut-il  mener  une  corde  perpendiculaire  au  diamètre  pour  que  le  volume 
engendré  par  le  demi-segment  soit  égal  au  volume  du  cône  inscrit  de 
même  base? 

—  Étant  donnée  une  circonférence,  à  quelle  distance  AC  faut-il  mener 
une  corde  DE  perpendiculaire  au  rayon  OÂ,  pour  que  le  volume  engendré 
par  le  segment  circulaire  AMD,  soit  la  moitié  du  volume  engendré  par 
le  triangle  BCD? 

—  On  donne  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  a;  on  propose  d'en 
déterminer  la  hauteur  de  façon  que  si  l'on  circonscrit  la  demi-circonférence 
au  triangle  et  que  l'on  facse  tourner  la  figure  autour  de  l'hypoténuse,  la 
somme  des  volumes  engo^^fés  P^^  ^^^  segments  extérieurs  au  triangle  soit 
égale  au  volume  d'une  ^^  sre  donnée  de  rayon  R. 

—  Calculer  les  rayo^^  t?    haso^  ^^^  ^^^^^  ^^  c6ne,  circonscrit  à  une  sphère 


A 
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de  rayon  donné,  sachant  que  le  rapport  de  la  surface  totale  du  inmc  à  li 
surface  totale  de  la  sphère  est  égal  k  un  nombre  donné  m. 

—  Calculer  les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône  lorsque  l'on  cooMii 
la  surface  toUle  du  tronc,  la  longueur  de  l'apothème  et  que  l'on  sait  que 
cette  droite  fait  un  angle  de  60 •  avec  la  base  inférieure. 

—  Étant  donnés  une  Ungcnte  AC  à  un  cercle  et  le  diamètre  perpendicu- 
laire à  AB,  on  propose  de  mener  une  corde  DE  perpendiculaire  à  la  tongcote 
AC   telle  que  le  triangle  AED  en  tournant  autour  de  la  Ungente  AC  engendre 

un  volume  donné.  ,.  .       .     .        »• 

—  Couper  une  sphère  par  un  plan,  de  manière  que  l  aire  de  la  secuon 
ait  un  rapport  donné  avec  la  moyenne  géométrique  des  surfaces  convexes 
des  deux  cônes  ayant  pour  base  commune  la  section  et  les  sommets  sur  )i 

—  Calculer  le  rayon r  de  base  d'un  tronc  de  cône  droit  circonscriptible  à 
une  sphère  connaissant  son  volume  et  sa  surface  totale. 

—  Etant  donnés  le  rayon  de  la  base  dun  cône  et  sa  hauteur  h,  à  quelle 
distance  x  du  sommet  faut-il  mener  un  plan  parallèle  à  la  base,  pour  que 
le  volume  du  tronc  soit  égal  à  deux  fois  le  volume  de  la  sphère  qui  aurait 

X  pour  diamètre?  ....  .  ^  .^v     ^      u 

—  Connaissant  la  surface  totale  d  un  cône  tangent  à  une  sphère  donuee 
et  dont  le  centre  de  base  est  au  centre  de  la  sphère,  calculer  le  rayon  de 
base  et  la  hauteur  du  cône. 

—  Couper  une  sphère  par  deux  plans  parallèles  dont  la  distance  est 
donnée  de  telle  sorte  que  si  l'on  détermine  deux  cônes  tangente  à  la  sphère 
suivant  les  cercles  de  section,  la  somme  des  surfaces  convexes  des  deux  cônes 

soit  donnée.  ,    ^ 

—  Un  cercle  étant  tangent  aux  deux  côtés  de  l'angle  droit  mener  une 
tangente  au  cercle,  qui  forme  avec  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  un  triangle 
de  surface  donnée.  ~~  Distinguer  deux  cas  suivant  la  position  de  la  tangente. 

—  On  donne  le  périmètre  d'un  triangle  rectangle  et  la  somme  des  aires 
engendrées  par  chacun  des  côtés  de  l'angle  droit  tournant  autour  de  l'autie 
c^té.  —  Calculer  les  trois  côtés. 

Parmi  tous  les  triangles  isocèles  inscrits  dans  un  cercle  donné,  quel 

est  celui  qui,  en  tournant  autour  de  sa  base,  engendre  le  plus  grand  vodonK. 

Parmi  tous  les  cônes  droits  de  même  volume,  quel  e»t  celui  doot  h 

surface  convexe  est  minima. 

—  Parmi  tous  les  cylindres  inscrits  dans  une  sphère  donnée,  quel  &t 
celui  qui  a  le  plus  grand  volume? 

—  Parmi  tous  les  cylindres  inscrits  dans  une  spère  donnée  quel  estcdoi 
qui  a  la  plus  grande  surface  totale? 

—  Etant  donné  un  angle  BAC,  un  point  D  dans  l'intérieur  de  cet  angle, 
mener  la  ligne  EF  dételle  sorte  que  le  triangle  AEF  ait  une  surface  donnée  m* 

Etant  donné  un  angle  BAC,  un  point  D  mener  par  ce  point  une  lign*^ 

EF  telle  que  DE  x  DF  =  m> 

—  Connaissant  cotg a,  calculer  cogt — ;  lorsque  cotga  =  x  l'une  des  valeurs 

se  présente  sous  la  forme  00—00  trouver  sa  vraie  valeur. 

—  On  élève  un  rayon  OC  perpendiculaire  au  diamètre  AB  d'une  demi- 
circonférence.  On  mène  les  tangentes  en  A  et  en  C  qui  se  rencontrent  en  D; 
on  joint  AC  et  Ion  propose  de  calculer  et  de  comparer  les  trois  volumes 
engendrés  dans  une  rotation  autour  de  AB,  par  le  triangle  rectangle  ABC. 
le  segment  AKC  et  la  ûgure  AKCD. 
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—  Inscrire  dans  un  cercle  donné  une  corde  de  longueur  donnée  qui  soit 
partagée  par  une  aulre  corde  donnée  en  deux  parties  égales. 

—  Par  nn  point  situé  hors  d'une  circonférence  mener  une  sécante  qui  soit 
partagée  en  deux  parties  égales  par  la  circonférence. 

—  Un  demi-cercle  étantdonné,  partager  son  diamètre  en  deux  parties  telles 
que  si  l'on  décrit  sur  chacune  une  demi-circonférence,  la  surface  comprise 
entre  le  premier  demi-cercle  et  les  deux  derniers  soit  égale  à  celle  d'un 
cercle  donné. 

—  Par  un  point  donné  sur  la  bissectrice  d*un  angle  droit,  mener  une 
droite  terminée  aux  côtés  de  l'angle  et  déterminant  un  triangle  ayant  une 
svirface  donnée. 

—  Par  un  point  extérieur  à  un  cercle,  mener  une  sécante,  telle  que  la 
somme  des  carrés  des  segments  de  cette  sécante  soit  équivalente  &  un  carré 
ilonné. 

—  Déterminer  les  éléments  d'un  cylindre  droit  sachant  que  la  flomme  du 
rayon  de  base  et  de  sa  hauteur  e^t  égale  à  a  et  que  sa  surface  convexe  est 
égale  au  cercle  de  rayon  R.  (A  suivre.) 


MÉLANGES 


HISTOIRE  DES  MATHÉMATIQUES 

Par  le  D'  Henri  Sater,  de  aSUrich,  traduite  par  M.  A.-G.  Mblon. 

[Suite,  voir  page  251) 


LA  SCIENCE  CHEZ  LES  GRECS. 

Son  importation.  —  Ses  progrès  jnsqn'à  la  fondation  de  rËoole 

d'Alexandrie. 

Les  grands  progrès  des  mathématiques  sous  Platon  et  ses 
successeurs  ont  leur  source  dans  l'essence  de  la  philosophie 
platonicienne.  La  tendance  idéale  de  leurs  leçons  était  favo- 
rable à  rétude  des  sciences  abstraites.  Tant  que  Tétude  des 
mathématiques  tendit  à  ja  connaissance  pure  des  plus  hauts 
principes  des  science^  i^  grand  philosophe  l'aima  et  la  re- 
garda comme  ia  bas^  ^  *  f  nute  autre  connaissance  ;  mais  dès 
qu'elle  s'unit  au  ^Qt  .^^  isioe  et  servit  les  destinées  et  les 
besoins  de Ja  Wepr^.  ^j-j^^^  ^0 eut  horreur.  L'astronomie, par 
exemple,  ne  trouv^    ^K^^f  ^    ^ité  chez  les  platoniciens  qu'en 
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s'adressant  aux  spéculations  philosophiques.  Ecoutons  sur  ce 
sujet  Platon  lui-même;  il  dit  en  propres  termes: «Les Trais 
astronomes  sont,  d'aprbs  moi,  des  hommes  sages,  mais  nul- 
lement semblables  à  Hésiode  et  autres  astronomidem  (traduc- 
tion du  mot  grec  àjTpovo[JLOî3vTeç),  qui  veulent  cultiTcr  cette 
science  pour  observer  le  lever  et  le  coucher  du  soleil.  Lfô 
vrais  astronomes  sont  des  hommes  sages  qui  sondent  les 
huit  sphëres  du  ciel  et  la  grande  harmonie  de  Tunivers  ;  et 
cette  recherche  est  seule  digne  de  Tesprit  de  l'honiine 
illuminé  par  les  dieux.  » 

Aussi,  comme  nous  l'avons  dit,  les  sciences  abstraites 
étaient-elles  en  honneur.  Les  mathématiques  sont,  auxyeni 
de  Platon,  une  moyenne,  une  transition  entre  la  conception 
exacte  et  la  philosophie;  il  les  regarde  comme  un  de^^ 
nécessaire  que  chacun  doit  franchir  avant  d'aborder  la  phi- 
losophie. Par  suite  Platon  appelle  «  connaissance  »  (îtowajcô 
qui  est  plus  clair  que  la  conception,  mais  plus  obscnr  que 
l'idéal  de  la  philosophie,  son  plus  haut  degré. 

Il  est  bien  entendu  que  Platon  mettait  les  mathématiques 
à  la  base  des  leçons  philosophiques  ;  mais  il  les  excluait  de 
son  enseignement,  qui  ne  comprenait  pas  de  géométrie.  C'est 
d'après  ces  dernières  idées  qu'il  faut  interpréter  l'inscrip- 
tion placée  à  l'entrée  de  l'Académie  :  «  MiQÎetç  àr{zià>'^'fpî 
elaiTu)  \Loù  TÎjv  aTéYïjv  ».  —  Que  celui  qui  ne  connaît  pas  la 
géométrie  n'entre  pas  chez  moi.  —  C'est  ainsi  qu'un  succes- 
seur de  Platon,  Xenocrate,  renvoyait  un  de  ses  auditeurs  qui 
n'avait  pas  de  connaissances  en  arithmétique  et  en  géomé- 
trie :  a  itope6ou,  Xa^àç  y*?  ^^  ^X^^^  <ptXoffo<piaç  ».  —  Retire-toi, 
car  tu  n'as  pas  les  outils  nécessaires  à  la  philosophie. 

De  Platon  date  l'honneur  pour  les  mathématiques  pures 
d'être  regardées  comme  la  science  d'éducation  par  excel- 
lence et  la  créatrice  du  jugement.  En  face  de  lui  est  Aristote 
qui,  le  premier,  appliqua  la  méthode  d'observation  aux 
sciences  de  la  nature  et  s'attacha  aux  sciences  utiles  et 
pratiques. 

—  Platon  naquit  à  Athènes  430  avant  J.-C.  De  bonne 
heure  il  se  voua  à  l'étude  de  la  philosophie  pythagoricienne 
et  atomistique.  Il  fut  connu  et  apprécié  de  Socrate,  qui  l'^^^ 
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pour  son  plus  fidèle  disciple  jusqu'à  sa  mort.  Aussi  n'a-tril 
fait  que  réunir  en  un  corps  de  doctrine  et  développer  la  phi- 
losophie de  son  maître,  même  lorsque  ses  idées  personnelles 
étaient  en  opposition  avec  celles  de  Socrate.  Ainsi,  dans  les 
sciences  mathématiques,  Socrate  rejette  comme  inutile  et 
nuisible  tout  ce  qui  ne  trouve  pas  d'application  immédiate 
dans  les  affaires  de  la  vie  ordinaire;  tandis  que  Platon  dé- 
daigne leur  côté  pratique  et  prescrit  aux  sciences  un  but 
entièrement  spéculatif  el  idéal. 

Après  la  mort  de  Socrate,  Platon  fit  plusieurs  grands 
voyages  en  Egypte  et  en  Sicile  ;  dans  le  cours  de  ces  excur- 
sions, il  se  lia  avec  plusieurs  hommes  célèbres,  tels  que  les 
pythagoriciens  Philolaos  et  Timaeos  en  Italie,  et  Theodoros 
de  Cyrène.  De  retour  à  Athènes,  il  fonda,  à  l'Académie,  son 
école  platonicienne  qui,  sous  son  impulsion  el  ses  encou- 
ragements, obtint  les  plus  grands  succès  dans  les  mathé- 
matiques :  nous  devons  entrer  dans  quelques  détails  sur  le 
développement  de  cette  science. 

Le  laps  de  temps  qui  s'écoule  de  Platon  à  Enclide  nous  offre 
des  choses  si  intéressantes  en  mathématiques  que  nous  en 
sommes  réduits  à  regretter  de  ne  pas  avoir  sur  cette  période 
plus  de  documents  que  sur  la  précédente.  Proclus  ne  nous 
cite  que  quelques  platoniciens,  mathématiciens  célèbres; 
et  il  ne  nous  est  resté  que  des  fragments  courts  et  peu 
importants  de  l'histoire  à!Eudème,  ^  Aussi  n'avons-nous  que 
des  données  incertaines  et  incomplètes  sur  le  mérite  des 
divers  mathématiciens  de  l'école  de  Platon,  sur  la  part  qui 
doit  être  attribuée  à  chacun  dans  l'introduction  et  l'emploi 
de  la  méhode  analytique,  dans  la  découverte  des  sections 
coniques,  et  dans  la  solution  des  trois  fameux  problèmes  de 
l'antiquité  :  la  quadrature  du  cercle,  la  duplication  du  cube, 
la  trissection  de  l'angle. 

En  dehors  de  quelques  productions  géométriques  de  Platon, 
il  faut  lui  attribuer  l'invention  de  cette  méthode  analytique 
qui  a  puissamment  aidé  à  la  découverte  et  à  l'étude  des  sec- 
tions coniques.  Diog^  Laerte  et  Proclttë  nous  disent  que 
Platon  introduisit  cçh^  jnéthode  de  recherches  pour  son 
élève  Leodamas  de  7^      ^  ■  et  celui-ci  fut,  grâce  à  elle,conduit 
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à  de  nombreuses  et  importantes  propositions.  Nous  ne  pour- 
rions dire  comment  Platon  a  procédé  avec  ce  nouveau  mode 
de  démonstration,  car  il  ne  nous  resle  aucun  travail  géomé- 
trique suivi,  provenant  soit  de  lui,  soit  de  ses  successeurs. 

(A  suivre.) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


QUESTION  108. 

i^olntloii  par  M.  Fabing,  élève  du  Collège  de  Longwy. 

Dans  tout  tétraèdre  la  somme  des  carrés  des  arêtes  est  égale 
à   quatre  fois    la  somme  des  carrés  des  droites  qui  joignent 

les  milieux  des  arêtes  oppo- 
sées. 

Soit  le  tétraèdre  SABC: 
D,  E,  F,  G,  H,  K  les  mi- 
lieux  des  arêtes.  JoignoDS 
DS,  DC,  AE,  ES,  ...  etc. 

Les  triangles  SDG  S£A 
. .  •  ainsi  formés,  ayaot 
pour  médianes  les  droites 
qui  joignent  les  milieux 
des  arêtes,  donnent  : 

2DG* = DS*  +  DC* — 2GC' 

2EF*  =  si*  +  ÂË* — 2  AF*- 

2HK*=SH*+HB»— 2KB* 
d'oîi  en  additionnant  : 

2[DG'  4-  EF*  +  HK*]  =  DS*  +  SE*  +  SH*  +  DG* 

+  Al*  +  HB*  —  2(GÔ*  +  AF*  -f-  KB*) 

A"S*  +  SB*  —  2BD» 


--•^C 


or 


DS*  = 


DC*  = 


AU*  +  CB*  —  2DB* 


SE*  = 
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SB*  +  se*  —  2BË» 


2 

A(?  +  AB»  - 

-  2BË» 

2 

AS*  +  se*  - 

-  2HG* 

2 

ÀB»  +  BC*  - 

-  2HC* 

AU'  = 
Sff  = 

2  

remplaçant  dans  Tégalité  précédente  DS',  D(?  . .  • .  par  ces 
valeurs  il  vient,  en  remarquant  que 

4D"B'  =  AB*,  4BE*  =  BC*  . . . . 
et  réduisant         

AS'  +  BS'  +  es'  +  AB'  +  BC*  +  ÂC' 
=  4(DG'  +  EF'  +  HK') 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lafarge,  de  Paris;  Lerossay, 
de  Liège;  Bailly,  Duystcr,  de  Bruxelles;  Martin  et  Reuss,  de  Belfort;  Cor- 
deau, école  Lavoisier;  Mirjolet,  Hoc,  de  Longwy;  Perrin,  de  Clermont- 
Ferrand;  Menand,  de  Dijon;  d'Ocagne,  collège  Chaptal;  Sclimitz,  d'Orléans; 
Malesset,  de  Poitiers;  Tissier,  de  ChAteauroux;  Daizon,  de  Saint-É tienne; 
Marcellin,  de  CberlK>urg;  de  Montgolfier,  Laburthe,  école  de  Passy;  Choyer, 
de  Poitiers;  Cottereau,  de  CliAteauroux;  Amestoy,  de  Bayonne;  Leblanc,  de 
Cherbourg;  Lambert,  de  Dinant;  Deseilligny,  collège  de  Pons;  Bruyand,  de 
Troyes;  Ladette,  de  Pau;  Jordan,  de  Montpellier;  Vautré,  de  Saint-Dié; 
Garnier,  lycée  Saint-Louis;  Demortain,  de  DouUens;  Manin,  Clavez,  de 
Lons-le-Saulnier  ;  Charzat,  à  Melun. 


QUESTION  109. 
Sol«iion  par  M.  Daudt,  élève  du  Collège  Chaptal,  institution  Marc-Dastès 

Construire  géométriquement  un 
quadrilatère  dans  lequel  on  connaît 
quatre  côtés  et  Vangle  formé  par  le 
prolongement  de  deux  côtés  opposés. 

Supposons  le  problème  résolu  et 
soient  AB  =  a,  BG  =  6,  CD  =  c, 
AD  =  d  les  côtés  et  a  Tangle 
donné. 

Par  A  menons  AI  =  DG  =  c. 
Cette  droite  fait  avec  AB  un  angle 
3AI  =  «•  La  figure  AIDG  est  un 
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parallélogramme.  Joignons  B  et  I.  Les  deux  triangles  AlB 
et  BIG  sont  déterminés.  Par  suite  le  quadrilatère  ÀBCD. 

Nota.  —  Ont  résolu  ta  même  question  :  MM.  Cottereau  de  Chiteanroux; 
Locherer,  Menand  de  Dijon;  Marcellin,  de  Cherbourg;  Perrin,  deClermont- 
Ferrand;  Vaulré,  de  Saint-Dié;  Cordeau,  éeole  Laroisier;  Estienne,  de  Bar- 
le-Duc. 


QUESTION  HO. 
0«l«tloM  par  M.  Lapaagb,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 

Le  cercle  décrit  sur  un  rayon  vecteur  d'une  ellipse  comme 
diamètre  est  langent  au  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  commt 
diamètre. 

Soit  /Ttf  le  rayon  vec- 
teur sur  lequel  on  décrit 
une  circonférence.  Si  les 
deux  circonférences  AA', 
/'M  sont  tangentes,  la  dis- 
tance OD  de  leurs  centres 
est  égale  à  la  différence 
de  leurs  rayons.  On  doit 
donc  avoir  OD  =  A'O  — 

rM 

2    ' 


DM  =  a  — 


2a  étant 


le  grand  axe.  Or  M/"  +  W  =  ^^  (*)   ®^  ^^  joignanlles 
milieux  des  côtés  /"M  et  ff  est  égal  à  la  moitié   de  M/"  et 


lui  est  parallèle;  donc  DO  = 
=  a  —  -^  :=  OA'  —  DM. 


M/- 


et  à  cause  de  (1) 


M/- 


Donc  les  deux  circonférences  VLf  et  AA'  sont  tangentes. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Marcellin,  de  Cherbourg; 
Menand,  de  Dijon  ;  Perrin,  de  Ciermont-Ferrand  ;  Demortain,  de  Douilens; 
Vaulré,  de  Saint-Dié;  Gubiant,  de  Bourg;  Locherer,  de  Dijon;  Cordeaa. 
école  Lavoisier;  d'Ocagne,  collège  ChapUl;  Malessiet,  de  Poitiers;  Jordan, 
de  Montpellier;  Clavez  et  Margain,  Estienne,  de  Bar-le-Duc;  Chojrer,  de 
Poitiers. 
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QUESTION  113. 
Holutlon  par  M.  Perrin,  élève  du  Lycée  de  Glermont-Forrand. 

Trois  cercles  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite  sont  tangents 

deux  à  deux.  Trouver  le  rayân 
d'un  cercle  tangent  à  la  fois  aux 
trois  cercles  donnés. 

Soient  les    cercles  0,   B,    G 
|a'  tangents  deux  à  deux  et  D  le 
centre  du  cercle  dont  on  cher- 
che le  rayon.  Menons  DB,  DC, 
DO  et  soit  DE  perpendiculaire 
sur  BC.  Le  triangle  BDC  donne 
BD*  =  DG'^  +  BG*  —  2BC  .  CK 
et  le  triangle  DOG  donne 

DO^  =  ÔG^  +  DG*  —  2OG  .  GK. 
Do  ces  deux  égalités  on  tire 

BF  +  BG*  —  BD^     __     OG^  +  JK?  —  DO^ 

BG  ~  OG 

{X  +  ry  +  (R  +  ry  —  (R  +  a?)'  ^  R^  +  (a?  +  r)»  >-  (R  -h  r  —  xy 
K  +  r  ^  R 

en  appelant  R  et  r  les  rayons  des  cercles  B  et  G  et  ce  le 

rayon  cherché.  Simplifiant  il  vient 

^      Rr  (R  +  r)      _      Rr  (R  +  r) 
~    R>  -|-  r*  +  Rr  ~  (R  +  r)*  —  Rr 

ou  I  I       .       I  I 


ou 


X  = 


X 


R   ~    r         R  +  r 


Remarque.  —  M.  Demortain,  de  Doullens,  outre  la  bonne 
solution  qu'il  nous  adresse,  fait  remarquer  que  Tordon- 
née  DK  du  centre  du  cercle  D  est  égale  à  son  diamètre. 


QUESTION  114. 

Solutldm  par  M.  D£mortain   ^^^^^  ^  l'École  communale  de  DouUens. 

Dans  tout  triangle  la  ^j^i-diffévence  de  deux  côtés  est  moyenne 
proportionnelle  entre  r  i/ctances  sur  le  troisième^  du  pied  de 
la  médiane  à  ceux  d^  ^    wa^^^^  ^^  "'  '    '^''  "''^^  '"''^" 


de  la  bissectrice  intérieure. 
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Si  Von  remplace  la  bissectrice  inté- 
rieure par  la  bissectrice  extérieure,  il 
faut  substituer  la  demi-somme  des  côUi 
à  leur  demi-différence.     (H.  Lecoq.; 

Soient  AM^  AB,  ÂH  les  médiane, 
bissectrice  et  hautear  du  triangle 
AGD.  Posons  MB  =  m,  MH  =  n.  On  a 

d    a  —  2m 

c    "" 


d'où 

On  a  aussi 

d'où 


m  = 


a4-  2m 
a(c  —  d) 
2(c  +  d) 
c*  —  d*  =  2an 
c*  —  d* 


(i) 


n  = 


2a 


(2) 


multipliant  (1)  et  (2)  membre  à  membre  on   trouve   après 

simplifications  ("^y  =  »»". 

Nota  :  MM.  Clavez  et  Morgain  du  lycée  de  Lons-le-Sauinier  ont  résda 
la  même  question. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Pradelle,  de  Nimes,  nous  envoie  une  solution  de  la  question  96  pli» 
complète  que  celle  que  nous  avons  publiée  précédemment.  D'abord  il 
démontre  qu<i  Téquation  ma  +  fi&  =s  z,  lorsque  m  et  n  sont  premiers 
entre  eux,  peut  toujours  être  satisfaite.  Nous  avions  admis  ce  point,  parce  que 
l'analyse  indéterminée  du  premier  degré  s'étudie  dans  les  cours  de  mathé- 
matiques élémentaires,  particulièrement  dans  l'enseignement  spécial.  Hais, 
en  outre,  et  c'est  le  point  important  de  la  démonstration  que  nous  signalons 
ici,  M.  Pradelle  donne  la  formule  permettant  de  trouver  tous  les  nombre» 
répondant  à  la  question.  Nous  reproduisons  ici  sa  solution. 

Soient  x  et  a;'  deux  valeurs  de  œ  telles  que  lo**  x  +  a  et  lo"  x'  +  « 
soient  des  multiples  de  p.  11  en  résulte  que  la  différence  lo»  (a;  —  af]  sen 
un  multiple  de  p.  Cette  condition  est  nécessaire  et  suffisante.  Comme  lo* 
est  premier  avec  p,  il  faudra  que  x  —  af  soit  un  multiple  de  p.  On  dem 
donc  avoir  a;  «=  â?'  +  mp,  «n  étant  un  nombre  entier.  En  donnant  à  m  tont& 
les  valeurs  possibles,  on  aura  toutes  les  valeurs  de  x  répondant  au  problème. 

Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 


IIPRIMBRIE  CKHTRALB  DBS  CHBMINS  DB  FBR.  —  A.  CHA»   ET  C'% 
BUB  BBBGftBB,  SO,  A  PAB».  —  U118-8. 
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THEORIE  DES  AXES  RADICAUX 

Par  A.  Morel. 

[S^te^  voir  page  297.) 


§  III.  Distances  circulaires. 

XV.  La  puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle 
passant  par  un  point  fixe,  et  dont  le  rayon  croit  indéfini- 
ment, augmente  elle-même  indéfiniment.  Pour  ce  motif,  il 
est  avantageux  de  remplacer  cette  notion  de  la  puissance 
par  une  autre  équivalente  :  le  rapport  de  cette  puissance  au 
diamètre  du  cercle  considéré.  Lorsque  le  cercle  se  rapproche 
indéfiniment  d'une  droite,  ce  rapport,  que  nous  appellerons 
la  distance  circulaire  du  point  au  cercle,  a  pour  limite  la 
distance  du  point  à  la  droite. 

XYI.  Théorème*  —  Le  lieu  géométrique  des  points  dont  le 

rapport  — ^  cfe^  distances  circulaires  à  deux  cercles  est  con- 
'^'^        m, 

stanty  est  un  cercle  passant  par  les  points  d'intersection  des  deux 
cercles  donnés^  et  qui  divise  leur  angle  en  deux  autres  dont  le 

rapport  des  sinus  est  égal  à 


m. 


En  effet,  soient  deux  cercles  0^  et  0,,  qui  se  coupent  en  A. 
Soit  M  un  point  du  lieu  ;  les  puissances  de  M  par  rapport  à 
chacun  des  cercles  sont  respectivement  MO/  —  r^*,  MO,* 
—  r,".  On  doit  donc  avoir 

^^^  MO,'  -  r,'    ^  J»i^  ^    M0.«  -  r.« 


2rt  m,  2r, 

Soit  Oj  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points 
O4,  0„  correspondant  aux  coefficients  w,r,  et  miri-  On  a: 

0,0,    _    ^i^'i  (2) 

On  voit  par  J'é^^  *  (1)  que  le  point  M  doit  être  tel 
que  sa  puissance  *  ^^^  ^r  rapport  aux  deux  cercles  soit 
nulle.  Le  point  Jlf  J^U^^  do^^  ^^  cercle,  ayant  pour  centre 

rnnnwir  ns  tiATtt         >l$/ffl*'  19 


JOURNAL  M  KATH.   ^^^Q^^  ^^ 


'L 
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le  point  0|,  et  passant  par  les  points  communs  aux  deux 
cercles,  lorsque  ceux-ci  se  coupent. 
Soit  A  l'un  des  points  communs  aux  deux  cercles  ;  joi- 
gnons  ce  point 
aux  trois  points 
0i,O„O,.  Les  an- 
gles des  cercles 
entre    eux    sont 
égaux   aux  an- 
gles des  rajous 
AOi,   A0„  AO,. 
Mais    les   trian- 
gles ayant  pour 
sommet  le  point 
A,  et  pour  bases  0|0,,  0,0„  O4O,  ont  môme  hauteur;  leurs 
aires  sont  proportionnelles  à  leurs  bases  ;  et  Ton  aura,  en 
exprimant  ces  surfaces  en  fonction  de  l'angle  au  sommet  et 
des  côlés  qui  le  comprennent  : 

OjO,    Tjr,  sin  O^AOi 

0,0,  r\r^  sin  0,A0, 

Mais,  en  ayant  égard  à  la  relation  (2),  on  trouve,  en  sup- 
primant les  facteurs  communs, 

Wi    sin  OjAOj 

m,  sin  0,àO, 

On  voit  que  ce  théorème  est  la  généralisation  de  ce  théo- 
rème que  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à 
deux  droites  est  constant,  est  une  droite  passant  par  Tinter- 
section  des  deux  premières,  et  divisant  Tangle  en  deux 
autres  dont  le  rapport  des  sinus  est  égal  au  rapport  donné. 


XVII.  Dans  le  cas  particulier  oii 


tn. 


m. 


=  I,  le  lieu  def 


points  à  égale  distance  circulaire  de  deux  cercles,  est  encore 
un  cercle  dont  le  centre  divise  ia  ligne  des  centres  dans  le 
rapport  des  rayons  et,  par  suite,  est  au  centre  de  similitude 
interne.  Si  les  deux  cercles  se  coupent,  il  divise  leur  aD£:le 

en  deux  parties  égales.  Si  — ^  =  —  i,  on  obtient  un  se- 

cond  cercle  ayant  pour  centre  le  centre  de  similitude  es- 


—  291  — 

terne.  Si  les  deux  cercles  se  coupent,  ces  deux  cercles  que 
Steiner  a  appelés  cercles  de  moyenne  puissance  sont  entiè- 
rement analogues  aux  bissectrices  d'un  angle.  Nous  les 
appellerons  cercles  bissecteurs. 

Pour  trouver  le  rayon  du  cercle  des  moyennes  distances, 
nous  partirons  de  Téquation  qui  donne  la  puissance  totale 
du  point  M  par  rapport  aux  deux  cercles  0|  et  0^.  On  a  la 
formule  générale 
m^r^  MOi*  —  m,r^  M0,«  =  (r,  —  rj  MO,*  +  r.O.Oi*  —  ^0,0,» 

Si  Ton  fait  m,  =  fn^  il  vient,  en  tenant  compte  de  la 
relation  (1)  (art.  29), 

r,r,«  -  r,r^^  =  (r,  -  r,)  M0,«  +  rfifi^  -  r,0,0.« 

Mais  on  a  : 

rt  —  r,  r,  —  r. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'égalité  précédente,  il  vient  : 

Tyr^  (n  -  »•.)  =  (r.  -  n)  MO».  +    .   ^'^\ .,  (r,  -  r.)  r.r. 

VI   —  ^\) 

Ou  enfin,  en  divisant  par  r,  —  Tj,  on  trouve  : 

,..  =  .„.  (-"iSi^  -  ,). 

\  in  —  »-i)*         / 

On  trouverait  de  même,  en  faisant  m.  =  —  nti,  la  formule 

Si  maintenant  nous  remplaçons  dans  cette  formule  O^O, 
par  son  expression  en  fonction  de  l'angle  des  cercles,  on 

trouve  :  MO,*  =  —, *   *  ,,    (i  —  cos  A) 

M0%  =    ,     1'    ,    (i  +COS  A) 

ou  enfin,  en  appelant  p  et  p'  ces  rayons,  on  a  : 

2r|r,               A              ,            2r^r^  A 

p  = sin ;  P  = 1 — r  cos  — 

En  additionnant  J^g  -valeurs  trouvées  pour  MO,*  et  M04*, 
on  voit  que  la  soz^^     ^^  ces  quantités  est  égale  au  carré 


MO' 


MO. 


de  0,0^  ;  par  suite  ]^        -^jles  bissecteurs  sont  rectangulaires. 

*f^  ^^  r^A  ces  valeurs  de  p  el  4e  p'  sont 


On  peut  remsit^^  ^  ^^iie  ces 
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Mais  on  a 


»'i 


identiques  avec  les  valeurs  des  bissectrices  d'un  angle 
d'un  triangle  en  fonction  des  côtés  de  l'angle  et  de  la  valeur 
de  cet  angle.  Gela  est  évident  puisque,  si  les  cercles  se 
coupent,  les  rayons  p  et  p'  se  confondent  eux-mêmes  avec 
les  bissectrices  de  l'angle  A  du  triangle  O^AO,,  d'après  la 
remarque  que  nous  avons  faite  précédemment. 

XYIII.  On  peut  donner  du  rapport  des  distances  circulaires 
d'un  point  à  deux  cercles  un  certain  nombre  d'autres  expres- 
sions importantes. 

1^  Appelons  tt  la  tangente  menée  du  point  M  au  cercle 
Oj,  20Li  l'angle  sous  lequel,  du  point  M  on  voit  ce  cercle.  La 

distance  circulaire  du  point  M  est  -^ 

h  =  n  cotg  «i  ; 

donc  la  distance  circulaire  de  M  au  centre  0*  est  -^-^  cogl*ii 

2 

fflt   _   t't  cotg'  g^ 
m,  r,  cotg*  a,  ' 

â°  Si  nous  menons  la  seconde  tangente  au  cercleOi,  aous 
formons  un  quadrilatère  inscriptible,  et  si  nous  appelons  c 
la  corde  de  contact  on  a 

c  .  MOi  =  2rJi 
Donc  la  distance  circulaire  a  pour  expression 

c'.MO't 

8ri» 
3*   Menons  les 
tangentes  MT,  et 
MTi  puis,  la  ligne 
TiT,     qui   coupe 
les  cercles  en  Ti 
et  T',. 
On  a 
MT,_sinMTj^ 
MT~sinMTiT/ 


par  suite 


Mais  on  a  aussi 


Donc 


TJ/  _  r^  sin  MT,T/ 
MTi 


r.  sin  MT,T;" 


MT, 


II 


TtT, 
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Par  suite 


_     r.       (T.T,')' 


r.  •  (TJ.')«  • 

XIX.  Nous  allons  indiquer  ici  quelques  formules  qui 
donnent,  dans  un  système  de  deux  cercles,  les  valeurs  de 
certains  éléments  qui  peuvent  être  utiles  li  connaître. 

1.  Angle  des  tangentes  communes.  —  Nous  savons  que  cet 
angle  est  partagé  en  deux  parties  égales  par  la  ligne  des 
centres.  Du  reste,  la  construction  que  Ton  donne  en  géométrie 
élémentaire  nous  donne  immédiatement  en  appelant  2a 
l'angle  des  tangentes  communes  extérieures,  et  2^  l'angle 
des  tangentes  communes  intérieures, 

Si  l'un  des  sinus  était  supérieur  à  i,  l'angle  correspondant 
serait  imaginaire. 

2.  Angle  de  la  corde  com- 
mune avec  chacun  des  cercles. 
—  Les  angles  que  la  corde 
commune  fait  avec  les  cer- 
cles  sont  respectivement 
égaux  aux  angles  en  Oi  et  0, 
du  triangle  O^AO,.  On  a 
sin  0,  sin  A 


sin  0| 


sin  A 


r.  0,0,   '         r,  0,0, 

Or,  dans  le  triangle  O^AO,,  on  a,  en  posant 

»'!  +  r,  +  8  =  2p 
I 


sin  A  = 


r.r 


Vp  (P  —  rt)  (p  —  fa)  (p  —  8). 


l' t 


Donc  sinO,  = r-  y/p  (p  —  r,)  (p  —  r,)  (p  —  8), 


I 


sin  0,  = r-  v^p  (p  —  Tj)  (p  —  r,)  (p  —  8). 


r,  8 


3.  Longueur  de  la  tangente  menée  du  centre  de  similitude  à 
run  des  cercles.  —  Si  nous  considérons  d'abord  la  tangente 
menée  par  le  centra  je  similitude  extérieur,  on  a 

tJ'j.  \V  -  (r,  -  r,)« 


r,  —  r, 


de  même 


—  294  — 

ST,   _  Va*  —  (r.  —  r,)' 


rt  —  r^ 


Il  est  facile  d'en  déduire  que 

ST,  X  ST.  =  MO,»  (34). 
On  aura  de  m6me 

ST,   ^  V8>  -  (r,  +  r,)« .    ST,    ^  v^8«- (r,  +  r,)«^ 

et  l'on  en  tire        ST^  X  ST.  =  —  M0,«. 

4.  Langueur  de  la  portion  de  tangente  commune  extérieure 

comprise  entre  les  deux  tangentes  communes  intérieures.  —  On 

sait  que,  si  Ton  considère  le  triangle  MS'N,  et  les  deox 

cercles  ex-inscrits  touchant  le  côté  MN  en  T^  et  T,,  on  a 

T  J,  =  MS'  +  S'N. 

Mais  d'autre  part   T|M  =  T'iM;    T,lSr=T',N. 

Donc  on  en 

déduit  ce  théo- 
rème :  La  por- 
tion de  tangente 
commune  exté- 
rieure comprise 
entre  les  deux 
tangentes  coo^ 

munes  intérieures  est  égale  à  la  tangente  commune  intérieure. 
On  verrait  de  même  que  la  portion  de  tangente  commune  inté- 
rieure comprise  entre  les  tangentes  communes  extérieures  est 
égale  à  la  tangente  commune  extérieure. 

Si  nous  Youlons  calculer  cette  valeur  en  fonction  des  rayons 
et  de  l'angle  des  deux  cercles,  nous  avons 

STi  +  ST,  =  T'^T;  =  V8«  —  (ri  +  r,)«, 
or,  on  a  (27)        —  ^  —   ^*    ^  '^^ 


d'oh 


cos  A  = 
cos* = 


2r,  r- 


Par  suite 

On  trouverait  de  même 


T'j;*  =  — 4r,  r,  ces»  A. 


TJ,*  =  4ri  r,  sin* 


A 


(il  suivre.) 
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NOTE  SUR  LA  DIVISION  ARITHMÉTIQUE 


Soit  à  diviser  un  nombre  A  entier  par  un  autre  B  et  sup- 
posons que  le  quotient  soit  inférieur  à  lo.  Désignons  par  Q 
le  quotient  composé  d'un  chiffre  et  par  R  le  reste  moindre 
que  B.  Nous  avons,  par  définition' de  la  division 

A  =  BQ  +  R 
d'oîi  Ton  voit  que        R  =  A  —  BQ. 

On  sait  comment  on  obtient  rapidement  R  en  multipliant 
le  diviseur  par  le  chiffre  Q  et  en  effectuant  la  soustraction. 

On  peut  encore  abréger  cette  opération  en  se  servant  du 
complément  du  diviseur.  Soit  lo™  la  première  puissance 
de  lo  supérieure  à  B  et  posons 

B'  =  lo"»  —  B 
d'où  B  =  lo™  —  B' 

nous  en  conclurons  R  =  A  —  io"Q  +  B'Q 
ou  R  +  io"Q  =  A  +  B'Q 

Donc  :  En  multipliant  le  complément  du  diviseur  par  le  chiffre 
du  quotient  et  en  rajoutant  au  dividende,  on  obtiendra  d'abord 
le  reste  et  à  sa  gauche  le  chiffre  du  quotient^  ce  qui  servira  de 
contrôle  à  l'opération. 

Rebiarque.  —  Nous  disons  que  le  chiffre  du  quotient  se 
trouvera  à  la  gauche  du  reste,  cela  tient  à  ce  que  R  est 
moindre  que  B  et  à  fortiori  que  lo™. 

Corollaire.  —  De  là  résulte  un  moyen  de  faire  la 
division  dans  le  cas  général,  plus  simplement  que  par  le 
procédé  habituel,  car  les  soustractions  se  trouvent  remplacées 
par  des  additions.  Voici  un  tableau  de  calcul. 


5  6  7  8.4  5  4  3  2 
3.0  04445 
2.0  6  8  g  4 


1878 


.... 


8122  =  B' 


302.367 


52 


Q  =  302.367        R  =  206 


\ 


—  296  — 

Remarque.  —  Le  complément  du  diviseur  se^rend  à  vue 
eu  prenant  le  complément  à  9  de  chaque  chiffre  et  le  com- 
plément à  10  du  dernier  chiffre  significatif  à  droite. 

Chaque  division  partielle  se  fait  comme  à  l'ordinaire  et 
l'on  vérifie  mentalement  chaque  chiffre  du  quotient  en 
divisant  le  dividende  par  ce  chiffre;  on  doit  trouver  un 
quotient  au  moins  égal  au  diviseur. 

Celta  mélhode,  pour  faire  la  dirision,  nous  a  été  communiquée  par 
M.  Lemonnier,  professeur  de  mathémathiqnes  spéciales  au  Lycée  Henri  IV  ; 
il  la  tenait  lui-même  de  l'un  de  ses  premiers  proresseurs.  J.  B. 


ETUDE 

SUR 

LES  UGNES  FÉGALE  TEINTE  ET  LE  UVIS  A  TEINTES  PUTES 

Par  M.  CoUUoB. 


Déliiiitioiui  et  Règles  générales. 

Le  lavis  peut  être  défini  de  la  manière  suivante  : 

«  L'art  d'exprimer  sur  un  plan,  à  l'aide  de  teintes  dégra- 
dées provenant  d'une  couleur  unique,  la  sensation  que  pro- 
duit sur  un  observateur  la  vue  d'un  objet  dont  la  forme,  la 
position,  la  nature  de  surface  et  le  mode  d'éclairage  sont 
déterminés.  » 

On  voit,  par  ce  seul  énoncé,  que  l'art  du  lavis  comporte 
deux  opérations  successives  : 

1^  Figurer  au  trait  la  silhouette  des  objets  à  représenter 
et  les  limites  des  ombres  ; 

2®  Modeler  les  formes  par  l'application  judicieuse  de 
teintes  d'encre  de  Chine,  l'encre  de  Chine  étant  la  couleur 
dont  l'emploi  nous  a  paru  le  plus  rationnel. 

La  première  opération  se  fait  d'une  manière  tout  à  fait 
exacte,  par  les  méthodes  de  la  géométrie  descriptive. 

Au  contraire,  le  dessinateur  n'a  plus,  aucun  guide  aussitôt 
qu'il  a  pris  le  pinceau  ;  c'est  au  sentiment  qu'il  place  ses 
teintes  et  qu'il  en  gradue  l'intensité  ;  le  modelé,  c'est-à-dire 
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le  relief  traduit  par  les  variations  de  Téclat  lumineux,  est 
livré  à  l'arbitraire  ;  mettez  entre  les  mains  de  deux  dessi* 
naleurs  les  tracés  d'un  même  objet,  ils  vous  rendront,  le 
plus  souvent,  deux  lavis  fort  différents  entre  eux  et  qui  ne 
produiront,  peut-être,  ni  l'un  ni  l'autre,  l'impression  exacte 
du  relief. 

11  y  a  pourtant  une  complète  analogie  entre  les  deux 
termes  du  problème.  S'il  est  vrai  que  la  projection  d'un 
objet  soit  la  résultante  mathématique  de  sa  forme  et  de 
sa  position  par  rapport  au  point  de  vue  et  au  plan  de  pro- 
jection, il  n'est  pas  moins  vrai  qu'étant  définis  le  mode 
d'éclairage  et  la  nature  de  la  surface  éclairée,  l'éclat  lumi- 
neux, en  chaque  point,  c'est-à-dire  le  modelé,  est  la  consé- 
quence mathématique  de  ces  données. 

La  solution  du  problème  est  donc  certaine,  mais  elle  n'en 
est  pas  moins  difficile;  la  question,  en  tant  que  problème 
scientifique,  est  encore  presque  neuve,  quoiqu'elle  ait  donné 
lieu  à  un  grand  nombre  de  tentatives,  et  que  des  savants 
s'en  soient  occupés  sérieusement  et  aient  même  obtenu  des 
résultats  fort  intéressants  ;  citons  en  première  ligne  l'illus- 
tre Léonard  de  Vinci,  à  la  fois  grand  peintre  et  grand  physi- 
cien; puis  Bouguer,  Monge,  fondateur  de  la  géométrie 
descriptive,  et  ses  élèves;  de  nos  jours,  Chevreul,  Brisson, 
Jamin,  etc. 

On  est  obligé  de  reconnaître  que,  prise  dans  toute  sa 
généralité,  la  question  est  extrêmement  compliquée,  le 
degré  de  poli  de  la  surface,  son  pouvoir  réflecteur  et  absor- 
bant, l'intensité  des  diverses  lumières,  des  reflets,  le  milieu 
interposé,  etc.,  sont  des  éléments  difficiles  à  définir  et  à 
calculer,  et  qui  tous  ont  une  influence  considérable  sur  le 
résultat.  Le  problème,  même  en  le  supposant  complètement 
résolu  pour  un  cas  particulier,  comporterait  pour  tout  autre 
cas  une  solution  différente. 

Telle  est  la  raison  nne  l'on  a  quelqtiefois  aWèguèe  pour 
dénier  toute  râleur  ^   ^  recherches  de  celte  t\«A»>3^^^* 

Il  ne  nous  paran  ^^  qu'il  faille  s'arrèlei'  ^  ^^^^^  ^^i^^" 
tion,  car  on  J  W  ])^^  ^^ec  la  même  force  ^  ^^^^^  ^^""-^ 
de  recherche  5ciç\^i^        et  en  parUc^^.^    ^Y^^feoTû^xio 


\^' 
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descriptive,  dans  laquelle  on  suppose  réalisées  des  condi- 
tions idéales  qui  ne  se  rencontrent  jamais  dans  la  nature; 
et,  cependant,  qui  songe  à  nier  Futilité  de  la  géométrie 
descriptive  ? 

Définir  nettement  des  données  simples,  accessibles  au 
calcul  et  se  rapprochant  des  données  naturelles,  c'est  ainsi 
qu'il  faut  poser  le  problème. 

La  solution  théorique  obtenue  de  cette  façon  servira  de 
guide  pour  la  solution  approchée  dans  chaque  cas  parli- 
culier.  .(il  suivre.) 


NOTE  D'ARITHMETIQUE. 


Les  questions  relatives  au  calcul  par  approximation  pren- 
nent dans  les  examens  pour  les  écoles  spéciales,  une  impor- 
tance qui  grandit  chaque  année.  Les  bons  traités  sur  les 
approximations  ne  manquent  pas,  et  par  suite  nous  n'avons 
pas  l'intention  ici  de  reprendre  la  théorie  des  erreurs  abso- 
lues ou  relatives  ;  mais  ce  qui  fait  souvent  défaut,  à  côté 
de  ces  bonnes  études  théoriques,  c'est  l'indication  de  la 
marche  à  suivre  pour  appliquer  à  des  exemples  réels  les 
connaissances  que  l'on  peut  avoir  acquises.  Nous  croyons  donc 
être  utile  à  nos  lecteurs,  en  leur  donnant,  sur  quelques-uns  des 
exemples  proposés  aux  examens  oraux  de  Técole  Saint-Cvr, 
dans  ces  dernières  années*  une  idée  rapide  de  la  solution 
de  ce  genre  de  questions. 

1.  On  donne  le  nombre  64732,78.  Sur  combien  de  chiffres  peut- 
on  compter  à  la  racine  carrée  de  ce  nombre? 

Nous  calculerons  la  limite  de  l'erreur  absolue  de  la  racine 
carrée,  en  remarquant  que,  A!  étant  un  nombre  approché^ 
dont  la  valeur  exacte  est  À,  on  a  identiquement 
(}/X  —  yX'X/Â  +  /Â^  =  A  —  A'.  Par  suite,  on  a 

_        ,--        A  —  À' 

Donc  :  la  limite  de  l'erreur  absolue  de  la  racine  carrée  est 
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l'erreur  absolue  du  nombre  divisée  par  le  double  de  la 
racine  carrée  du  nombre  approché.  On  aura  une  valeur 
supérieure  de  cette  limite,  en  remplaçant  le  nombre  appro- 
ché par  le  nombre  formé  en  prenant  le  plus  grand  carré 
contenu  dans  la  première  tranche  à  gauche,  et  remplaçant 
les  autres  chiffres  par  des  zéros.  On  aura  donc  ici 

_0,0I_ 
2  X  200 

Donc         e  <  

40000 

L'erreur  absolue  est  moindre  qu'un  quarante-millième, 
et,  par  suite,  on  peut  compter  sur  les  quatre  premiers  chiffres 
décimaux;  il  y  a  trois  chiffres  à  la  partie  entière;  donc,  on 
pourra  compter  sur  sept  chiffres  à  la  racine. 

Si  la  première  tranche  à  gauche  eût  compté  deux  chiffres, 
il  aurait  pu  se  présenter  deux  cas;  ou  bien  cette  tranche 
est  inférieure  à  25  ;  alors  on  ne  peut  compter  que  sur  autant 
de  chiffres  moins  un  qu'il  y  en  a  au  nombre  donné;  ou 
bien  elle  est  supérieure  à  25 ,  on  peut  alors  compter  sur 
autant  de  chiffres  à  la  racine  qu'il  y  en  a  au  nombre  donné. 
Dans  aucun  cas  on  ne  peut  compter  sur  plus  de  chiffres  à 
la  racine  qu'il  n'y  en  a  au  nombre. 

2.  On  veut  calculer  le  cube  de  tz  à  un  centième  près.  Combien 
faut-il  prendre  de  chiffres  exacts  à  %? 

Le  cube  de  w  est  inférieur  à  40;  mais  supérieur  à  20;  il 
est   facile   de   s'en   apercevoir  en   faisant  le  cube  de  x  en 
prenant  un,  ou  deux  chiffres  décimaux.  Donc,  l'erreur  rela- 
tive du  cube  de  tz  sera  certainement  moindre  que  — — —-^ 
Il  suffit  donc  que    l'erreur  relative  de  tc   soil  inférieure  ^ 
-^ — — T-  ;  comme  6  est  supérieur  au  premier  cViiSt^^  ^^e  t. 
il  en  résulte  que,  p^^^^  être  sur  d'avoir  une  e^^^^^  \^\^'^'^^^ 
inférieure  à  -r-L        j]  faudra  pr^ndt^  .^^tire.  c5^^^^^^  ^^^^" 
maux  an  nombre  ,.ae,er  B«.  c,iv  V,e    'fîl^^^'^- 
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i8 


3.  Calculer  à  0,0 1  Vexpression  —         . 

Le  numérateur  de  cette  expression  est  exact,  et  le  déno- 
minateur peut  être  pris  avec  telle  approximation  que  Ton 
voudra.- Ce  que  Ton  cherche  précisément,  c'est  à  ne  calculer 
ce  dénominateur  qu'avec  l'approximation  nécessaire.  Or,  le 
dénominateur  seul  étant  approché,  Terreur  relative  du  quo- 
tient sera  à  peu  près  égale  à  Terreur  relative  du  facteur 
approché.  De  plus  le  dénominateur  étant  supérieur  à  2,4,  le 
premier  chiffre  du  quotient  sera  7  ;  donc  Terreur  relative  du 

quotient  sera  inférieure  à  .  Il  faudra   donc   calculer 

^  700 

le  dénominateur  de  telle  façon  que  son  erreur  relative  soit 

moindre   que  ,  et  pour  cela  il   faudra    calculer  v  2 

^        700 

avec  trois  chiffres  décimaux  exacts. 

4.  Cet  exemple  nous  amène  à  traiter  la  question  sui- 
vante, qui  peut  présenter  au  point  de  vue  théorique 
un  certain  intérêt  :  Lorsque  le  dénominateur  dune  fraction 
est  seul  approché^  Verreur  relative  du  quotient  est-elle  plus  grande 
ou  plus  petite  que  Verreur  relative  du  dénominateur  ? 

Nous  allons,  pour  résoudre  cette  question  considérer  deoi 
cas  :  supposons  d'abord  le  dénominateur  approché  par 
défaut.  Alors  le  quotient  est  approché   par  excès.  Soient 

et  — =—  les  valeurs  approchées  et  exactes  du  quotient 


6  —  P  b 

L'erreur  absolue  commise  sera 

a  a  a^ 


6  —  p  6  6(6  —  p) 

L'erreur  relative  sera  le  quotient  de  cette  quantité  par 

— r- ,  c'est-à-dire     .    ^  .  On  verrait  de  même  que,  si  le 
6      .  6  —  p 

dénominateur  eût  été  connu  par  excès,  Terreur  relative  du 

quotient  eût  été        JT       .  Donc,  dans  tous  les  cas.  Terreur 

relative  du  quotient  est  égale  au  rapport  de  l'erreur  absolu? 
du  facteur  inexact  à  sa  valeur  approchée.  —  En  comparant 
ce  résultat  à  Terreur  relative  du  diviseur,  on  voit  que  Ter- 
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reur  du  quotient  sera  supérieure  ou  inférieure  à  Terreur 
relative  du  diviseur,  suivant  que  celui-ci  sera  connu  par 
défaut,  ou  par  excès. 

5.  Le  rayon  exact  d'un  cercle  est  4,325.  Calculer  sa  surface 
à  un  centimètre  carré  près. 

La  meilleure  manière  de  résoudre  cette  question  est  de 
calculer  d'abord  le  carré  du  rayon  ;  puis,  par  la  méthode  de 
la  multiplication  abrégée,  de  déterminer  la  surface  au  degré 
d'approximation  demandé. 

6.  On  donne  le  rayon  d'un  cercle  à  un  centimètre  près.  On 
demande  de  calculer  la  circonférence  avec  toute  l'approximation 
possible. 

En  disposant  la  multiplication  abrégée  comme  on  peut 
la  faire,  en  plaçant  le  chiffre  des  unités  du  multiplicateur 
sous  le  chiffre  qui  indique  des  unités  dix  fois  plus  petites 
que  l'approximation,  on  voit  que  si  Ton  veut  ne  perdre 
aucun  chiffre  du  multiplicande,  on  peut  compter  seulement 
sur  les  dixièmes  au  produit. 

7.  Une  circonférence  de  cercle  vaut  6o  mètres.  Calculer  le 
rayon  à  o,ooi. 

En  cherchant  la  partie  entière  du  quotient  on  trouve  que 
cette  partie  entière  est  g. 

Donc,   Terreur  relative    du    quotient  sera    moindre    que 
I 

•  Par  suite,  il  faudra  que  Terreur  relative  du  divi- 
seur ne  dépasse  pas  cette  valeur.  Il  en  résulte  que  Terreur 

absolue  du  diviseur  ne  devra  pas  être  supérieure  à    ^ 

.  3ooo 

Donc,  il  faudra  que  Ton  prenne  quatre  chiffres  décimaux 
au  diviseur. 

8.  Calculer  à  o,ooi  le  rayon  du  cercle  dans  lequel  le  segment 
de  go''  est  égal  à  un  mètre  cairé. 

Le  segment  corr^o^nà^inlèL  go^  dans  un  cercle  de  rayon 

R  a  pour  exprès»;         "^^^  —  —  ou  -^  (ic  —  2).  Donc 
^^  aura,  dans  ]>      "*      ^  q^i  nous  occupe, 
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Or,  comme est  supérieur  à  i»  mais  inférieur  à  4. 

«  —  2 

la  parlie  entière  est  i ,  et  par  suite,  Terreur  relatiYC  com- 
mise sur  R  sera  '^—  .  Donc,   Terreur   commise   sar  le 

1000 

carré,  ou  sur  la  quantité  sous  le  radical,  devra  être  double 
de  la  précédente,  c'est-à-dire  que  sa  limite  supérieure  sera 

.  Il  en  résulte  que  Terreur  relative  commise  sur  x  —  2 

5oo 

devra  être  inférieure  à  cette  dernière  valeur,  et  comme  la 
partie  entière  de  cette  différence  est  moindre  que  5,  il  faudra 
avoir  trois  chiffres  décimaux  au  diviseur. 

9.  Calculer  à  0,001  le  rayon  du  cercle  dans  lequel  le  segment 
dont  la  corde  est  le  rayon  est  égal  à  un  mètre  carré. 

En  cherchant,  comme  dans  Texemple  précédent,  l'expres- 
sion  générale  de  ce    segment,  nous  le   trouvons    égal   à 

(21c  —  3  J"3T.  Donc  on  aura  ici  à  trouver,  à  un  milli- 

12 

mètre  près,  la  valeur  de  Texpression 


v/- 


12 


21c  —  3  >/r  ' 

Nous  remarquerons  que,  si  nous  effectuons  avec  une 
décimale  la  racine  carrée  de  27,  nous  trouvons  à  peu  près 
10  pour  le  quotient;  donc  sa  racine  carrée  sera  environ  3. 
Par  suite,  Terreur  relative  du  rayon  devant  être  inférieure 

à     n  >  Terreur  relative  du  carré  devra  être  inférieure 

3  000 

à  — ' .  Nous  pourrons  affirmer  que  cette  condition  esl 

remplie  si  nous  calculons  3  yfT  avec  quatre  chiffres  déci- 
maux. En  effet,  nous  pouvons  admettre  que  nous  savons 
déterminer  27c  avec  autant  de  décimales  que  nous  le  vou- 
drons, et  comme  la  différence  2%  —  3^/ T'est  égale  à  1,09..., 
si  nous  prenions  seulement  trois  chiffres  décimaux.  Terreur 

relative  ne  serait  pas  inférieure  à  — ;  nous  ne  pour- 

rions  donc  pas  affirmer  que  nous  avons  atteint  la  limite 
demandée. 
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10.  Calculera  o,ooi  la  valeur  de 

T  =  V  2  +  ^2  +  ^2  +  ^2. 

Pour  résoudre  cette  question,  nous  allons  commencer  par 
nous  occuper  de  la  dernière  racine,  et  prouver  qu'en  ex- 
trayant cette  dernière  racine  avec  trois  chiffres  décimaux, 
nous  sommes  sûrs  d'arriver  à  la  limite  indiquée.  En  effet, 
si  nous  prenons  l'expression  2  -f-  v/^T^sa  valeur  étant  supé- 
rieure à  3,  en  prenant  trois  chiffres  décimaux,  nous  aurons 

une  erreur  relative  moindre  que  -= .  Donc,  sa  racine 

^        3ooo 

aura  une  erreur  relative  moindre  que  -^ ,   et  comme 

^        6ooo 

son  premier  chiffre  est  un  i,  on  peut  compter  sur  trois 
chiffres  décimaux.  Donc,  l'opération  suivante  aura  la  même 
approximation  que  la  première,  et  ainsi  de  suite.  Par  suite, 
autant  nous  aurons  pris  de  chiffres  décimaux  à  la  première 
extraction  de  racine,  autant  nous  en  aurons  à  la  lin.  Donc, 
en  faisant  le  calcul  comme  nous  l'avons  indiqué,  nous 
sommes  bien  assurés  d'arriver  au  résultat  demandé. 


Nous  nous  contenterons  d'indiquer  ici  ces  exemples,  qui, 
comme  nous  l'avons  dit  en  commençant,  ont  été  donnés 
aux  examens  oraux  de  Saint-Cyr,  et  qui  permettront  aux 
élèves  de  voir  comment  on  peut  traiter  les  questions  d'ap- 
proximation qui  font  partie  des  programmes  de  mathéma- 
tiques élémentaires.  A.  M. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES  COMPLET 


FACULTÉ  DE  POITIERS 
[g^etfsion  d'avril  1878. 


sin  X 


Résoudre  1  équation        c^JL  —  -     . 

On  fait  tourner  uq  .  ^e  isoscèle  autour  de  sa  base,  quel  doit  être 

lo  rapport  de  ia  A'u(Q.^ii^^|^  liase  et  par  suite  le  deuLv-tiUgle  au  sommet 
|K)ur  que  Ja  sarfsee  ^,V^  ^  ^eadrée  soit  équivalente  ^  ceWo  de  la  sphère 
ayant  la  hase  du  Wq.  \.  0P»     diamèlrc. 


/ 
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Construire  un  rectangle  connaissant  le  demi-périmètre  et  la  sarbee. 

La  latitude  de  Poitiers  est  de  46*  34'  33"  quelle  sera  la  hauteur  méridieoTie 
du  soleil,  le  jour  où  cet  astre  aura  une  déclinaison  boréale  de  23"  2S;  en 
déduire  la  longueur  de  Tombre  méridienne  d'une  tige  verticale  de  i  mèire 
ce  jour^là. 

Étant  donné  un  demi-cercle  de  rayon  r,  trouver  la  longueur  de  la  cord« 
CD  parallèle  à  ÀB  et  telle  que  le  trapèze  ÀBCD  ait  un  périmètre  donné  ip: 
maximum  ou  minimum  de  p. 

15  JoUlet  1878. 

1"  Étant  donné  le  trinôme   ax^  +  hx  +  c, 
dans  lequel   on   suppose  5'  —  4^0  différent  de  zéro,  de  quelle  quantité 
faudrait-il  augmenter  également  les    trois  coefficients   a,  b^  c    pour  qu>3 
égalant  le  nouveau  trinôme  à  zéro,  l'équation  obtenue  ait  ses  racines  égaks* 

2*  La  latitude  de  Poitiers  est  46*  34'  55";  de  combien  se^t  accrue  dan^ 
celte  ville  l'ombre  méridienne  d'une  tige  verticale  de  2  mètres  du  {<*  ao 
20  juin,  sachant  que  la  déclinaison  du  soleil  était  22"  5'  à  la  l'*  date  et 
23*  2/  à  la  seconde? 

17  JniUet  1878. 

Quelle  est  la  nature  du  mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  indmi 
parfaitement  poli? 

Dans  un  plan  vertical  on  donne  un  cercle  dont  le  diamètre  AB  est  verticu 
et  une  corde  quelconque  ÀM,  faisant  un  angle  a  avec  AB;  quel  est  le  lenif;? 
employé  par  un  point  pesant  à  parcourir  la  corde  AM.  —  Que  peut-on  condurc 
du  résultat? 

À  quelle  distance  du  centre  d'une  sphère  se  trouve  le  sommet  d'un  côm 
circonscrit,  sachant  que  si  son  sommet  s'éloigne  du  centre  d'une  distance 
égale  à  la  1/2  du  rayon,  la  surface  de  la  calotte  sphérique  circonscrite 
augmentera  de  la  12*  partie  de  la  surface  sphérique?  —  Interprétation  ei 
vérification  du  résultat. 

18  JnlUet  1878. 

1*  Quelle  est  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre  l'expression  zr 
—  5a?  +  7,  quand  on  attribue  à  x  des  valeurs  réelles, 
2*  Sachant  que 

.    /     I      X  *     /  V         ï  "~  *cos  2a 

tg  (a  -I-  X]  tg    a  -  0?   = 

I   +  2C0S  2a 

calculer  sin  x. 

19  JuiUet  1878. 

D*un  point  M  pris  eitérieurement  dans  le  plan  d*une  ellipse  on  mène  ie> 
tangentes  MT,  MT'  respectivement  voulues  des  foyers  F,  F';  soient  de  piit 
G  le  point  symétrique  de  F  par  rapport  à  MT;  G'  le  symétrique  de  F  pir 
rapport  à  MT';  on  joint  FG'  et  F'G.  Démontrer  :  1*  l'égalité  des  tri- 
angles FMG',  F'MG;  2-  l'égale    inclinaison    de    MF,  MP  sur   MT,  MF; 

3*  faire  voir  que  si  les  tangentes  MT,  MT  sont  à  angle  droit  MF*  +  MF^  =r  y. 
fin  conclure  le  lieu  des  points  d'où  Ton  peut  mener  des  tangentes  rectan- 
gulaires à  l'ellipse. 
Résoudre  l'équation      7  sin  a;  +  6  cos  x  =  9. 
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22  Juillet  1878. 

Définition  des  progressions  géométriques.  —  Démontrer  que  si  la  raison 
est  plus  grande  que  i'unilé,  ies  termes  vont  en  croissant  au  delà  de  toute 
limite;  —  qu'arrive-t-il  si  la  raison  est  plus  petite  que  l'unité. 

Somme  des  termes.  —  Application  à  la  détermination  de  la  limite  d'un 
quotient  décimal  périodique. 

Etant  donnés  deux  cercles  dont  les  rayons  sont  Ret  R'  et  la  distance  des 
centres  D;  on  prend  un  point  M  sur  la  ligne  des  centres  et  de  ce  point  on 
mène  une  sécante  qai  coups  les  deux  circonférences;  quelle  doit  être  l'in- 
clinaison de  cette  sécante  sur  la  ligne  des  centres,  pour  que  les  cordes  inter- 
ceptées sur  cette  sécante  soient  égales. 

24  Juillet  1878. 

Dans  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB  on  inscrit  un  demi-hexagone 
régulier  ACDB,  et  on  circonscrit  le  demi-hexagone  régulier  ayant  ses  côtés 
parallèles  à  ceux  du  premier;  trouver  en  fonction  du  rayon  l'expression  du 
Tolume  engendré  par  l'aire  comprise  entre  les  deux  demi-polygones  tournant 
autour  de  AB. 

Condition  d'équilibre  ou  de  mouvement  uniforme  du  treuil  à  roue. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 
A  l'École  saint-cyr 

[Suite,  voir  page  249  et  279.)     " 


—  Mener  un  plan  parallèle  à  la  base  d'un  cylindre,  de  manière  qu'il  divise 
sa  surface  convexe  en  deux  parties  telles  que  la  base  du  cylindre  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  elles. 

—  Circonscrire  à  une  sphère  un  cône  droit  dont  la  surface  convexe  soit 
double  de  la  bas». 

—  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  dont  la  surface  convexe  soit  équi- 
valente à  celle  de  la  calotte  sphérique  qui  est  terminée  au  même  cercle. 

—  Couper  une  sphère  par  un  plan  tel  que  la  section  soit  équivalente  à 
la  différence  des  deux  zones  dans  lesquelles  le  plan  partage  la  surface  de 
la  sphère. 

—  Couper  une  sphère  par  un  plan  tel  que  l'aire  d'un  grand  cercle  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  zones  que  ce  plan  détermine. 

—  Couper  une  sphère  par  deux  plans  parallèles  et  également  éloignés  du 
centre  de  la  sphère,  de  manière  que  la  somme  des  aires  des  deux  sections 
soit  égale  à  l'aire  de  la  zone  comprise  entre  les  deux  plans. 

^  Soient  B,  6  les  deux  bases,  H  la  hauteur  d'un  tronc  tle  pyramide  à 
bases  parallèles;  couper  ce  tronc  par  un  plan  parallèle  aux  bases  en  deux 
parties  proportionnelles  à  fn  ettt. 

—  Inscrire  dans  un  triangle  un  rectangle,  tel  que,  en  le  faisant  tourner 
autour  du  côté  commun  ]  guvtàce  totale  du  cylindre  ait  une  valeur  donnée. 
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—  Parmi  tous  les  rectangles  qu'on  peut  inscrire  dans  un  triangle  donné, 
quel  est  celui  qui  est  le  plus  grand  ?  Quel  est  le  plus  grand  carré  inscrit 
dans  un  triangle? 

—  Parmi  tous  les  triangles  rectangles  de  même  périmètre,  ou  de  même 
surface,  quel  est  celui  dans  lequel  la  hauteur  abaissée  du  sommet  deTangie 
droit  est  un  maximum? 

—  Parmi  tous  les  triangles  rectangles  dont  la  somme  des  côtés  de  l'angle 
droit  est  constante,  quel  est  celui  dans  lequel  la  différence  entre  Thypoté- 
nuse  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  est  un  mi- 
nimum? 

—  Décomposer  un  nombre  en  deux  parties,  telles  que  la  scmme  des  quotients 
obtenus  en  divisant  chacune  de  ces  parties  par  l'autre  soit  un  minimum. 

—  Inscrire  dans  un  cône  droit  un  cylindre  dont  la  surface  laléiale  ou  U 
surface  totale  soit  maximum  ou  minimum. 

—  Calculer  le  rayon  du  segment  sphérique  maximum  parmi  les  segments 
sphériques  qui  sont  terminés  par  des  zones  de  surface  constante  à  une  base. 

—  Inscrire  dans  une  sphère  un  cylindre  dont  le  volume  soit  dans  ua 
rapport  donné  avec  celui  de  la  sphère.  Maximum  de  ce  rapport. 

—  Quel  est  le  plus  grand  triangle  isoscèle  que  l'on  puisse  inscrire  dans 
un  cercle. 

—  Maximum  de  l'aire  d'un  trapèze  isoscèle  dont  la  petite  base  a  et  la  lon- 
gueur commune  c  des  côtés  non  parallèles  restent  constantes. 

—  Inscrire  dans  un  cône  droit  un  cyliudre  de  volume  maximum. 

—  Inscrire  dans  une  sphère  un  cylindre  dont  la  surface  latérale  ou  totale 
soit  maxima. 

—  Maximum  du  volume  d'un  cône  dont  on  connaît  la  surface  totale. 

—  Maximum  du  volume  d'un  cône  dont  l'arête  est  donnée. 

—  Circonscrire  un  cône  minimum  à  une  sphère  donnée. 

—  Parmi  tous  les  cônes  inscrits  dans  une  sphère  donnée,  quel  est  eeloi 
dont  la  surface  latérale  est  un  maximum? 

—  Parmi  tous  les  triangles  ayant  même  base  et  même  angle  au  sommet, 
quel  est  le  maximum? 

—  Dans  la  plus  grande  base  d'un  tronc  de  cône,  on  considère  un  petit 
cercle  c  concentrique  à  cette  base  comme  la  plus  petite  base  d'un  nouvean 
tronc  de  cône  qui  aurait  pour  autre  base  la  base  supérieure  du  tronc  pri- 
mitif. Déterminer  c  de  façon  que  le  volume  de  ce  nouveau  tronc  de  cône 
soit  la  moitié  du  volume  du  tronc  de  cône  primitif. 

—  Étant  données  deux  tangentes  aux  extrémités  d'un  diamètre,  mener 
une  troisième  tangente  qui  détermine  avec  les  deux  premiers  et  le  djamè> 
tre  un  trapèze  de  périmètre  donné  et  de  surface  donnée. 

—  Étant  donnée  une  corde  AB  d'un  cercle,  trouver  sur  la  circonférence 
un  point  M,  tel  que  MA*  +  MB*  soit  égal  à  un  carré  donné. 

—  Étant  données  deux  parallèles  et  deux  points  A  et  B  sur  l'une  d'elles 
trouver  sur  l'autre  un  point  M  tel  que  MA'  +  MB*  =  K*. 

—  Inscrire  dans  un  cercle  un  triangle  isoscèle  connaissant  la  somme  de 
la  base  et  de  la  hauteur. 

—  Étant  données  deux  parallèles  en  deux  points  A  et  B  sur  l'une,  troo- 
ver  sur  l'autre  un  point  M  tel  que  MA  soit  double  de  MB. 

—  Inscrire  dans  un  demi-cercle  un  trapèze  de  périmètre  donné. 

—  On  donne  un  demi-cercle  AOB,  on  mène  par  le  point  A  une  corde  AD; 
dn  point  D  on  abaisse  DE  perpendiculaire  sur  AB  et  l'on  demande  qiiell<? 
serait  la  position  de  AD  pour  que  AD  =  EB. 
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—  On  donne  un  demi-cercle  AOB  et  on  propose  de  mener  une  corda  CD 
parallèle  à  la  base,  telle  que,  en  menant  AC,  la  différence  entre  CD'  et  AC 
soit  égale  à  un  carré  donné. 

—  On  donne  un  triangle  ABC.  Mener  une  parallèle  DE  à  la  base,  telle 
que  DE'  —  BD'  =  K'. 

—  Dans  un  triangle  isoscèle,  mener  une  parallèle  DE  à  la  base  BC  de 
telle  sorte  que  DE»  +  BD'  +  CE'  =  K'. 

—  Étant  donné  un  de  ml -cercle  ABC,  mener  une  corde  AC,  telle  que  en 
abaissant  CD  perpendiculaire  sur  le  diamètre  AB  et  en  faisant  tourner 
antour  de  AB  le  volume  du  cône  engendré  par  le  triangle  ACD  soit  maxi- 
mum. 

—  On  donne  un  point  P  dans  l'intérieur  d'un  triangle  rectangle  et  l'on 
demande  de  mener  par  ce  point  une  sécante,  telle  que  la  somme  des  seg- 
ments qu'elle  détache  sur  les  côtés  de  l'angle  droit  soit  donnée. 

~~  Mener  dans  une  circonférence  0  une  corde  AB  telle  que  la  surface  du 
triangle  AOB  soit  donnée. 

—  On  prend  un  point  P  sur  la  bissectrice  d'un  angle  droit  CAB;  mener 
par  le  point  P  une  droite  CB'  telle  que  PC  +  PB'  =  K'. 

—  Mener  dans  un  cercle  une  corde  CD  parallèle  au  diamètre  AB  de  telle 
sorte  que  CD  =  AC  +  BD. 

—  On  donne  un  quart  de  cercle  BOA;  par  le  point  B,  on  mène  une  tan- 
gente au  cercle;  on  prolonge  le  rayon  OA,  et  on  propose  de  mener  une 
tangente  DCE  telle  que  la  surface  du  trapèze  OBDE  soit  la  plus  petite 
possible. 

—  Étant  données  deux  droites  rectangulaires  et  deux  points  A  et  B  sur 
Tune  d'elles,  trouver  sur  l'autre  un  point  C  d'où  l'on  voie  le  segment  AB 
sous  un  augle  donné.  Maximum  de  cet  angle. 

—  Inscrire  dans  un  secteur  circulaire  un  rectangle  de  surface  donnée 
ayant  dâux  sommets  sur  Parc  qui  limite  le  secteur. 

—  Une  ligne  droite  MN  est  perpendiculaire  au  point  Ma  un  plan  P.  D'un 
point  A  de  ce  plan  on  voit  MN  sous  un  angle  a;  par  le  point  A,  on  mène 
dans  le  plan  une  droite  faisant  avec  AM  un  angle  (>)  et  l'on  prend  sur  cette 
droite  la  longueur  AB  =  a.  Du  point  B  on  voit  MN  sous  un  angle  ^  ;  cela 
posé,  on  demande  dB  calculer  la  longueur  de  MN  en  fonction  des  données 
a,  6,  (d,  a. 

—  Étant  données  deux  parallèles  AB.  CD,  et  deux  points  M  et  N  sur  la 
parallèle  équidistante,  on  demande  de  mener  par  le  point  M  une  droite 
telle  que  le  segment  compris  entre  AB  et  CD  soit  vu  de  N  sous  un  angle 
de  45*. 

—  Étant  données  deux  droites  AB,  CD  perpendiculaires  à  un  même  plan 
et  telles  que  AB  =  2CD;  par  le  point  A,  on  mène  dans  le  plan  une  droite 
AM  faisant  avec  AC  un  angle  a.  On  demande  de  déterminer  un  point  M  sur 
cette  droite  telle  que  les  angles  AMB,  CMD  soient  égaux. 

—  Étant  données  deux  droites  parallèles  AB,  CD,  un  point  P  dans  leur 
plan,  quelle  position  faut-il  donner  à  la  plus  courte  distance  outre  ce^  deux 
droites  pour  qu'elle  soit  vue  du  point  P  sous  un  ang\e  donnèl 

—  La  hauteur  d'un  cône  est  10  mètres,  le  rayon  de  \a  base  est  5  mëlres, 
trouver  à  quelle  distance  de  la  base  il  faut  m^ner  ^^  \A^^  ^;ita\Vfe\e  po\xt 
que  le  volume  du  tronc  de  cône  soit  20  inèlrfe»^  mhes.  .    ^ 

—  Une  sphère  étant  donnée,  on  la  coupe  rJi^^^  plaxv.^V  otv  «»V^^^T^ 
le  petit  segment  que  ]'«?  remplace  par  An  ^^  ^^  \  t  ^^  ^^^'^  ^'''^-  ?. 
demande  à%neJledf,>    S  être  Jlacru^^^^  i^^' Ve  ^^  ^^^'^  ^^^^  ^^" 


—  sos- 
ie eorps  composé  de  ce  eône  et  du  grand  sei^ment  ait  même  surface  qne  U 
sphère. 

—  Partager  par  un  plan  la  surface  d'une  sphère  en  deux  parties  qai  aient 
pour  moyenne  géométrique  le  tiers  du  cercle  qui  les  sépare. 

[â  suivre]. 


CONCOURS  GENERAUX 


CONCOURS  DE  1847 

Philosophie^ 

Un  triangle  PQR  étant  circonscrit  à  un  cercle,  on  forme  un  second 
triangle  ABC,  dont  les  sommets  A,  B,  C  sont  les  points  milieux  des  côtés 
du  premier.  Des  sommets  de  ce  second  triangle,  on  mène  au  cercle  les 
tangentes  Aa,  B6,  Ce,  qui  rencontrent  respectivement  en  a,  6,  c  les  coiés 
opposés  à  ces  sommets. 

On  demande  de  prouver  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 


CONCOURS  DE  1867 

Classe  da  troisième. 

1.  Ëlant  donnés  trois  points  A,  B,  C  en  ligne  droite,  on  fait  passer  par  A 
et  B  une  circonférence  de  cercle  et  l'on  joint  le  point  C  au  milieu  I  de 
l'arc  AB. 

On  demande  le  lieu  du  point  M  où  la  ligne  IC  vient  couper  la  circoo- 
férence. 

2.  Les  deux  cétésde  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  évalués  en  anciennes 
mesures  ont  été  trouvés  de  13  toises  et  de  11  toises,  4  pieds,  5  pouces. 

Exprimer  en  mesures  anciennes  et  nouvelles  l'hypoténuse  de  ce  triangle. 

Classe  de  seconde. 

Étant  donnés  un  cercle  et  un  diamètre  AB  de  ce  cercle,  trouver  le  lien 
géométrique  du  point  M,  tel  que  la  surface  du  triangle  MAB  soit  égale  A  h 
surface  du  carré  construit  sur  MT  menée  au  cercle  par  le  point  M  et  ter- 
minée au  point  de  contact  T.  (Voir  question  3i,  t.  I^,  p,  9€.) 

Classe  de  rhétorique. 

Étant  donnés  un  carré  ABCD  et  une  droite  Aî  menée  par  le  sommet  i 
dans  le  plan  tie  ce  carré,  on  demande  de  construire,  sur  le  côté  BC  comme 
base,  un  triangle  isoscèle  BCM,  de  telle  manière  que  ce  triangle  et  le  carré 
donné  engendrent  des  volumes  égaux  en  tournant  autour  de  la  droite  Al. 


-  309  — 

Philosophie. 

Étant  donné  un  quadrilatère  ABCD,  trouver  dans  Tintérieur  un  point  S, 
tel  que  si  on  le  joint  à  tous  les  sommets  les  aires  des  quatre  triangles  ainsi 
formés  soient  égales  deux  à  deux. 

ASB  =  CSD 

ASC  =  BSD 


PROBLEMES  DE  MECANIQUE 

DONNÉS   DANS   DES  CONCOURS   OU   EXAMENS 


On  fait  tourner,  &  l'aide  d'une  fronde,  une  pierre  du  poids  de  i  kilog. 
dans  un  cercle  de  i"5o,  de  rayon  ;  la  corde  de  cette  fronde  ne  peut  sup- 
porter qu'une  tension  maximum  de  60  kilog.  Cette  corde  se  rompt  au 
moment  où  la  pierre  atteint  le  point  C,  placé  de  façon  que  CB  =  CA,  AB 
étant  le  rayon  horizontal.  On  demande  la  hauteur  maximum  à  laquelle 
s'élèvera  la  pierre  et  l'amplitude  du  jet.  On  négligera  la  résistance  de  Valr. 

[Concours  académique  de  Bordeaxix^  1877.) 

Étant  donnés  deux  plans  inclinés  AB,  AC,  ayant  une  ^viiwVeMr  AD,  et  for- 
mant avec  le  plan  horizontal  BC  les  angles  AllD^  ABÏ>  «iompVémenultes  et 
dans  le  rapport  de  1  à  2  on  laisse  tomber  du  tMi  A-  ttimuVt^ikêment  \to\* 
corps,  l'un  suivant  AG    l'autre  suivant  AB,  ^t  \o  troi^'^^^^  ^^ûnmiW^  ^wU- 
cale  AD.  La  vitesse  inj,î«le  est  nulle,  on    rt^^,     \^S   t^V*'^^^**^  ^^  î^'^ 
donne  l'intensité  de  ij^^'^^aoteur  9.8088.    Oï?^^«^  %A^^  "^^  ^^  ^^XftmVuet 


t; 


Mathématiques  élémentaires.  i 

Dans  un  tétraèdre  SABC,  on  a  : 

SA  =  4 
BA  =  3 
AC  =  2 
de  plus  on  sait  que  les  angles  SAB,  SAC,  SCB  sont  droits  tous  les  trois. 
La  tétraèdre  est-il  déterminé  dans  toutes  ses  parties? 
Calculer  la  somme  des  trois  angles  BSC,  BSA,  CSA  qui  ont  tous  leui 
sommets  en  S. 

Étant  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle,  calculer  les  rayons  de 
quatre  cercles  qui  les  touchent  tous  trois  en  dedans  ou  en  dehors  du 
triangle  et  prouver  que  l'un  de  ces  rayons  égale  la  somme  des  deux  autres. 

Mathématiques  élémentcdres  (Départements). 

Une  droite  BC,  de  longueur  constante,  se  déplace  en  s'appuyant  constam- 
ment sur  deux  droites  fixes  AB,  AC,  situées  dans  un  même  plan. 

Les  différents  points  du  plan  étant  supposés  invariablement  liés  h  la 
droite  BC,  et  emportés  avec  elle  dans  son  mouvement,  on  demande:  quels 
sont  ceux  de  ces  points  qui  décriront  soit  une  ligne  droite  soit  une  circon- 
férence? 
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les  positions  L.  M,  P  des  trois  corps  après  une  chute  de  3  secondes.,  et  de 
calculer  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  LMP  que  Ton  obtient  en  joignant 
deux  à  deux  les  points  L,  M,  P  par  des  droites  ;  2*  de  démontrer  que  quel 
que  soit  le  temps  de  la  chute,  LMP  reste  toujours  semblable  à  lui-m^e, 
et  que  son  aire  est  proportionnelle  à  la  4*  puissance  du  temps. 

{Concours  académique  d'Aix^  f877.] 
On  donne  un  plan  incliné  da  hauteur  h  et  d'inclinaison  2,  et  l'on  pro- 
pose: 1*  de  déterminer  le  temps  qu'un  mobile  pesant  parti  sans  vitesse  du 
sommet  A,  met  à  parcourir  une  portion  GH=  5  da  plan,  le  point  G  étant 
à  une  disUmce  connue  a  du  sommet;  2*  de  déterminer  la  position  da 
point  G  de  telle  sorte  que  en  faisant  GH  =  A,  le  temps  employé  à  parcou- 
rir GH  pour  le  mobile  parti  du  point  A,  soit  le  même  que  le  temps  qa'an 
autre  mobile  mettrait  pour  tomber  librement  de  la  hauteur  h. 

(Diplômé  de  fin  d'études  enseignement  spécial,  Bordeaux  4S7i,] 

Trois  aiguilles  se  meuvent  uniformément  sur  le  cadran  d'une  horloge; 
la  première,  qui  indique  les  heures,  fait  le  tour  du  cadran  en  12  heores; 
la  deuxième  indique  les  minutes  et  fait  le  tour  du  cadran  en  une  heare; 
enOn  la  troisième,  qui  indique  les  secondes,  fait  le  même  tour  en  une  minute. 
On  demande  l'instant  précis  ou  l'une  quelconque  des  aiguilles  fera  le 
même  angle  avec  la  direction  des  deux  autres. 

(Concours  académique  Clermont  4876.) 

Deux  mobiles  pesants  sont  lancés  de  bas  en  haut  au  même  instant  avec 
les  vitesses  respectives  a  et  b.  On  demande  après  combien  de  temps  la 
somme  des  carrés  de  leurs  vitesses  aura  une  valeur  minima. 

[Baccalauréat  es  sciences^  avril  /^r.) 

Trois  forces  appliquées  en  un  même  point  libre  0  se  font  équilibre  et 
sont  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  les  droites  AO,  BO,  CO. 
Démontrer  :  1*  que  ces  forces  sont  proportionnelles  aux  côtés  du  triangle 
qui  seraient  respectivement  parallèl&t  ou  perpendiculaires  aux  lignes  AO, 
BO,  CO;  2"  que  le  point  0  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 

(Concours  académique,  Clermont,  4876,] 

Un  corps  lancé  sur  un  parquet  uni  et  horizontal  parcourt  en  glissant  i",8o 
et  s'arrête  k  cause  du  frottement.  Calculer  sa  vitesse  initiale,  en  supposant 
le  coefficient  de  frottement  de  o,25.  (Concours  général,  4875.) 

On  donne  un  plan  incliné  AB  de  longueur  I,  incliné  de  3o*  sur  l'horizoo. 
Un  corps  placé  en  B  tombe  en  vertu  de  son  propre  poids  et  en  même  temps 
un  mobile  parti  de  A  est  lancé  avec  une  vitesse  initiale  v».  En  quel  point 
les  deux  mobiles  se  rencontrent-ils?  Quelle  devrait  être  la  valeur  Vm  pour 
que  la  rencontre  eût  lieu  au  milieu  du  plan  ? 

(Concours  académique,  Paris,  4875,) 

Une  barre  homogène  ABC  dont  l'unité  de  longueur  pèse  a  kilogrammes 
et  dont  l'extrémité  À  est  fixe,  fait  un  angle  de  3o*  avec  l'horizon,  et  supporte 
en  un  point  B  de  sa  longueur  un  poids  P,  tandis  qu'une  force  Q,  agissant 
perpendiculairement  à  la  direction  de  la  barre,  à  l'extrémité  C,  est  destinée 
à  maintenir  l'équilibre.  Calculer  la  longueur  AG  de  la  barre.  —  Conditions 
de  possibilité  du  problème.  (On  ne  fera  pas  usage  de  la  trigonométrie.} 

(Concours  académique,  Montpellier,  4875.) 

On  demande  avec  quelle  vitesse  devrait  être  lancé  verticalement  un  boulet 
de  canon,  pour  qu'il  pût  s'élever  à  une  hauteur  de  400  mètres,  abstraction 
faite  de  la  résistance  de  l'air.  Quel  serait  l'intervalle  entre  le  départ  et  la 
chute.  (Concours  académique,  Clermont,  4874.) 
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Une  barre  homogène  s'appuie  par  ses  extrémités  sur  deux  plans  inclinés 
et  elle  est  perpendiculaire  à  leur   intersection,  qui  est  horizontale.  Déter- 
miner la  position  d'équilibre  et   les  pressions  exercée)  sur  les  deux  plan? 
Trouver  la  condition  que  doivent  remplir  les  plans:  1*  pour  que   la   barf 
soit  horizontale;  2*  pour  que  la  verticale  de  son  centre  de   gravité  tomb 
sur  l'intersection  des  deux  plans. 

—  Un  corps  M  pesant  18  kilog.  est  posé  sur  une  table  triangulaire  AB( 
supportée  par  trois  pieds  verticaux,  ûxés  à  ses  trois  sommets.  Le  point  M 
où  la  table  est  rencontrée  par  la  direction  du  poids  du  corps,  se  trouve  sur 
la  hauteur  AI  du  triangle  ABC.  On  sait  que  AM  =  o",375,  AI  =  o",855, 
AB  =  2'",5o2,  AC  =  i",243.  On  demande  les  pressions  supportées  par  chacun 
des  pieds  de  la  table.  (Concours  académique  de  Rennes,  487$.) 

—  On  pose  une  barre  AB,  droite  et  homogène,  d'un  poids  donné  P,  de 
manière  qu'elle  appuie  son  extrémité  B  contre  un  mur  vertical  BC  et  son 
extrémité  inférieure  A  sur  un  sol  horizontal.  Elle  est  d'ailleurs  dans  un 
plan  vertical  perpendiculaire  au  mur.  On  demande  1*  quel  est  l'angle  ai  le 
plus  grand  qu'elle  puisse  faire  avec  le  mur  sans  tomber,  connaissant  ses 
deux  coeflicients  de  frottement  et  f  par  rapport  au  sol  et  au  mur,  c'esl-À- 
dire  les  quolients  respectifs  des  résistances  F  et  F'  que  le  sol  et  le  mur 
opposent  au  glissement  de  la  barre  par  les  réactions  normales  correspon- 
dantes N  et  N'  du  sol  et  du  mur  ;  2<*  les  valeurs  de  ces  réactions  normales 
au  moment  où  l angle  a  atteint  sa  valeur  maximum;  3"  dans  Thypothèse 
de  f=f^  on  demande  quelle  relation  il  y  a  entre  l'angle  limite  a  et  l'angle 
commun  de  frottement.  [Thabourm). 


MÉLANGES 


HISTOIRE  DES  MATHÉMATIQUES 

Par  le  D'  Denrl  Mater,  de  ZUrieh,  traduite  par-M.  A.-G.  Melon. 

[Suite,  voir  page  281.) 


LA  SCIENCE  CHEZ  LES  GRECS 

Son  importation.  —  Ses  progrès  jusqu'à  la  fondation  d«  l'Ëoole 

d'Alexandrie. 

Toutefois,  d'après  les  récils  de  Proclus  et  quelques  pas- 
sages des  Collect,  Math,  de  Pappus,  nous   sa'vons  que  ce 
nouveau  moyen  (Je  démonstration  de  YècoVe  -çVaiVouWienne, 
était  usité  comme  le  procédé  synthéUqae  ^^*  aucveua  géo- 
mètres et  coiQQ,     celui  d'Euclide.  ^y,Ls  ^*^  "^''^'^''''iS^ 
aujourd'hui  en,/  ,-g  méthodes   au^A    \«    eV.  «î^^"^^^^^^?' 
dais  la  deu^^*^^  f^  «es  méthod^^^'^^^^V.  ^^^^^t'^!:, 
didactiques  .Se  f^^,^  ^Lé^^^»  %?^  ^c.^x.x.>.-^'^-^ 
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une  progression  convenable,  à  la  preuve  de  la  proposition 
à  démontrer;  dans  la  première,  on  croit  avoir  envisagé  la 
géométrie  dans  son  ensemble,  et,  par  des  réductions  à  opérer 
sur  les  vérités  fondamentales,  on  cherche  à  découvrir  de 
nouveaux  résultats. 

L'analyse  présente  sur  la  synthèse  ce  grand  avantage 
qu'elle  peut  être  employée  avec  le  plus  grand  succès  dans 
les  recherches  oîi  il  faut  creuser  profondément  le  sujet: 
elle  permet  d'aborder  les  questions  difficiles  et  complexes 
dont  on  peut  le  plus  souvent  extraire  de  nouvelles  propriétés; 
elle  porte  avec  elle  la  découverte  de  nouvelles  propositions 
qui  se  révèlent  d'elles-mêmes  sans  qu*on  ait  souvent  pn 
penser  à  leur  existence,  parce  qu'elles  n'ont  aucun  rapport 
immédiat  ou  même  rapproché  avec  le  sujet  traité.  —  En  ce 
qui  concerne  la  clarté,  la  méthode  synthétique  est  loin  de 
lui  être  inférieure. 

Les  anciens  connaissaient  aussi  un  autre  mode  de  démons- 
tration vraisemblablement  le  plus  ancien,  mais  aussi  le  plus 
imparfait  de  tous;  il  est  connu  sous  le  nom  de  ^  Réduction 
à  l'absurde  ».  Il  consiste  à  montrer  qu'une  hypothèse  étant 
prise  comme  point  de  départ,  si  l'on  est  conduit  à  quelque 
chose  d'absurde,  on  doit  considérer  les  autres  hypothèses 
comme  exactes.  Nous  trouvons  cette  méthode  très-souTeni 
employée  par  les  géomètres  qui  ont  précédé  et  aussi  par 
ceux  qui  ont  suivi  Platon. 

A  la  découverte  de  cette  nouvelle  méthode  analytique 
sont  intimement  liés  les  efforts  de  Platon  pour  définir, 
d'après  des  principes  scientifiquement  plus  exacts,  les 
notions  fondamentales  en  géométrie  ;  pour  édifier  l'ensemble 
des  mathématiques  d'après  des  procédés  plus  logiques  el 
plus  systématiques.  Jusqu'à  cette  époque  subsistent  des 
lacunes  importantes  dans  la  manière  de  formuler  les  défi- 
nitions et  de  disposer  méthodiquement  les  théorèmes  et  les 
problèmes.  C'est  seulement  à  dater  de  Platon  que  la  logique 
rigoureuse  dans  l'art  de  penser  commence  à  exercer  son 
influence  bienfaisante  en  développant  la  science  d'une  façon 
plus  suivie,  plus  logique.  C'est  avec  Euclide  que  ce  déve- 
loppement  atteint  son  point  culminant. 
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C'est  encore  à  Platon  qu'est  due  la  première  impulsion 
donnée  à  l'étude  et  à  un  développement  plus  complet  de  le 
stéréométrie  ;  celle-ci  était,  à  son  époque,  notablement  en 
arrière  des  autres  parties  des  mathématiques.  Les  théorèmes 
relatifs  au  cylindre,  à  la  pyramide  et  au  cône  étaient  très- 
peu  avancés  ;  les  Pythagoriciens  avaient  bien,  dans  une  cer- 
taine mesure,  considéré  les  corps  réguliers  et  les  sphères, 
mais  très-peu  au  point  de  vue  géométrique.  Or  c'est  princi- 
palement aux  recherches  sur  le  cône  que  nous  devons  la 
découverte  des  sections  coniques,  et  cette  découverte  fait  le 
plus  grand  honneur  à  l'école  platonicienne. 

Les  écrivains  de  l'antiquité  et  des  temps  modernes  sont 
unanimes  à  attribuer  cette  découverte  à  Menœchmey  élève  de 
Platon.  Selon  ProcliÂS  (Comm.  in  Eukl.)  EratosthènCy  ainsi  que 
GcminuSy  nommaient  Triades  Menœchmiques  (MevaixiAeioua  Tpti- 
Sa<j)  les  trois  courbes  provenant  de  l'intersection  d'un  cône  et 
d'un  plan.  Eutokiu^  noxxs  a  conservé  un  extrait  de  la  géométrie 
de  Geminus;  il  nous  montre  comment  Menœchme  concevait 
l'origine  de  ces  courbes  et  comment  il  les  définissait.  Les 
Grecs  avant  Appollonius  ne  connaissaient  que  le  cône  droit 
engendré  par  la  révolution  d'un  triangle  rectangle  autour  d'un 
côté  de  l'angle  droit,  et  ils  distinguaient  trois  sortes  de  ces 
cônes  :1e  cône  à  angle  aigu,  le  cônerectangleetlecôneàangle 
obtus,  selon  que  l'angle  au  sommet  générateur  est  inférieur, 
égal  ou  supérieur  à  45°.  Chacun  de  ces  cônes  ne  leur  fournissait 
qu'un  genre  de  sections  coniques  ;  car  dans  les  trois  cas,  ils  pla- 
çaient le  plan  de  la  section  perpendiculaire  à  la  ligne  généra- 
trice de  la  surface  latérale,  c'est-à-dire  à  l'hypoténuse.  Le 
cône  à  angle  aigu  leur  donnait  l'ellipse  ;  le  cône  rectangle, 
la  parabole  ;  le  cône  à  angle  obtus,  l'hyperbole.  Mais  jusqu'à 
Apolloniiis,  on  ne  connaissait  pas  encore  les  noms;  on  nom- 
mait les  sections  coniques  d'après  leur  origine  :  la  section 
du  cône  aigu  «  i^  tou  iÇuYtovtou  xu)vcu  tojjlt;  »  —  la  section  du 
cône  rectangle  a  -Jj  tou  6p0o*f(i)v(ou  xcijvou  TO|jLt]  »  —  et  la  section 
du  cône  obtus  a  tj  tou  ajA^Xu^ioviou  xwvou  toiay)  »,  —  c'est-à-dire 
la  section  du  cône  aigu,  rectangle  ou  obtus. 

Archimède  lui-mém^  dans  les  écrits  duquel  on  a  trouvé 
déjà  du  reste  le  jj>  .    d'c^^^P^®»  rapportait  encore  à  trois 
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cônes  Torigine  de  ces  sections;  c'était  à  c€  grand  géomètre 
qu'il  était  réservé  de  montrer  pour  la  première  fois,  que  le? 
trois  sections  peuvent  s'obtenir  sur  le  même  côno,  en  oricn 
tant  convenablement  le  plan  sécant  par  rapport  à  la  géné- 
ratrice. 

Nous  en  resterons  là  au  sujet  de  cette  définition  d»:^ 
sections  coniques  par  Menœchme.  Jusqu'à  quel  point  ce 
mathématicien  s'est-il  avancé  dans  l'étude  et  la  découverte 
des  propriétés  de  ces  sections?  La  question  est  difficile  a 
décider.  Cependant  nous  apprenons  par  le  témoignage  d'Ap- 
polonius,  que  les  quatre  premiers  livres  des  sections  coniques 
de  Menœchme  contiennent  à  peu  près  ce  qui  était  déjà  connu 
avant  lui.  Mais  les  deux  solutions  remarquables  du  pr)- 
blème  de  la  duplication  du  cube  qui  ont  été  trouvées  pa: 
Menœchme  et  qui  nous  ont  été  conservées  par  Eulokm 
{Comm.  in  lib.  II  Archimedisde  sphaer.  et  cyL),  nous  éclaireni 
et  nous  fournissent  de  plus   amples   renseignements. 

Hippocratey  nous  le  savons,  avait  ramené  ce  jiroblème  à 
la  découverte  de  deux  lignes  moyennes  proportionnelles 
entre  deux  droites  données.  Menœchme  résolut  la  questioa 
de  deux  manières  à  l'aide  des  sections  coniques.  Dans  îe 
premier  procédé,  il  employait  deux  paraboles  ;  et  dans  le 
second,  une  parabole  et  une  hyperbole.  Nous  reproduisons 
la  première  solution  d'après  Eutokius, 

Soient  BF  et  BG  (figure  ci-contre)  les  droites  données, 
portées  sur  deux  axes  rectangulaires.  En  prenant   BD  pour 

j  axe  et  BG  pour  para- 

J^  mètre,  décrivons  une 

parabole.  De  même 
avec  BA  pour  axe 
et  BF  pour  paramè- 
tre,  décrivons  une 
_  seconde  parabole. 
Ces  deux  courbes  se 
coupent  en  G.  Menons  les  droites  CA  et  CD  parallèles  aux 
axes.  D'après  la  propriété  de  la  parabole  : 

BF  :  AC  =  AC  :  AB, 
et  de  même  :  BG  ;  CD  =  CD  ;  BD. 
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Il  en  résulte  (car  AC  =  BD  et  AB  =  CD)  la  proportion 
continue  :      BF  :  AG  =  AC  :  CD  =  CD  ;  BG, 
c'est-à-dire  que  AG  et  GD  sont  les  deux  lignes  cherchées, 
moyennes  proportionnelles  entre  BF  et  BG. 

L'autre  solution  repose  sur  cette  même  propriété  de  la 
parabole,  et  sur  celle  de  Thyperbole,  d'après  laquelle  le 
rectangle  ou  le  parallélogramme  formé  par  les  asymptotes 
et  les  parallèles  menées  d'un  point  quelconque  de  l'hyperbole 
aux  asymptotes,  est  constant. 

Ces  solutions  de  Menœchme  supposaient  déjà  une  connais- 
sance assez  approfondie  des  propriétés  des  sections  coniques. 
La  seconde  solution  nous  montre  que  Menœchme  connaissait 
déjà  les  asymptotes  de  l'hyperbole.  Mais  nous  ne  trouvons 
aucune  trace  de  foyer  et  de  tangentes.  £ra(os/Adne  remarque, 
en  un  endroit,  que  Menœchme  s'est  servi  d'instruments  pour 
la  construction  de  ses  courbes;  mais  il  ne  dit  pas  quelle 
était  la  forme  de  ces  instruments. 

Platon,  du  reste,  avait  déjà  résolu,  avant  Menœchme,  le 
problème  de  deux  lignes  moyennes  proportionnelles,  à  l'aide 
d'un  instrument  composé  de  deux  règles  droites  qui  pou- 
vaient être  déplacées  parallèlement  l'une  à  l'autre  entre  les 
coulisses  de  deux  autres  règles  perpendiculaires  aux  pre- 
mières. La  solution  consistait  alors  à  employer  deux  fois 
cette  proposition,  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet 
de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  sur  l'hypoténuse,  est 
la  moyenne  proportionnelle  entre  les  segments  de  l'hypoté- 
nuse. Nous  aurons  plus  loin  l'occasion  de  parler  de  quelques 
autres  solutions,  non  moins  intéressantes,  de  ce  problème. 

Dinoslrate,  connu  par  sa  solution  de  la  quadrature  du  cer- 
cle au  moyen  de  la  quadratrice  découverte  par  ffîppias  en  vue 
de  la  section  de  l'angle,  était  frère  de  ilfenoec/vme  el  èl^ve  de 
Platon.  Pappus{ColL  Math.  Lib.  IV)  nous  donne  Va  ÇjoVvxVvouâLe 
Dinostrate,  Voici  en  quoi  elle  consiste  : 

Dans  la  quadratrice  dont  nous  avons  d^v^  g^oT^^^^^  ^^'^^" 
truction  (1),  on  a  : 

BBû  ;  AD  =  AD  :    ^^ 


(1)  Mai  1878,  pa^  i3g^       ^^^5  reproduisons  i 


'^^t®' 
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d'où,  pour  le  quadrant  circulaire  BED  : 

AD» 


BED  = 


ÂG" 


La  quadrature  du  cercle  serait  donc  possible,  si  le  point 

G  de  la  quadratrice  pouvait  ètn 
déterminé  géométriquement  avec 
exactitude.  La  proposition  précé- 
dente repose  sur  cette  conclusion: 
plus  le  diamètre  AE  se  rapprock 
de  la  position  AD,  plus  le  rapport 
ED  :  FI  se  rapproche  du  rapfor 
AD  :  AG. 

Platon  était  l'ami  du  pythagori- 
cien Archytas  de  Tarente.  Diogèm 
Laerte  (Lib.  VIII)  dit  de  lui  qu'il  a  le  premier  appliqué 
les  principes  fondamentaux  de  la  géométrie  à  l'élude  de 
la  mécanique  et  qu'il  a  de  même  appliqué  la  mécaniqne 
à  la  construction  de  figures  géométriques.  Il  aurait  trouve 
de  cette  manière,  par  la  section  du  demi-cylindre,  deux 
moyennes  p**oportionnelles  pour  la  duplication  du  cube;  il 
aurait  été  aussi  le  premier  conduit  au  cube  par  des  consi- 
dérations géométriques  :  «  xai  feioiuTpta  iwpÛTOç  xu^v  »jp£v.  » 
Que  doivent  entendre  le  savants  par  cette  dernière  indica- 
tion? Pour  la  plupart  elle  n'est  pas  claire.  Bretschneider  en 
arriva  même  à  supposer  qu'elle  contient  une  allusion  ac 
cube  (dé)  à  jouer,  ou  bien  que  c'est  par  plaisanterie  qne 
Diogène  Laerte  fait  allusion  au  cube.  La  chose  nous  parait 
exiger  de  plus  grands  éclaircissements. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


QUESTION  m. 

SolatloB  par  M.  Lochbrbr,  élève  du  lycée  de  Dijon. 

Les  projections  (f  un  point  de  la  circonférence  circonscrite  à  un 
quadrilatère  sur  les  quatre  côtés  déterminent  huit  segments  tels 
que  le  produit  de  quatre  segments  non  consécutifs  est  égal  au 
produit  des  quatre  autres.  (Perrin.) 
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Soient  a,  6,  c,  d,  les  projections  du  point  E  sur  les  côtés 

AB,  BC,  CD,  AE.  Joignons 
BD  et  soit    E/*  perpendi- 
culaire sur  BD.  Les  points 
a,  d,  /'étant  en  ligne  droite 
(droite  de  Simson),  on  a 
Aa.B/'.Dd  =  Ba.D/'.  Ad 
de  même  6,  /",  c  étant  en 
ligne  droite,  on  a 
Df,Bb,Gc  =  Bf  .  Gb.Dc 
Multipliant     membre     à 
membre  ces  deux  relations, 
il  Tient 
Aa  .  B6  .  Ce  .  Dd  =  Ba  .  C6  .  De  .  Ad. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  dOcagne,  collège  Chaptal; 
Vautré,  de  Saint-Dié;  Marcelin,  de  Cherbourg;  Menand,  de  Dijon;  Cordeau, 
école  Lavoisier;  Eslienne,  de  Bar-le-Duc;  Malessé,  de  Poitiers;  Demortain, 
de  Doullens;  Renévey,Gubian,  de  Bourg;  Lugol,  Rey,  du  lycée  Saint-Louis; 
Jlménez,  à  Bordeaux;  Bruyand,  de  Troyes;  Sou,  collège  de  Libourne. 


QUESTION  112. 

Solatlon  par  M.  Lochbrer,  élève  du  Lycée  de  Dijon. 

Trois  cercles  sont  tracés  dans  un  plan  de  telle  manière  que 

chacun  d'eux  touche  les  deux  autres;  trouver  le  rayon  du  cercle 

qui  passe  par  les  points  de  contact  des  cercles,  et  celui  du  cercle 

qui  passe  par  les  centres. 

Trouver  aussi  la 

surface  du  triangle 

obtenu  en  joignant 

les  centres  des  trois 

cercles  primitifs. 

;^^  ct^  ^» 


çoia^-w-^' 


«àisws 


sSfe- 


/ 
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rence  passant  par  A,  B  et  G,  circonférence  qui  est  en  même 
temps  inscrite  dans  le  triangle  odo".  Si  r^  désigne  le  rayoQ 
de  cette  circonférence,  S  la  surface  du  triangle  ooo\  2p 

le  périmètre  etr,  r,  r",  les  rayons  des  trois  circonférences, 

S 

on  a  r.  = .  Or  p  =  r  -4-  r  +  r", 

p 

S  =  }/p  (p  —  00')  (p  —  oo")  (p  —  o'o")  =  y/n^'r  {r  -j-  r  -^-r'^ 

dès  lors  ?'.  =   y i — ; — i — ;:- 

r     r  -f-  r  -\-  r 

Enfin  R|  étant  le  rayon  de  la  circonférence   circonscrite 

di  00  0    on  sait  que  Rj  =  ^ 

(r  +  r')  (r  +  r")  (r  +  r") 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Marcelin  ,  de  Cb^rboarg 
Menand,  de  Dijon  ;  d'Ocagne,  collège  Chaptal  ;  Delarue  et  Duflot,  lycée  Cod-' 
dorcet;  institution  Marc-Dastès,  Lafarge,  lycée  Henri  IV;  Cotlereaa,  (k 
ChAteauroux;  Guibant,  de  Bourg;  Demarës,  de  Moulins;  Radais,  du  Mus: 
Vitrac,  d'Angouléme;  Reuss,  de  Belfort;  Bruyand,  de  Troyes;  Malesset,  d. 
Poitiers;  Rey,  lycée  Saint-Louis;  Jou,  collège  de  Libourne. 


QUESTION  117. 
Solallon  par  M.  Maurice  d'OcAGNS,  élève  du  Collège  Chaptal. 

Dans  un  triangle  rectangle,  on  abaisse  la  perpendiculam 
DA  =  h  sur  rfiypoiénuse  et  Von  désigne  par  r  et  r  les  rayons 
des  cercles  iiucrits  dans  les  triangles  ADB  et  ADC  et  par  R  i' 
rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC.  Démontrer  les 
relations* 

R«  =^  r*  +  r'*;  R  +  r  +  r  =  h  (ThualJ 

^         .  ^  S  ah 

On  sait  que         R  = ; — r — ; = ; — r — ; 

^  a  -^  b  -j-  c  a  +  64"^ 


*  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


de    même        r  =  - 
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S 


h  .  BD 


A  4-  c  +  BD  A  +  c  +  BD  ' 


or 

donc    r  = 


2 

BD  = 


a 


Ac» 


hc> 


o\x  comme  (//i=  cb,  r  = 


oA  +  oc  -j-  <^* 


hc^ 


hc 


fcc  -f-  flC  +  c* 
On   trouverait  de  môme      r  = 


o  +  6  +  c 


et 


Je   dis  que  R*  =  ?'"  +  r'^.  Eu  effet, 

(a  +  6  +  c)' 

.    ,      ,.         A'c»  +  A»6'  /«'(ô»  +  C) 

?•*  +  r*  =  ■ = 

^  (a  +  6+c)« 


(a  +  6  +  c)* 


on  voit  que  les  valeurs  de  R*  et  de  r*  +  ^'  *  ^^^^  identiques. 
Maintenant, 


R  -f.  r  +  r  = 


ha  -\-  hc  -\-  hb 


h{a  +  fe  +  c) 


=  h. 


a  -\-  b  -\-  c  a  -\-  b  -{-  c 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Huet,  GéUnet,  à  Orléans; 
Rcuss,  à  Belfort;  Jiménez,  à  Bordeaux;  Chrétien,  au  Havre;  Sou,  collège  de 
Libourne;  Schmitz,  à  La  Rochelle;  Menand,  à  Dijon;  Demortain,  à  Doul- 
Icns. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


124,  —  Construire  un   triangle   dont  on  connaW.  \a  mé- 
diane et  la  bissectrice  issues  du    sommet,    e^î^^^^  ^^^  ^^ 
différence  des  ang-jfjg  à  ^^  base.  V^Avo^t^ 

125.  —On  do^  dans  un  cercle  o  ..rv   ôX^^^^^''^?lV 


et 
mi 


u.v;  ou,u.  ^^-    -         dicuiair«  a  c«i  ^^„rfv«^'-  ^^^w^x«i- 
lies  DD,  A       <)p^  U^   diamètre    ^v.    i^^  ^     4^^^ 
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Démontrer  que  la  somme  des  projections  OD  et  OD'  sur 
OK  est  égale  à  OE,  et  la  différence  des  projections  égale 
à  OK'.  (Duvai:) 

126.  —  Ëtant  données  deux  circonférences  tangentes 
extérieurement  au  point  A,  mener  par  ce  point  deux  cordes 
dont  les  segments  ÂB,  AG,  situés  respectivement  dans  les 
deux  circonférences,  soient  rectangulaires  et  égaux  entre 
eux.  (Halle) 

127.  —  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  situés  duo 
même  côté  d'une  droite  CD,  trouver  sur  cette  droite  un 
point  M  tel  qu'en  le  joignant  aux  points  A  et  B,  l'angle 
AMG  soit  double  de  l'angle  BMD.  (Giros.) 

128.  —  On  a  deux  pentagones  réguliers,  l'un  inscrit, 
l'autre  circonscrit  à  un  même  cercle.  On  demande  le  ravon 
de  ce  cercle,  sachant  que  la  différence  entre  les  périmètres 
des  deux  polygones  est  i  décimètre,  ou  que  la  différence 
entre  les  surfaces  de  ces  polygones  est  i  décimètre  carré. 

(Chellier.) 

129.  —  Soient  P,  Q.  R,  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  du  centre  de  gravité  d'un  triangle  ABC  sur  les 
côtés  de  celui-ci,  T  l'aire  du  triangle  ABC,  et  a,  6,  c  ses 
côtés  ;  l'aire  du  triangle  PQR  est  égale  à 

4   '«'  +  6*  +  c«    ^ 

{Corresp.  math,  de  Catalan,) 

130.  —  Soient  menées  dans  un  triangle  ABC  par  les 
sommets  et  le  centre  de  gravité  S,  les  droites  AS,  BS,  CS 
rencontrant  les  côtés  opposés  en  a,  6,  c.  Formons  avec 
Aa,  Bfe,  Ce,  comme  côtés,  un  triangle  MNP.  Les  rayons  R. 
r,  r',  r",  r"',  des  cercles  circonscrits  respectivement  aux 
triangles  ABC,  MNP,  BCS,  CAS,  ABS,  satisfont  à  la  rela- 
tion 4RV  =  37*Yr\ 

(Corresp.  math,  de  Catalan.) 

Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 

IHPBIIIHIK  GbRTRALR  DBS  CBIMIMS  DB  FBR.  "  A.  CHAIX   BT  G**, 
BUE  BERCfcBB,  20,  A  PABM.  —  16070-8. 
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THEORIE  DES  AXES  RADICAUX 

Par  A.  Morel. 

[Suite,  voir  pages  257  et  289.) 


§  IV.  Du  système  de  cercles  passant  par  deux  points  réels. 

XX.  Tous  les  cercles  qui  passent  par  deux  points  réels  ont 
leur  centre  sur  la  droite  perpendiculaire  au  milieu  de  la 
ligne  qui  joint  les  deux  points.  Ils  ont  même  axe  radical, 
par  conséquent;  si  d'un  point  de  Taxe  radical  comme  centre, 
on  décrit  un  cercle  coupant  orthogonalement  l'un  des  cercles 
donnés,  il  les  coupe  tous  orthogonalement. 

Par  un  point  quelconque  du  plan  passe  un  cercle  du  sys- 
tème et  un  seul,  dont  la  construction  revient  à  la  construc- 
tion du  cercle  passant  par  trois  points.  Les  rayons  de  ces 
cercles  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  comprises  entre 
A  et  00  ,  en  appelant  2h  la  distance  des  deux  points  donnés. 
Si  le  point  donné  est  sur  Taxe  radical,  il  n'y  a  point  de  cercle 
à  proprement  parler  ;  mais  on  doit  considérer  l'axe  radical, 
comme  la  limite  d'un  cercle  du  système  dont  le  centre  s'est 
éloigné  indéfiniment. 

Parmi  tous  les  cercles  du  système,  il  y  en  a  deux  qui 
touchent  une  droite  ou  un  cercle  donnés.  Le  problème  re- 
vient à  mener  par  deux  points  un  cercle  tangent  à  une  droite 
ou  à  un  cercle. 

XXI.  Si  par  un  point  de  la  corde  commune,  on  mène  des 
tangentes  à  tous  les  cercles  du  système  précédent,  les  points 
de  contact  se  trouvent  sur  un  cercle  ayant  pour  centre  ce 
point  et  coupant  orthogonalement  tous  les  cercles  donnés. 

Inversement  chacun  des  cercles  du  premier  s-jsV^îï^ô  cowpe 
orthogonalement  tous  les  cercles  d\x  secoO-d.  s^^^^^^»  el  va 
ligne  des  centres  des  cercles  du   pr^»w«  -  aV^^"^^^^^   ^^> 
radical  commun  de  f nus  les  cercle^  ^         r»^^-^^""^  ^^^!ll 
lerons  cesdeuxs      *^es  de  cercU^^J^eO^^^^  ^W^^, 
L'étude  des  prop^r^^^^^^^^      cercles  ^.^^^  «^ /^^^"^       T 
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Be  déduit  immédiatement  de  leur  considération.  On  aura, 
par  conséquent,  les  propositions  suivantes  : 

40  Par  un  point  M  du  plan  passe  un  cercle  du  second  système. 

Pour  le  trouTCT, 
nous  faisons  pas- 
ser par  ce  point 
M  un  cercle  da 
premier  système, 
auquel  nous  me- 
nons une  tangente 
par  le  point  M. 
Cette  tangente 
rencontre  en  m  la 
corde  commune 
LL';  ce  point  m 
est  le  centre  du 
cercle  cherché. 

Remàroub.  —  Si  le  point  M  est  confondu  avec  Tun  des 
points  L  ou  L',  le  cercle  se  réduit  à  son  centre,  et  par  con- 
séquent Ton  peut  considérer  les  points  L  et  h'  comme  deux 
cercles  du  second  système,  et  ayant  leur  rayon  nul.  Poncelet 
les  a  appelés  les  points  limites  d'un  système  de  cercles  ayant 
même  axe  radical. 

La  construction  même  que  nous  venons  d'indiquer,  nous 
montre  que,  si  dans  les  cercles  du  premier  système  on  peut 
prendre  comme  centre  un  point  quelconque  de  la  droite  OX, 
il  n'est  pas  possible  de  prendre,  pour  centre  d'un  cercle  du 
second  système,  un  point  de  OY  compris  entre  L  et  L\ 

i^  Il  existe  deux  cercles  du  second  système  tangents  à  wi 
droite  ou  à  un  cercle  donnés.  En  effet,  si  je  mène  un  cercle 
de  ce  second  système,  tangent  au  cercle  donné,  on  pourra 
trouver  un  cercle  du  premier  système  passant  par  le  point 
de  contact,  et  coupant  orthogonalement  le  cercle  cherché, 
et  par  suite  aussi  le  cercle  donné.  Il  suffira  pour  cela  de 
remarquer  que.  ce  cercle  coupe  orthogonalement  le  cercle 
donné  et  defux  quelconques  des  cercles  du  second  système. 
Son  centre  sera  donc  à  la  rencontre  de  OX  et  de  l'axe  ra- 
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dical  du  cercle  donné  et  d'un  quelconque  des  cercles  du 
second  système.  Il  sera  donc  facile  à  construire,  et  par  suite 
on  aura  deux  points  de  contact  en  menant  de  ce  point  des 
tangentes  au  cercle  donné.  On  achèvera  la  construction  en 
menant  les  rayons  qui  passent  par  ces  points  de  contact 
jusqu'à  la  rencontre  avec  LL'.  Les  points  ainsi  obtenus  se- 
ront les  centres  des  cercles  cherchés. 

XXII.  Théorème.  —  La  polaire  de  run  des  points  limites 
par  rapport  aux  cercles  du  second  système,  est  la  perpendicur- 
laire  à  la  ligne  des  centres  passant  par  Vautre  point  limite. 

En  effet,  si  sur  LL'  comme  diamètre  on  décrit  une  cir- 
conférence, elle  coupe  orthogonalement  tous  les  cercles  du 
second  système,  et  la  polaire  du  point  L  pris  sur  cette 
circonférence  passe  par  le  point  L' diamétralement  opposé  (13). 
Plus  généralement,  la  polaire  d'un  point  fixe  P  pour  tous 
les  cercles  du  second  système  passe  par  un  point  fixe  Q, 
qui  est  le  point  diamétralement  opposé  du  point  P  dans  le 
cercle  du  premier  système  qui  passe  parles  points  P,L,L'. 

La  droite  PQ  est  une  tangente  commune  à  deux  cercles 
du  second  système.  Les  points  de  contact  sont  P  et  Q.  En 
effet,  ces  deux  points  sont  réciproques.  Il  existe  deux 
cercles  du  second  système  tangents  à  la  droite  PQ.  Les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  de  P  sont  sur  la 
polaire  de  ce  point,  polaire  qui  passe  par  le  point  Q.  Donc 
le  point  Q  est  un  point  de  contact.  On  le  montrerait  de 
môme  pour  P. 

XXIII.  Puisque  la  polaire  d'un  point  fixe  P  passe  par 
un  point  fixe  Q,  on  a  encore  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Si  d'un  point  P  on  mène  deux  tangentes  aux  cercles  du  second 
système,  le  lieu  du  milieu  de  la  corde  de  contact  est  la  ctrcon- 
férence  décrite  sur  PQ  comme  diamètre. 

Si  dun  point  A  quelconque  on  abaisse  des    pecç^^^^^^^^ 
sur  les  polaires  du  point  P,  le  lieu  des  fjieds  ^^  cfc^î^^î^^' 
laires  est  encore  un  cercle- 


doit  considérer  /*    ^«rcles  du    sçio  J^^^^^  *- ^^^:i^«=^^  \ 
cercles  passa^^  ^  ^^J^,  p^i^ta    ^'^^^  ,f^T^        ^^^^ 
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de  la  distance  est  égal  et  de  signe  contraire  à  LL'*.  Ces 
points  X  et  X'  sont  situés  sur  la  droite  OX.  Tous  les  cercles 
du  premier  système  sont  définis  par  le  segment  LL',  et 
tous  les  cercles  du  second  par  le  segment  Xk\ 

Toutes  les  propriétés  métriques  s'appliquent,  lorsque  Ton 
n'a  à  considérer  que  le  carré  de  la  distance  LL'  ou  aX'. 
Exemple  :  Relation  entre  le  rayon  d'un  cercle,  le  segment )i>i' 
et  la  distance  du  centre  à  ce  segment. 

Si  l'on  considérait  les  cercles  conjugués  de  ceux  qui  ont 
même  axe  radical,  on  obtiendrait  des  cercles  passant  par 
les  points  X  et  X'. 

§  V.  Système  de  trois  cercles. 

XXY.  Étant  donné  un  système  de  trois  cercles,  si  l'on 
prend  les  axes  radicaux  de  l'un  des  cercles  avec  chacun  des 
deux  autres,  le  point  d'intersection  de  ces  axes  a  même 
puissance  par  rapport  aux  trois  cercles  et  par  conséquent, 
il  appartient  à  l'axe  radical  du  second  et  du  troisième  cercle. 
On  a  donc  ce  théorème,  que  les  axes  radicaux  de  trois 
cercles  pris  deux  à  deux  se  rencontrent  en  un  même  point. 
Ce  point  s'appelle  le  centre  radical  des  trois  cercles. 

Lorsque  les  trois  cercles  ont  leurs  centres  en  ligne  droitCt 
les  axes  radicaux  deyiennent  parallèles,  et  le  centre  radical 
s'éloigne  indéfiniment. 

XXVI.  Cette  notion  du  centre  radical  permet  de  construire 
immédiatement  l'axe  radical  de  deux  cercles  qui  ne  se  ren- 
contrent pas.  On  les  coupe  par  un  troisième  cercle;  on 
mène  les  cordes  communes  ;  leur  point  d'intersection  appar- 
tient à  l'axe  radical  cherché. 

Il  en  résulte  aussi  que  si  l'on  coupe  par  un  cercle  quel- 
conque un  système  de  cercles  ayant  môme  axe  radical, 
toutes  les  cordes  communes  passent  par  un  point  fixe  pris 
sur  l'axe  radical  commun. 

XXYII.  Du  cercle  orthogonal  à  trois  cercles.  —On 

sait  que  l'axe  radical  de  deux  cercles  est  le  lieu  des  centres 
des  cercles  qui  coupent  orthogonalement  les  deux  cercles 
donnés.  Donc   le   centre  radical  est  le  centre  d'un  cercle 
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qui  coupe  orthogonalement  trois  cercles  donnés.  Le  carré 
du  rayon  de  ce  cercle  que  nous  appellerons  cercle  radical 
est  égal  à  la  puissance  commune  du  centre  radical  par  rap- 
port aux  trois  cercles.  Si  le  centre  radical  est  extérieur  à  l'un 
des  trois  cercles,  il  est  extérieur  aux  deux  autres,  et  le  cercle 
radical  est  réel.  Si  le  centre  radical  est  intérieur  à  l'un  des 
cercles,  il  est  intérieur  aux  deux  autres  et  le  cercle  radical 
est  imaginaire. 

(il  suivre.) 


PROBLÈME  D'ANALYSE  COMBINATOIRE 

par  M.  KoBhler,  répétiteur  à  l'École  polytechnique. 


NOMBRE   DE  MANIÈRES  DE  DÉCOMPOSER  UN   POLYGONE   EN     TRUN6LE 

PAR   DES  DIAGONALES. 


.  Nous  considérons  deux  cas  : 

i^  Le  nombre  des  côtés  est  pair  et  égal  à  2n. 

11  est  facile  de  Toir  qu'il  y  a  alors  n  —  i  espèces  de 
diagonales,  celles  qui  joignent  les  sommets  de  deux  en  deux 
et  divisent  le  polygone  en  un  triangle  et  un  polygone  de 
2n  —  I  côtés,  celles  qui  joignent  les  sommets  de  trois  en 
trois  et  divisent  le  polygone  en  un  quadrilatère  et  un 
polygone  de  2n  —  2  côtés,  etc.,  enfin  celles  qui  divisent 
le  polygone  en  deux  autres  de  n  -]-  ^  <^^^^*  Chacune  des 
diagonales  de  la  première  espèce  fait  partie  de  P3  .  Psn  - 1 
décompositions,  en  désignant  par  Pm  -  1  le  nombre  de 
décompositions  d'un  polygone  de  2n  —  i  côtés  ;  Ps  est  égal 
à  l'unité.  Chacune  des  diagonales  de  la  deuxième  espèce 
fait  partie  de  P4  .  Psn  -  %  décompositions  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  Pfi  +  i  .  Pn  +  1.  Il  y  a  2n  diagonales  de  chacune 
des  n  —  2  premières  espèces,  et  n  seulement  de  la  dernière. 
Si  l'on  fait  la  somme  2n  (P3  .  Psn  -  1  +  P4  .    Psn  -  2  +  .  • 


i 
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+  n  .  P*n  +  i,  on  aura  évidemment  toutes  les  décomposi- 
tions possibles,  mais  chacune  d'elles  est  comptée  2n  —  3 
fois,  car  dans  chaque  décomposition  entrent  2n  —  3  diago- 
nales. Ainsi  on  aura  la  formule 

(2n  -  3)  Pjn  =  2n  [P3  P2n-i+  P4  Pa»  -  >  +  ••• 

+  P„+2]  +  nP«„  +  ^  (1) 

^  Le  nombre  des  côtés  est  impair  et  égal  à  2n  -j-  ï- 
Il  y  a  alors  2n  —  2  diagonales,  issues  de  chaque  sommet 
et  par  suite  n  —  i  espèces  différentes,  comme  tout  à 
rheure  ;  il  y  a  d'ailleurs  2n  -\-  i  diagonales  de  chaqiie 
espèce,  et  dans  toute  décomposition  entrent  2»  —  2  diago- 
nales. On  arrivera  par  conséquent  à  la  formule 

(2n—   2)PsH»+1  =  (2n  +    1)  [P8P2n  +  P*P2-1+    ••• 

+   P„  4.  ^    Pn  +  2]  (i   bis) 

Les  formules  (1)  et  (1  bis)  ne  suffisent  pas  pour  résoudre 
la  question.  Nous  allons  examiner  encore  de  combien  de 
décompositions  fait  partie  chacun  des  triangles  qui  ont 
pour  base  un  même  côté  du  polygone,  et  en  déduire  une 
nouvelle  relation  entre  les  nombres  P3  ,  P4  etc..  Prenons 
pour  type  un  polygone  de  sept  côtés  ABCDEFG  (1).  Le  côlé 
AB  sert  de  base  à  cinq  triangles  ;  ABC  peut  faire  partie  dePj 
décompositions,  savoir  toutes  celles  de  Thexagone  ACDEFG; 
ABD  détache  du  polygone  total  un  pentagone  ADEFG  et  un 
triangle  BGD  ;  il  fera  donc  partie  de  P5  •  P3  décompositions. 
ABE  détache  les  deux  quadrilatères  AEFG  et  BCDE,  ce 
qui  donne  P4  .  P*  décompositon  dont  ce  triangle  peut  faire 
partie.  On  trouve  ensuite  pour  ABF  un  pentagone  et  un 
triangle,  enfin  pour  ABG  un  hexagone.  En  ajoutant  tous  les 
nombres  ainsi  obtenus,  on  aura  évidemment  le  nombre  total 
des  décompositions  du  polygone  de  sept  côtés,  c'est-à-dire 

P7  =  Pe  +  P5  P3  +  P4  P4  +  P3  P5  +  P6  . 

La  généralisation  est  évidente  et  conduit  à  ces  deux  for- 
mules 

Pjn  =  2Pan  -  1   +   2P3  Pan  -  2   +    .  .  •    +   2Pn    .    P«  +  1    (2) 
P211  +  1    =  2P2n  +  2P3    P2n  -  <    +   2P4   Pjr»  -  â    +    .  .  . 

+  P'n  +  ^  (2  bis) 
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Gela  posé,  la  formule  (1  bis)  appliquée  à  un  polygone  de 
2n  —  I  côtés  donne 

Pîn  —  <   =  P3  Pjn  —  2  -f"  P4  Pin  —  3  +    •  •  • 


2n  —  I 

+  Pn  Pn  +  1 

OU,  en  tenant  compte  de 

(2)  Pin  —  1  =  P2n  —  2P211  —  1 

ce  qui  peut  s'écrire 

Pjn  =  Pjn  —  1  •  .  (3) 

De  même  la  formule  (1)  comparée  à  (2  &i^)  donne 

^în  +  <   —  2r2n  i r2» 

n 

ou  Pjn  +  i    =  P2n    .      ^^  ~ (3   6w) 

n 
Si  maintenant  dans  la  relation  (3)  on  fait  2n  —  i  =  N,  elle 

devient  P^  +  i  =  P»  .         ■   .  La  relation  (3  bis)  prend 

la  même  forme,  en  posant  2n  =  N.  Donc  enfin,  quel  que  soit 
le  nombre  des  côtés,  pair  ou  impair,  on  peut  écrire  la  suite 

d'égalités  :  P„  =    '^^~  l''     Pm  -  1 

_  4N  —  14  p  p   _  J2^  p^ 

P«_,  ___— P,.2  ...  P5--^n 

P   -±  P   --^ 
P4  -  -^  P3  -  -3- 

et  on  trouve  en  les  multipliant  membre  à  membre 

P  —   6  .  10  .  14  .  .  .      (4N  —  ipy 

"  ""     3-4.3  . .  r^T^---  "^^   *  . 

Telle  est  la  formule  que  je  me  ptOY^t\eai^  à^feNsÙi^'^. 


^  Le  lecteur  est  prfé  de  faire  la  figur^^ 
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ETUDE 

SUR 

LES  LIGNES  FÉGALE  TEINTE  ET  LE  LAVIS  A  TEINTES  PUTES 

Par  M.  C^tUloB. 

[Suite,  y  oit  page  296). 


Loi  du  produit  des  cosinus. 

C'est  en  procédant  ainsi  que  Monge  et  ses  élèves  ont 
fait  faire  à  la  question  un  pas  très-important  et  sont  arrirés 
à  la  loi  remarquable  du  produit  des  cosinus  sur  laquelle 
nous  appuyons  toutes  nos  recherches. 

Les  règles  qui  en  résultent  furent  appliquées  au  lavis 
d'une  sphère  qui  fut  mise  sous  les  yeux  de  -  Monge  : 
rémotion  du  célèbre  professeur  fut  significative  ;  le  résultai 
présentait  un  relief  remarquable,  quelque  imparfaits  que 
fussent  les  moyens  employés  pour  appliquer  pratiquement 
la  loi  théorique. 

La  démonstration  de  cette  loi  se  trouve  dans  le  premier 
cahier  du  Journal  de  VÉcole  polytechnique,  germinal  an  III 
(mars-avril  1795),  avec  cette  annotation  : 

«  Le  problème  qui  fait  l'objet  de  ce  mémoire  a  été  résolu 
en  commun  par  plusieurs  élèves  chefs  de  brigade,  dans  le 
mois  de  pluviôse  dernier;  le  citoyen  Dupuis,  l'un  de  ces 
élèves,  s'est  chargé  de  la  rédaction.  » 

La  loi  dont  il  s'agit  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

«  On  suppose  une  surface  d'un  poli  mat,  telle  qu'un  mou- 
lage en  plâtre,  par  exemple;  elle  est  éclairée  par  des 
rayons  parallèles  entre  eux,  et  l'observateur  est  assez  éloigné 
pour  que  les  rayons  visuels  puissent  être  également  consi- 
dérés comme  parallèles. 

9  Dans  ces  conditions,  l'éclairage  apparent  d'un  point  de 
la  surface  ne  dépend  que  des  angles  que  forment  avec  la 
normale  à  cette  surface  le  rayon  visuel  et  le  rayon  lumineux. 
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et  il  est  proportionnel  au  produit  des  cosinus  de  ces  deux 
angles.  » 

Ainsi  donc,  si  Ton  désigne  par  : 

K  l'éclat  apparent  d'un  point  de  la  surface  considérée; 

l  Tangle  que  fait  le  rayon  lumineux  avec  la  normale  en 
ce  point; 

V  l'angle  que  fait  le  rayon  visuel  avec  la  même  normale  ; 

A  une  constante  dépendant  de  la  nature  de  la  surface  et 
de  l'intensité  de  la  lumière  incidente, 

On  aura  :         K  =  A.   cos  /  X  cos  v. 

Cette  formule  rend  bien  compte  des  phénomènes  que  Ton 
observe  dans  la  nature. 

Ainsi,  la  valeur  de  l'éclat  apparent  devient  nulle  pour 
cos  i  =  o®  ou  {  =  90®,  c'est-à-dire  pour  tous  les  points 
011  le  rayon  lumineux  est  perpendiculaire  à  la  normale 
(tangent  à  la  surface),  points  qui,  en  effet,  ne  reçoivent 
pas  de  lumière;  le  lieu  géométrique  de  ces  points  n'est 
autre  chose  que  la  ligne  d'ombre  naturelle. 

L'éclat  devient  également  nul  pour  cos  v  =  o®,  ou 
i;  =  90;  c'est  le  contour  apparent  et,  l'on  sait,  en  effet, 
qu'une  surface  ne  renvoie  pas  de  lumière,  suivant  la  dii  ec- 
tion  de  son  plan  tangent. 

Enfin,  on  déduit  de  cette  formule,  par  des  considérations 
géométriques  fort  simples,  que  K  est  maxiihum  au  point 
où  le  rayon  lumineux  et  le  rayon  visuel  sont  dans  le  même 
plan  que  la  normale,  et  ou  ces  deux  rayons  font  des  angles 
égaux  avec  cette  normale;  c'est  le  point  brillanty  déterminé 
par  les  règles  de  la  réflexion  spéculaire. 

Lignes  d'égale  teinte. 

Entre  le  point  brillant  et  la  lignes  â:\iiletxôV\.fe  ^"^"^^^  ^^ 
trouve  des  points  dont  l'intensité  lutaWncft  V^l  ^^       .^X^evv- 
sant;  tous  ceux  de  ces  points  qui  Po^^Va    .  1^  ^S^wt^.^.^- 
site  lumineuse  apparente  forment  xiix^  1       V  t^  ^^»  "^  ^^"^ 

La   considération  j^   ces  lignes     ^.^4.    ^^^^^^^-"^^ 
facile  de  les  ir^^  ^^   \^x^  Vix^.^^ 

Attribuons  à  ^'^^^  valeur    Ooi^^.  ^ 

Xi/ 


—  380  — 
varier  l  entre  o*et  90®;  pour  chaque  valeur  de  I,  nous  aurons: 

Ces   V  =   1 — ; 

A.  cos  l 

Ce  qui  permettra  de  calculer  v  et,  par  suite,  de  tracer 
par  points  la  courbe  d'égale  teinte  correspondant  à  K,.  En 
donnant  ensuite  à  E  d'autres  valeurs  K,,  K„  etc.,  on 
tracera  de  la  même  manière  d'autres  courbes  d'égale  teinte. 
en  aussi  grand  nombre  que  l'on  voudra. 

Le  problème  du  modelé,  dans  les  conditions  posées  par 
Dupuis,  est  donc  résolu. 

Malheureusement,  il  y  a  loin  de  là  aux  applications  pra- 
tiques^ et  les  conditions  idéales  admise?  par  Dupuis  sont 
assez  éloignées  de  celles  qu'on  rencontre  dans  la  nalare. 
Si  l'on  peut  admettre,  sans  erreur  sensible,  que  lesrajons 
lumineux  envoyés  par  le  soleil  sont  parallèles,  il  n'est  pa^ 
permis  de  négliger  les  reflets  produits  par  ces  mêmes 
rayons,  non  plus  que  l'illumination  générale  de  l'atmos- 
phère qui  baigne  de  lumière  même  les  ombres  les  plu> 
vives. 

Énoncé  des  données  admises. 

Nous  avons  cherché  dans  nos  études  à  nous  rapprocher 
davantage  de  la  nature,  sans  nous  écarter  de  la  simplicité 
d'énoncé  indispensable  pour  faciliter  les  constructions;  Toici 
les  conditions  admises  dans  nos  épures  : 

«  Le  corps  à  représenter  est  supposé  terminé  par  une  m- 
face  matCf  c'est-à-dire  possédant  la  propriété  de  diffuser  une 
portion  très-notable  de  la  lumière  reçue. 

»  Puis,  nous  avons  considéré  trois  types  bien  tranchés. 
relativement  à  la  texture  de  la  surface. 

»  Dans  le  premier,  type  poli,  mais  type  idéal  (les  moyens 
mécaniques  que  nous  possédons  ne  nous  permettant  p^^ 
d'en  approcher  sans  substituer  le  brillant  au  mat),  la  loid^ 
produit  des  cosinus  reçoit  son  application  rigoureuse. 

»  Dans  le  deuxième  type,  type  rugueux,  nous  avons  sup- 
posé la  surface  revêtue  d'aspérités  disposées  régulièrezneui 
et  assimilables  à  un  ensemble  de  stries  à  plans  inclinée 
de  13^41' sur  la  surface  générale. 
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»  Enfin,  dans  le  troisième  type,  type  trës-rugueux,  Tincli- 
naison  des  stries  a  été  portée  à  27®  22',  maximum  rarement 
atteint  dans  les  surfaces  usuelles. 

y>  Gela  fait,  nous  avons  pris  la  valeur  de  ces  angles  i3<*4r 
et  27®  22'  pour  expressions  de  rugosité,  en  remarquant  que 
leur  admission,  comme  éléments  de  calcul  dans  le  problème 
qui  nous  occupe,  apporte  à  l'application  de  la  loi  du  produit  î 

des  cosinus  un  trouble  profond,  h  f 

Cette  modification  à  la  formule  de  Dupuis  est,  d'aillears, 
justifiée  par  les  expériences  suivantes. 

Expériences  pholométriqu^. 

Nous  avons  reconnu,  en  introduisant  dans  l'intérieur 
d'une  chambre  noire  une  lame  susceptible  de  se  mouvoir 
autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  des  rayons  lumi- 
neux et  des  rayons  visuels  (rayons  dont  le  passage  a  été 
ménagé  à  l'aide  de  tubes  cylindriques  convenablement 
placés),  que  non-seulement  le  maximum  de  lumière  réflé- 
chie variait  avec  le  degré  de  rugosité  de  la  lame  soumise 
à  l'expérience,  mais  encore  que  l'inclinaison  sur  la  bissec- 
trice de  l'angle  formé  par  lesdits  rayons,  inclinaison  néces- 
saire pour  obtenir  ce  maximum,  variait  aussi  et  dans  des 
limites  assez  étendues.  C'est  ainsi  que  nous  avons  pu  cons- 
tater, à  l'égard  du  papier,  par  exemple,  un  écart  de  12a  1 5® 
entre  l'expression  de  la  rugosité  du  papier  satiné  et  celle  { 

du  papier  verre.  ? 

Les  autres  substances  donnaient  des  maximums  différents,  ] 

mais  la  valeur  de  l'angle  de  rotation  à  effectuer  pour  les  | 

obtenir  se  trouvait  être   toujours   en   raison  du  degré  de  : 

rugosité  de  la  surface.  ^ 

Ces   expériences,    répétées    sur  des  surfaces  rugueuses  j 

artificielles    produites   par    des   sillons    tracés   dans  deux  j 

directions  rectangulaires,  par  un  burin  à  secUon  isoscèle,  1 

nous  ont  donné  des  résultats  identiques  aux  précédents.  \ 


Nous 
des  ru 


Déplacement  du  point  brill^*^*- 

s  avons  été  ainsi  amené    à    rc^^^naUt^^^^^^'^^''^ 
gosités  m^^  .^fluence  perturbç^^^.     ^jO^^^^  ^ 
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l'effet  principal  est  d'éloigner  le  point  brillant  de  la  position 
qu'il  occupe  dans  Thypothëse  d'un  poli  parfait,  pour  le 
rapprocher  du  point  le  plus  éclairé  avec  lequel  il  se  confond 
dans  le  cas  d'une  surface  trës-rugueuse. 

Cette  influence  va  en  décroissant,  du  point  brillant  à  li 
ligne  d'ombre  naturelle,  oh  elle  devient  nulle. 

Telle  a  été  l'origine  de  nos  études  actuelles  sur  le  laiis. 

(A  suivre,) 


NOTE  SUR  LE  PARTAGE  DES  POLYGONES 

cas  ou  la  ligne  de  partage  passe  par  un  point  donné  sur  leui 

Périmètre; 

par  Hanriee  d'Ocaipme. 


La  géométrie  pratique  fournit  une  solution  de  cette  cpies- 
tion.  Mais,  cette  solution,  excellente  pour  les  opérations, 
sur  le  terrain  ne  peut  pas  être  appliquée  aux  constraclions 
graphiques. 

Nous  nous  proposons  de  développer  dans  cette  note  une 
méthode  qui  permet  de  résoudre  graphiquement  la  question. 

I.  Problème  fondamental.  —  Par  un  point  donné  M 

sur  le  périmètre  <run  triangle,  mener 

une  droite  qui  divise  la  surface  à 

ce  triangle  en  deux  parties  qtd  soiefU 

m 
entre  elles  dans  un  rapport  donné  --. 

J'appelle  N  le  point  où  la  droite 
B  cherchée  doit  rencontrer  le  côté 
BG. 
GN  =  fic    MC  =  d. 

S.MGN  m 


Je  pose 
J'ai 


S.AGB        m  +  n 


d'oii 


S 

s- 

MCN 
ACB 

= 

ix 

7b- 

dx 
ab 

= 

m 
m  +  n' 
abm 

'  d{m  -{•  n)' 


Je  puis  coDStraire  facilement  -j,  quatrième  propor 

nelle  &  trois  quantités  données.  Soit  l  la  ligne  ainsi  obt< 
tm 

m  +  " 
œ  est  une  quatrième  proportionnelle  à  m  -|-  n,  m 
Je  puis  donc  construire  cette  ligne,  et  j'ai  ainsi  le  ; 
cherché  N. 

II,  —  Par  un  point  donné  M  sur  le  périmètre  (Tun 
drilatére  quek(mqtte,  mener  une  droite  qui  divise  la  surfa 
ce  quadrilatère  en  dei^s  parties  qui  soient  entre  elles  don 

m 
rapport  donne .  . 

Je  convertis  le  quadrilatère  ABCD  en  un  triangle  < 
valent,  en  mt 


élanL  îotmfcs 

partie  commune  ABD  et  des  triangles   tquiN»^*^^ 
et  BED. 

En  m'appuyant  sur  le  problème  ptfe«tA  tv*»   ï* 
le  point  donné  M  ja  ligne  ME,  tellç,        '^^ 
DMH  ^        m       ^^ 
5ÂË"       ^~-+^~~^ 
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Par  le  point  H  je  mené  à  DM  la  parallèle  HL  qui  ren- 
contre DG  prolongé  en  L*.  Je  trace  ML 

(2)  MDL  =  DMH 

(même  base  DM;  même  hauteur,  puisque  HL  est  parallèle 
à  DM). 

Je  tire  MG;  par  le  point  L,  je  mène  à  MC  la  parallèle 
LN  qui  rencontre  BG  en  N.  Je  trace  MN.  Je  dis  que  MN 
est  la  droite  cherchée  ;  en  effet  : 

MDGN  =  MDG  +  MGN. 
Mais  MGN  =  MGL,  car  LN  est  parallèle  à  MG. 
Donc  MDGN  =  MDG  +  MGL  =  MDL 

ou  comme  MDL  =  DMH  (îi 

MDGN  =  DMH 
Remplaçant  dans  (1)  DMH  et  DAE  par  leurs  équivalents 
MDGN  et  ABGD,  il  vient 

MDGN    _         m 
ABGD    ~    m  +  n 
ce  qui  prouve  bien  que  MN  est  la  droite  cherchée. 

ni.  —  Prenons  maintenant  un  pentagone. 

Par  un  point  donné  M  snr  le  périmètre  ffun  pentagone 
quelconque,  mener  une  droite  qui  divise  la  surface  de  ce  peu- 
tagone  en  deux  parties  qui  soient  entre  elles  dans  un  rapport 

donné  — . 
n 

Je  convertis  le  pentagone  en  un  quadrilatère  équivalent 

AEDF,   par    un  procédé 

connu.  Je  mène   MH  qui 

divise  le  quadrilatère  ex 

parties  proportionnelles  à 

m  et  à  n, 

MEDH    _         m 

AEDF     '^    m  +  n    ^ 

Par  le  point  H  je  mène 

^  B        F  à  MD  la  parallèle  HL  qui 

rencontre  en  L  (*)  DG  prolongé.  Je  joins  ML. 


(*)  CeUe  parallèle  peut  rencontrer  DC  entre  les  points  D  et  C;  dans  ce 
cas,  la  question  est  terminée  là;  on  n'a  plus  qu*à  joindre  ML. 
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J'ai  MDH  =  MDL  (même  base;  même  hauteur).  J'ajoute 
de  part  et  d'autre  MDE. 

MDE  +  MDH  =  MDE  +  MDL 
ou  MEDH  =  MEDL 

Je  tire  MG.  Par  le  point  L  je  mëue  la  ligne  LN  parallèle 
à  MG  et  qui  rencontre  BG  en  N.  Je  trace  MN  et  je  dis  que 
c'est  la  droite  cherchée. 

En  effet,  MEDGN  =  MEDC  +  MGN 
Mais  MGN  =  MGL,  puisque  LN  est  paralèlle  à  MG 
donc  MEDGN  =  MEDG  +  MGL  =  MEDL 

on  comme  MEDL  =  MEDH  (2) 

MEDGN  =  MEDH. 
Remplaçant  dans  (i)  MEDH  et  ÂEDF  par  leurs  équiva- 
lents MEDGN  et  AEDGB,  il  vient 

MEDGN    _       m 
AEDGB    '^   m  +  n 
ce  qui  prouve  bien  que  MN  est  la  droite  cherchée. 

IV.  —  On  voit  par  là  que  quel  que  soit  le  polygone,  on 
peut  de  proche  en  proche  ramener  la  question  au  cas  du 
triangle. 

On  ne  peut  évidemment  pas  étendre  la  méthode  à  des 
polygones  d'un  trop  grand  nombre  de  côtés,  car  on  arrive- 
rait à  des  constructions  trop  compliquées  ;  mais  on  peut 
facilement  l'appliquer  pour  les  polygones  les  plus  usuels, 
ceux  de  3,  4,  S,.  6  côtés.  En  faisant  au  crayon  les  construc- 
tions préparatoires  pour  les  effacer  ensuite,  on  a  des  figures 
qui  ne  sont  pas  trop  chargées  et  qui  par  conséquent  ne 
sont  pas  embrouillées. 

L'avantage  de  cette  méthode  est  donc  de  pouvoir  résoudre 
les  questions  de  ce  genre  uniquement  à  l'aide  de  la  rëgle 
et  du  compas  et,  par  suite  de  pouvoir  les  exécuter  fa- 
cilement sur  le  papier. 
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MÉLANGES 


HISTOIRE  DES  MATHÉMA.TIQUES 

Par  le  D*  Hewrl  Sntor,  de  Sllileli,  traduite  par  M.  A.-6.  Hbuh. 

[Suite,  voir  page  311.) 


LA  SCIENCE  CHEZ  LES  GRECS 

Son  importation.  —  Ses  progrèB  Jusqu'à  la  fondation  do  l'École 

d'Aloxandrio. 

Comme  Diogène  Laerte  nous  l'indique  et  comme  nous  le 
rapporte  encore  plus  exactement  ^u^ociu^y  Archytas  a  résolu 
le  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles  ou  de  la 
duplication  du  cube  d'une  manière  tout  à  fait  inusitée  jus- 
qu'alors^  à  l'aide  de  sections  cylindriques  et  du  mouvement 
ou  déplacement  des  figures  (xxt  icpô>Toç  xfvriatv  b^^a^iiàj;*  iMc^^j^- 
[juxTi  ^^iù^'Zfvnu^  wpooYjYaYs).  La  dernière  assertion  de  Diogf/it 
pouvait  donc  être  interprétée  ainsi  :  Archytas  aurait  trouvé 
encore  d'une  autre  manière,  par  un  procédé  purement  géo- 
métrique, le  cube,  c'est-à-dire  la  duplication  du  cube.  Du 
reste,  nous  ne  savons  rien  sur  un  second  mode  de  solution 
de  ce  genre  ;  mais  la  solution  du  mathématicien  pythago- 
ricien, parvenue  jusqu'à  nous,  jette  un  jour  si  favorable  sur 
ses  talents  géométriques,  que  nous  pouvons  encore  lui  attri- 
buer d'autres  travaux  importants  dans  cette  direction. 

Nous  reproduisons,  telle  qn-EutociuLS  nous  Ta  conserr^ 
(Comm.  in  Arch.  de  Sph.  et  Cyl.  lib.  II)  cette  solution  d'Ar- 
chytas;  elle  est  ingénieuse  et  intéressante  à  tous  égards 

Soient  données  les  deux  droites  dont  nous  voulons  trouver 
les  moyennes  proportionnelles.  Autour  de  la  plus  grande 
AD  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle  que,  pour  plus  de 
netteté  dans  la  figure,  nous  représentons  raccourci  elliptique- 
ment. Alors,  à  partir  de  A,  on  porte  dans  le  cercle  la  plus 
courte  des  droites  données  AB,  et  on  la  prolonge  jusqu'au 
point  d'intersection  P  avec  la  tangente  en  D.  De  B,  on  trace 
BF  perpendiculaire  sur  le  diamètre  AD,  et  par  suite  parai- 


lële  à  PD.  On  élëve  alors  perpendiculairement  au  demi- 
cercle  ABD,  un  demi- 
cylindre;  et  de  même 
au-dessus  du  diamètre 
AD  y  également  perpendi- 
culaire au  plan  du  cercle 
ABDF,  un  demi-cercle 
dont  le  plan  se  trouve  par 
conséquent  dans  le  pa- 
rallélogramme du  demi- 
cylindre. 

On  fait  alors  tourner  le  demi-cercle  sans  changer  de 
position  perpendiculaire,  autour  du  point  A  jusqu'à  ce  qu'il 
occupe  la  position  AKD.  Il  coupe  alors  la  surface  du  demi- 
cylindre  en  un  point  K  qui,  si  Ton  continue  à  faire  tourner 
le  demi-cercle,  décrit  une  certaine  courbe  sur  la  surface 
cylindrique. 

De  même,  que  Ton  fasse  tourner  le  triangle  rectangle 
APD  autour  du  diamètre  AD  dans  une  direction  opposée  à 
celle  du  demi-cercle,  son  hypoténuse  décrira  une  surface 
conique.  Mais  elle  deyra  aussi  rencontrer  en  un  certain 
point;  en  K  par  exemple,  la  courbe  que  décrit  le  point  K 
à  la  surface  du  demi-cylindre. 

Si  Ton  abaisse  du  point  K  la  perpendiculaire  à  la  surface 
du  cercle  ABDF,  elle  rencontrera  naturellement  la  circon- 
férence du  cercle  en  I,  car  K  est  situé  à  la  surface  du  demi- 
cylindre  perpendiculaire. 

Construisons,  en  outre,  un  demi-cercle  perpendiculaire  à 
la  surface  du  cercle  ABDF,  et  au-dessus  de  BF  comme 
diamètre  ;  soit  MH  l'intersection  de  ce  demi-cercle  avec  le 
demi-cercle  AED^.  MH  est  naturellement  perpendiculaire  au 
diamètre  BF. 

Que  l'on  trace  ensuite  KD^  et  MI  ;  alors  le  rectangle  formé 
avec  BH  et  HF  pour  côtés,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le 
rectangle  formé  avec  AH  et  HI  pour  côtés,  est  équivalent 
au  carré  construit  sur  MH.  Par  conséquent,  le  triangle  AMI 
est  semblable  aux  triangles  AMH  et  MHl,  el  Yangle  AMI 
est  droit.  Mais  l'angle  AKD4  est  aussi  drovl\  ionc  Ml  est 

JOUAIIAL  DE  m^^    |g78.  ^ 
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paraUële  à  KD|;  «4  par  MiUe)  à  oMfie  de  la  skuiHlMide  ées 
triangles  ;  D|A  :  AK  ok  AK  :  AI  =  ÂI  :  AM  ;  mais  D^A 
=  AD  et  AM  s=  AB  soat  les  deux  droites  données;  donc  ÀE 
et  AI  sent  Hs  deaz  ffioyennes  proportionnelles  cherchées. 

Cette  solution  û'Àrch^$as  com|>arée  aux  solutions  qai  ont 
été  effectuées  plus  tard  à  l'aida  des  sections  <ïoniques,  nous 
laisse  apercevoir  assec  wettenent  lamarche  du  développement 
de  ces  problèmes.  Chez  Archj/tas,  la  stéféométrie  apparaît 
d^à  au  premier  jvlaii-;  les  secUons  cylindriques,  ainsi  qae 
la  pénétration  du  eôae  et  du  cylindre  sont  employées  pour 
la  solution,  tandis  que  Menasehtne  a  le  premiar  introduit  les 
sections  du  cône  dans  la  science  géemétrtque^  -^  B'aîllears, 
oa  doit  admirer  Tin^géniosité  déf^loyée  4ms  oette  sekUea 
par  Archu^^  vu  les  faibles  ressources  dont  il  disposait 

Un  élève  à'ArckjfiaSj  contemporain  de  Platon,  éteît  le 
mathématicien  Eitdoœe  de  Cmd^  qui  -flerissatt  -en  l'aa  ^ 
avant  J.-C.  Il  ne  reste  plus  aucun  de  ses  nombreax  écnif 
sur  la  géométrie  et  rastrononûe^  mais  les  éori^ins  et 
mathématiciens  ^preca  nous  <mt  transmis  beaucoup  d'indiet- 
tions  isolées  le  cono^navl.  -Son  principal  mérMe  consisie 
dans  les  découvertes  stéréométriquesqu'iircAtmèide  lui  attribue 
dans  son  livre  de  ^haer.  ^  CyL  —  Le  théorème  établissant 
que  la  pyramide  est  le  tiers  d'un  prisme  de  même  base  et 
de  même  hauteur,  le  théorème  analogue  relatif  au  cône  et 
au  cylindre,  auraient  été  découverts  par  Eudaxe,  Il  se  serait 
aussi  occupé,  c'est  Eutoàus  qui  le  rapporte,  du  problème  de 
la  duplication  du  cube  et  il  en  aurait  trouvé  la  solution  a» 
mqyea  de  lignes  courbes.  Quelles  étaient  ces  -courhes? 
Butodus  ne  nous  l'apprend  pas.  Il  n'entendait  point  par  là 
des  sections  coniques  ;  nous  pouvons  le  "coiiokire  d'un  passage 
à' Eratostkme  oii  il  est  ditqu'Arc%/a«,  de  Tarente,  a^ait  désola 
le  problème  au  moyen  du  cylindre;  Eudoxe^  à  l'aide  de 
lignes  courbes^  et  les  élèves  de  l'AcadésMe,  au  moyen  des 
sections  coniques. 

Eudoxe  a  aussi  dévelQppé  la  théorie  des  prapoitieBS  et 
des  coups  réguliers  ;  -nous  ne  mvens  lien  de  plus  ppéeis  i 
cet  égards  Nous  reviendms  pk»  loin  sur  les  idées  -que  ee 
Biatiiématicien.professMt  an  astK>noB»e. 


mentroriginedela  théorie  des  b'etix  géométriques  qui  appartient 
aussi  aux  pnemeni  platos^eî^ii^  L'i(»fUei4îw  des  sections 
coniques  à  la  solution  des  problèmes  si  souvent  cités  exigeait 
la  connaissance  des  propriétés  de  ces  sections  considérées 
comme  lieux  géométriques.  XiWst  en  effet  ce  que  nous 
constatons   déjà  dans  les  solutions  de  Menœchme  :  cette 

pa^rii^  ^  la  ««raM»  «  h  ^a«é  4m  4^im9é^  m^  éi^\ 
Ain  jpcoduit  d^  Vàtiumuà  ^f^f  U  mwmi^fé^  »,  ^ii^pptimit  h  iim^ 

les  points  de  la  parjibolje  ejt  .la  caractérise  commp  l^eu 
géométrique. 

Cependant  les  «eeli«^e  eoniques  «'étaient  pas  «oofiîAévies 
%  ^ee  )^oîiit  46  vue,  ^âiec  les  «ooie&s,  «t  mAme  i'^ipse  o'est 
jiMnaiir  éiêxAe  4:amm%  le  tien  Ae  io«i6  ies  pointe  dont  A^ 
jàisiafteee  àéoKcpoiMs4omiés<6rneiiiiaiie«o««ie«on9t«A4e. 
—  Au  contraire,  les  lieux  géométriques  jouaient  }ys^  |^Jw4 
rôle  dans  la  planimétrie  et  dans  la  stéréométrie.  Proclus 
noiA^  jcii^  uxï  cerlAÎjD  Merma^ime  à»  Cohphçn  «qui  ae  Aérait 
occupé  d'eux  et  leur  aurait  consacré  un  oujv^rage.  Pappus^  de 
son  côté,  cite  Aristée,  le  dernier  mathématicien  important 
avant  la  fondation  de  J'Ecole  d'Alexandrie,  comnie  Tauteiir 
d'un  traité  sur  les  lieux  géométriques.  Aristéej  fut  aussi  le 
premier  qui  écrivit  les  «  Elémcuits  des  sectiojtis  coniques  .». 
D'après  le  témoignage  xle  Pappiis^  Euclide  aurait  pris  ces 
^Éléments  pour  base  de  eon  œjujrre. 

Avec  Àristée  nous  fermons  la  série  des  inathématiciens 
qui  précèdent  Cw^de  ;  et  avec  lui  nous  fermons  la  période 
.du  dé«elojpgp«anejit  proprement  dit  ,de  Xa  géox»&tr\e  ^necqup. 
C'est  maintenant,  c*est.av.ec  la  JtQAdatioa^.deA'B.cole4'Ale^&P- 
drie  que  commence,  .sur  la  base  des  recherches  faites  jus- 
qu'à ce  jour,  l'édificaition  systématique  des  sciences  mathé- 
sa9^iq^udSfi9ir£ucilidefÀrchmide  «t  Affiliamifi^  H».^  ^yant 
d'Acxiv-erÀ.celte  j)érJode  florissAate  d^  Ytùolç^  d^e^  HUà^BJ^ 
matiflw&f  il  AOius  idéale  ^  î^r  inu  «cqo»^  jL'm^  ^^^  )^,  S^^gi^ 
de  l'astronomie  ^^  je  1*  philosophie  lv%\\\reVl^  ^»tf»*  f  i«*» 
jusqu'à  Euclii^ 


!'♦' 


—  340  — 


f    t«i 


.".It 


CONCOURS  GENERAL  DE  1878 


i>i-  Solution  par  H.  Ia.  4e  iMmmmj  (l*'  prix) 


/. 


Déierminer  les  rayons  des  deux  bases  cTim  tronc  de  edne, 
connaissant  :  4^  la  hauteur  h  du  tronc;S^  kvolumef  qui  est  équi- 
valent aux  —  de  la  sphère  de  diamètre  h;  8^  la  surface  laté- 
rale équivalente  à  celle  du  cercle  de  rayon  a. 
.  On  ne  considérera  que  les  troncs  formés  par  des  plasse  qui  ooih 
.p^  les  arêtes  d^un  même  côté  du  sommet^  et  on  indiquera  U 

nombre  des  solutions  qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  du 

a 
-rapport  -r-  • 

Soient  a;  et  y  les  deax  rayons  de  bases,  l'expression  da 

Yolume  sera  — x—  (ap*  +  y*  +  «y),  et,  comme  par  hypo- 

3 
thèse,  elle  est  égale  aux  —  du  yolume  d'une   sphère  de 

4 

3  I  I 

diamètre  A,  c'est-à-dire  à  —  X  -t-  «A*  ou  -s-  «A*,  on  a 

46  8  * 

la  première  équation  du  problème  : 

■^  (ac*  +  y*  +  Oîy)  =  -g-  wA« 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commuli  %h  et  multipliant  par 
3  les  deux  membres  de  l'équalion  : 

(1)  œ»  +  ï*  +  a;y  =  -1.  A« 

La  surfa<ïe  latérale  a  pour  expression  {l  désignant  l'apo- 
thème du  tronc)  %l  (x  +  y)  ou  w  V**  +  (^  —  y)*  (pc  -}-  y); 
on  a  donc,  après  avoir  éleyé  au  carré,  la  seconde  équation 
du  problème  : 

(2)  {X  +  y)«  (A«.  +  (X  -  yY)  =  a^. 

Pour  résoudre  le  système  des  équations  (1)  et  (9),  on 
peut  employer  plusieurs  méthodes  ; 
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/^  méthode.  —  Prenons  pour  inconnues  auxiliaires  la  som  me 
des  rayons  et  leur  différence;  en  remarquant  que  l'on  a 
identiquement  : 

4œy  =  {x  +  yy  —  {x  —  y)« 
la  première  équation  deyient 


'f 


{X  +  y)«  - 


(X  +  yy  —  (X-  yy 


8    '*• 


ou,  toutes  réductions  faites  : 

(3)  6{x  -f  yy  +  2(0?  —  yY  =  3A« 

d'oïl,  en  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  (x  -^  y)* 
tirée  de  l'équation  (2)  : 

6  a* 

+  2{x  —  yY  =  3A* 


h^  +  {x-  y)« 


ou 


6a*  +  2h^  (X  —  yY  +  2{x  —  y)*  =  3A*  +  3h\x  —  y)« 
d'où  l'on  déduit  l'équation  définitive 

(4)      2(x  —  y)*  —  h*(x  —  y)»  +  6a*  —  3A*  =  o. 

Nous  sommes  ramenés  à  résoudre  une  équation  bi-carrée 
en  05  —  y,  d'oîi  l'on  tire 


aï— !/  =  ±W  — 


V  A*  —  8  (6a*  —  3hy 


^    v^A»=fcV25A*  — 48a* 

oî  —  y  =  ± 2 , 

^  2 

Mais,  les  équations  (1)  et  (2)  étant  symétriques  par  rapport 

à  X  et  y,  on  peut  convenir  d'appeler  toujours  x  la  plus 

grande  des  deux  quantités  o;  et  y  ;  o?  —  y  est  alors  toujoufs 

positif  et  l'on  a  finalement 


w 


CD  —  y  = 


VA»  ±:  \/25fc*  —  48a* 


Portons  maintenant  ces  valeurs   de  x  —  M  ^^^^  Yfeqjaa- 
lion  (3),  il  vient  :  ' 

2 

d'oÎL  enfin 


(6)  X  +  y 


■     ■    >s 


MâiflténMt  eéê  iàimiê  àéX^  f  «léêa-^p  éMUtMo- 
iïti«*,  6il  éil  éêénit  àiéiy  par  IM  «4|tMti6ii« 

Cl)  

(8)  ^  . 

Ùisctusion.  —  Pour  que  les  valeurs  de  oc  et  de  y  soient 
admissibles,  il  faut  d'abord  qu'elles  soient  réelles.  —  Pour 
que  {x  —  yy  soit  réel,  il  faut  que  la  quantité  25A*  —  480* 
soit  positive,  c'estrà-dire  que  Ton  ait  

(9)  -Tr<-:5-     nr< 


Mais  une  valeur  de  (x  —  Jf)*  admissible  doit  être  non- 
sétilemetit  féellé^  maid  eiiôore  positive  pour  que  œ^f  ml 
réel. 

Or,  le  produit  des  rftcines  de  Téquation  (4)  est -; 

nous  sommes  donc  conduits  à  distinguer  3  cas,  suivant  que 

6a*  —  3h*  sera  supéHeur,  lilférieuf  du  égal  à  zéro,  c'esi-à- 

a* 
dire  suivant  que  — p  sera  supérieur,  inférieur    ou   égal  à 

fi 

—  ;  ces  i    hyt)ôthèse$    sont    d'âlUettfd  pô&iibles,  ptjds<|ue 

I  25  tf' 

— —  est  plus  petit  que  *— 7-;  nous  avôiifi  doiiô  déjà  pôur  'zr 

deux  valeurs  principales  — ^ ,  — ^- 

2       4^ 

D'ailleurs  l'équation  (3)  étant  du  premier  degré  par  rap- 
port à  (âo  +  y)'»  ^  chaque  valeur  de  (c  —  y  correspondra 
une  ttletir  de  (x  -j»  y)'  ;  po^r  q^e  ^^^^  valeur  ioit  admii' 
sible,  il  faut  qu'elle  soit  positive,  c*est-à-dire  (voir  équation  3) 
que  3 A»  soit  plus  gfàUd  quê  2{i»  — y)*;  nous  devons  donc 

3  3 

comparer  — Â«  à  (a?  -*•  y)*  ;  or,  en  lnbi^lîlUftnl  -*-A*  à  (a>^)* 


—  aia  — 

Q  3 

dans  l'équation  (4),  on  obtient-^  A* h^-^Ça^  —  SA* 

ou  6a*. 

Le  résultat  de  la  substitutian  est  donc  toujours  positif 
et  par  auite  la  valeur  de  {x  -^  y)*  positi?». 

D'ailleurs  pour  que  a;  et   y  soient  positifs,  il  faut  que 
œ  —  y  soit  plus  petit  que  a:  +  y. 
Ou  6(03  —  y)«  <  6{œ  +  y)" 

6{x  —  y)«  <  3A«  —  2{x  —  y)* 

{x  -  y)«  <  -|-  A». 

3 
Comparons  donc  -x-"  fc*  à  (a?  —  y)^  et  pour  cela  substi- 

3 
tuons  —  A«  à  (ce  —  yY  dans  Téquatio»  (4);  Iq  résultat  4q  la 

9ul)stitution  est 

^  A*-4.  ft*  +  6a*-3A*=9^^-^^**-:9^^*  +  l?r: 
32  8        ^  3« 

iQ2a*  —  qqA* 
ou  enfin  — ^ — r — ^^ — 

32 

Nous  sommes  donc  conduits  à  distinguer  3  cas,  suiTant 
que  1 92a*  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  99A*,  c'est-à-dire 

suivant  que  —77-  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  —25- . 

A*  192 

D'ailleurs  -Sâ^  est  égal  à  —  H —  ou  -L  +  JL 

192  ^  2  192.         2  64 

quantité  plus  petite  que  — g-  ou 1 g-. 

a* 
Gela  posé  (*),  faisons  croître  —-,  en  passant  par  les  trois 

valeurs  principales  que  nous  avons  trouvées  et  qui,  rangées 

dans  l'ordre  croissant,  soat  :  — , ,  — g-, 

Supposons  ^'abord  -rr  plu»  P«Ul  que    "^•,  t^ors,  Aans 


Cj  l/fl  '«/)L^'''^rrdi«cU5sioa  pcrmçti  il,,  u  .^îvTfi  v^^*  î^cYwucui. 


Su  je /*  ^*''"''*'' ^''°''''  *n  S^' 
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réquation  (4)  le  produit  des  racines  est  négatif;  l'une  d'elles 
est  négative  et  à  rejeter,  l'autre  est  positive. 

Mais  -jTj-  est  aussi  plus  petit  que  ,et  192a*  —  99** 

est  plus  petit  que  o;  le  résultat   de  la    substitution    de 
3 
-^  h[  k  {x  —  y)»  est  donc  négatif;  l'une  des  valeurs  de 

o 

3 
(x  —  yY  est  plus  petite  que  -^  A*  et  l'autre  plus  grande; 

o 

comme  il  7  a  une  racine  négative,  c'est  elle  qui  est  plus 
petite;  l'autre  est  plus  grande  et  à  rejeter,  donc  dans  ce 

cas,  o  solution. 

a*  I 

Quand  -^  est  égal  à  —,  le  produit  des  racines  est  égal 

à  zéro,  l'une  des  valeurs  de  {x  —  yY  est  donc  nulle  ;  il  y  a 

dans  ce  cas  une  solution  :  un  cylindre. 

3 
D'ailleurs,  l'autre  racine  est  plus  grande  que  -^  h^  et  à 

o 

rejeter. 
Quand  -r^  est  compris  entre  —  et     ^^    ,  le  produit  des 

racines  est  positif,  et,  comme  leur  somme  l'est  aussi,  elles 

sont  toutes  deux  positives  ;  d'ailleurs,  le  résultat  de  la  sub- 

3 
stitution  de  -?-  h*  étant  toujours  négatif,  une  seule  de  ces 

o 

racines  est  admissible  ;  on  n'a  donc  pour  x  —  y  et  x  +  y 
qu'une  seule  valeur  et  par  suite  un  seul  système  de  valeurs 
pour  a;  et  y. 

Quand  ^-tt-  est  égal  à     ^"   ,  le  résultat  de  la  substitution 

A*  IQ2 

3  3 

de  -^  h*  est  nul  ;  — -  h*  est  donc  une  des  racines  de  l'é- 

o  o 

quation  en  (x  —  y)*  ;  par  suite  pour  cette  racine  x  —  y  est 
égal  &  (c  -|-  y  et  y  est  nul,  c'est-à-dire  qu'on  a  un  cdne; 
d'ailleurs  l'autre  solution  est  admissible. 

Quand  -rr-  est  compris  entre  — 22_  et  — r-,  le  résultat 
A*  ^  192  48 

3 
de  la  substitution  de  -?-  A'  est  positif  ;  donc  les  deux  racines 
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3 
sont  ou  toutes  deux  plus  petites  que  -^  A*  ou  toutes  deux  plus 

o 

A* 
g^randes  ;  leur  somme  étant  égale  à ,  elles  ne  peuvent 

pas  être  toutes  deux  plus  grandes  ;  donc  elles  sont  toutes 
deux  plus  petites  et  par  conséquent  admissibles.  Dans  ce  cas, 
il  semble  qu'il  y  ait  quatre  systèmes  de  solutions,  mais  on 
n'en  a  en  réalité  que  deux. 

I 


I        /   5A«— V25A*  — 480*  ,     I      /T7TTT7f=TÎ 
a?=  — W  — 3 3_4._.y^A«  +  V25A*— 48a* 

y  =—  i/5A«  — ^/TSA*  — 48a* —  i/A«  +  v'25A*  — 480* 


II 


a'  25 

Quand  -r^  est  égal  à  — — -,  on  a  une  solution  double  pour 

ce  —  y;  et  enfin  quand  -rj-  est  plus  grand  que  — g-,  on  n'a 

pas  de  solution. 

Ces  divers  résultats  peuvent  se  résumer  dans  le  tableau 

suivant  : 

a' 
Variation  de  -r^  Nombre  de  solution». 


h' 
o*  I 

o«  I 


I  a' 


—  M»  — 

g*    99  2  sol.  :  I  cône  et  i  Ironc 

à*  19a  de  cône* 

99  a^  2  5  , 

-22»  <  -_  <  __  2  sol. 

IÇ3  A*  48 

a*  25  , 

-AT  >  -:^  o  «»>• 

a* 
Oo  voit  eomme  détail  de  la  discassion   que  — r^-  à  uq 

25 

maximum  — r-,  on  peut  se  proposer  de  le  trouTer  direcle- 
40 

ment. 

Supposons  h^  eonstant,  nous  cherchons  le  maximuiu  de  a^ 
ouy  d*après  Téquation  (2),  de 

{X  +  yy  (A«  +  (a?  -  y)« 
ee  que  l'on  peut  écrire 
10    [(a;«  -f.  y«  +  flcy)  +  ojy]  [A«  4.  (a^  +  y»  +  jcy )  —  3xj] 

=  [^  A^  +  xy]  [h'+^  h-  -  3xy] 
Ce  dernier  produit  est  lui-même  égal  à 

OU,  en  développant. 

Nous  donc  ramenés  finalement  à  trouver  le  maximum  de 

2h*xy  —  2405'^*  =  xy  [A*  —  1 2xy] 

ou  de  i2xy  (A*  —  i2xy),  c'est-à-dire  le  maximum  du  produit 

de  deux  quantités  dont  la  somme  est  constante;  ce  maximom 

a  lieu  quand  les  facteurs  sont  égaux,  c'esi-ànlire  quand 

xy  est  égal  à  . 

et  alors  a*  est  égal  (voir  équation  10)  à 

(■T"0(*'+T'-^) 

loA*  3oA« 

ou  a  X 


24  24 

25A" 

ou  enfin  à 5 — ;  ce  que  nous  avions  déjà  trouvé  par  un* 

40 

autre  méthode. 
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Autre  uiuttûn  : 

Au  Heu  de  prendra  pour  inconnaes  k  somme  et  la  diffé- 
rence des  lûconnaes,  on  anrail  pn  prendre  xjr  et  x  -|-  y. 

La  seconde  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(X  4-  y)*  [h*  +  ix  +  y)*  -4œy]  =  a' 
d'oà,  en  tenant  compte  de  l'équation  et  de  la  relation 

xy 

iœ  +  y)«  [a«  +  (aj  +  y)«  -  4  (0?  +  î^)  +  -f  **]  =  *'' 

(os  +  y)»  [2A«  —  6  (x  +  y)*  +  3A»]  =  o*. 
6(x  -\-  y)*  —  5h*  (x  +  yY  -\-  ao*  =  o. 


X 

+ 

y  = 

5A' 

_,/5A'± 

V25A*  — 

48a* 

V 

12 

tuy 

'  d=  ^25A*  — 

48a* 

3 

^^^^ 

12 

A»  +  2  v^25A*  —  48a* 

8 

~  h* 


24 
a;  et  y  seront  par  conséquent  les  racines  d'une  équation  du 
second  degré. 


1/25 A*  —  48a*      ,     A*  +  a  VaSA*  —  48a* 

4-  "  "  9' 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


QUESTION  118. 

Mlatlvn  ptr  BIM.  Riuss,  de  Belfort  et  DmoaTAin,  de  Doullens. 

On  donne  un  trapèze  ABGD  par  les  êomtneU  duquel  on  mène 
quati*e  drùitei  paratUles  entre  elles  jnsqWà  leur  intereectîon 
avec  les  diagonales  OU  leur  prolongen^eM.  Bn  joiqwint  consécur 
tivement  les  points   de  rencontre,  un    ohliet^^  ^^  quodrilalère 
MNPQ. 

!•  Démontrer  ^^^  ce  quaéilatéte  eèt       ^••^J^P^'*'^ 


\ 


\ 
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2^  Que  sa  surface  est  constante;  en  déterminer  la  valeur.  On 
supposera  connus  Vangle  0  des  diagonales  et  les  droites  OA, 
OB,  OC»  OD  r^résentées  respectivement  par  a,  b,  c»  d  ; 

9^  Que  le  rapport  des  bases  de  ce  trapèze  est  inva$Hable; 

4®  Déterminer  à  quelle  position  de  MQ  et  à  quelle  valeur  de 
Fangk  OBQ  répond  le  minimum  de  leur  somme. 

Démontrer  en  outre  que  : 

S"  Les  points  (PQ,  BG),  (MN,  AD)  et  0  sont  en  Ugne  drmU; 

e^"  De  même  les  points  (AP,  CM),  (NB,  DQ)  et  O  ; 

V  De  même  les  points  (MB,  MQ),  (NQ,  DG)  et  0  ; 

8*  Trouver  les  lieux  géométriques  des  points  (AP,  CM)  et 
(NB,  DQ).  (H.  Lecocq.) 

l""  Soient  GP,  BQ,  AM,  DN  les  parallèles  déienainant  les 

sommets  du 
quadrilatère 
MNPQ. 

A  cause  des 
triangles  sem- 
blables OBQ  et 
OND,   OAMet 


OPG,  on  a  respectivement 

OQ  OB 


OM 
OP 


OA 
OG 


ON  OD  ' 

mais  les  triangles  AOB  et  DOG  étant  semblables 

OB  OA 


donc 


OD 

00^ 

OM 


OG 
ON 

OP 


Par  suite  les  triangles  OMQ  et  ONP  ayant  un  angle  égd 
compris  entre  côtés  proportionnels  sont  semblables  et  0HP 
=0PK.  Ges  angles  étant  dans  la  position  d' alternes-internes, 
les  droites  MQ  et  PN  sont  parallèles  et  la  figure  MNPQ  est 
un  trapèze. 

i^  Les  droites  NG  et  DP  étant  partagées  par  les  quatre 
parallèles  en  segments  proportionnels,  on  a 

MP  DB 


d'oîi  l'on  tire 


AG    "■    NQ 
MP  .  NQ  =  AG  •  DB 


(<) 
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O  désignant  l'angle  aigu  des  diagonales,  on  a 

Surf.  MNPQ  =  —  MP  .  NQ  sin  0 
Surf.  ABCD  =  —  AC  .  DB  sin  0 

2 

et  en  Tertu  de  Tégalité  (1) 

Surf.  MNPQ  =  surf.  ABCD  =  —  (a  +  c)  (6  +  d)  sin  0. 

S^"  De  ce  que  les  triangles  MOQ  et  ONP,  OBQ  et  OND  sont 
semblables,  on  a 

NP     _     OP     _    OC  c 

MQ    ""    OM     ""    OA    ■"    a  • 
4^  En  Yertu  de  3^,  on  a 

NP  +  MQ    _    a  +  c 

^Q  ~        a 

relation  qui  montre  que  NP  -|-  MQ  sera  minimum  en  même 

temps  que  MQ.  Or  le  triangle  MOQ  donne 

MQ      _        MO        _         OQ 

sin  0    ~    sin  OQM    ~    sin  OMQ 

d'oîi  l'on  tire 

^y^  _    MO  .  QO  sin»  0 

^   ~    sin  OQM  .  OMQ 

OM  6 

0^'  --r-  =  -Qôr 

Donc,  MO  .  OQ  =  ab. 

Dès  lors,       W?  =  ab  sin»  0 


sin  OQM  .  sin  OMQ 
MQ  sera  minimum  quand  le  produit  des  sinus  des  angles 
OQM   et  OMQ  sera  maximum.  Ce  qui  aura  lieu  quand  ces 

angles  seront  égaux.   Alors  OM  z=  OQ  =  yfaby  de  même 

ON  =  OP  =  v'Sc^  MQ  =  2  ^  cos  -^  et  NP  =  2  Vdc 
0 


2 


cos  — 

2 


Le  *riaiig»K  /^^C  donne 

^        gin  (0  +  OBQ)    _      b 

sin  OBQ  OQ  ' 


.y 


Dans  le  eas  da  niiiûn«m  OQ  =  v«i 

dès  lors  mn  (Q  +  OBQ)    _  ^/i^ 

sin  OBQ         ~  v'^ 

sin  Ovâb 

par  suite       IgOBQ  =  — r^        ■  ■  ■ — • 

*^  b  —  Va6    cos  0 

Os  8Vl  ftte  dans  im  irfhin  les  miliettx  des  deux  bases, 
le  paînt  de  eaoeottES  des  diagojiAles  £t  le  poiaft  de  gobcouis 
des  deux  c6tés  non  parallèles  sont  quatre  poinls  isn  hgm 
droite. 

La  droite  qui  joint  les  miliraK  des  lisses  AH,  BQ  da 
trapèze  ABMQ  passe  donc  en  0.  Qr^  FelaUYCunent  iui  tra- 
pèze ANMD,  la  drodte  qui  passe  par  O  et  le  milieu  de  AM 
passe  par  (AD,  MN)  et  le  tmlien  de  M©.  On  verrail  de  même 
qu'elle  passe  par  (BC,  PQ)  et  le  milieu  de  PC. 

Le  point  0,  les  points  (BG,  PQ),  (AD,  NM)  ai  les  milieux 
des  droites  PC,  BQ;  AM,  ND  «étant  des  points  en  li^e 
droite,  6*  et  3*  «e  démontrent  «oanne  S*. 

8®  Soit  V  le  point  de  rencontre  des  droites  MB,  DQ.  Cqj»- 
truisons  un  second  tcapèse  selon  les  conditions  imposées, 
et,  pour  plus  de  «simplicité,  ne  marquons  que  les  points 
nécessaires  à  la  démonstration  K  et  Q'.  Soit  Y'  le  point  de 
rencontre  des  droites  N'B,  DQ', 

A  cause  des  parallèles  BQ,  ND 

VQ  _  BQ 
TD  ~  ND 
VQ'  BQ' 


de  même  y,^    —    ^^^   , 

mais  les  triangles  SQQ',  NIDN',  dont  leejeùtis  sont  païaMMnr 
deux  à  deux,  sont  semblables  et 

BQ  BQ' 


donc 


ND    ~    ND 
VQ  VQ' 


VD  V'D 

Ce  qui  montre  que  W  et  ^'  ^ondt  parallèles.  Or,  V  est 


um  peîiii  qtteic«B^e  4<i  Hem^  daae  le  lieu  Aewandé-est  ne 
parallèle  \  la  dtagonaîe  AG  du  trapbze. 

Be  mèsM  le  lieu  des  poiiàits  (PA,  CM)  esi  uae  pttPaUÀle 
Tautre  4Lv»g(male  BD. 
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f^  s^eende  pntie  île  «et  otHra^i»,  dont  hoim  -wrom  Ûéjk  parlé  dans  le 
Journal,  nous  a  plus  vivement  intéressé  encore  que  la  première.  Les  auteurs 
ont  donné,  dans  un  ouvrage  de  bible  ¥dluroe,  «in  ^imod  nombre  de  rensei- 
gnements fort  intéressants  à  liien  des  points  de  itte,  I  une  époque  où  l'on 
se  préoccupe  tant,  et  avi^c  raison,  de  perfectionner  le  trava*]  mécaniqae.— 
Dw*  plus,  par  les  problèmes  du  second  volume,  ils  engagent  les  élèves  à  bi(>n 
se  rendre  compte  du  mouvement  d'une  machine,  en  proposant  comme  eiercices 
l'étude  de  mécanismes  bien  connus  et  surtout  bien  usuels.  —  Dans  le 
trotsiëme  volume  nous  trouvons  des  exercices  relatifs  aox  proporiéons  à 
donner  aux  madiines,  et  au  rendement  des  dKers  agents  moteurs  employés 
ûann  4*rné«Mti>le.  —  C  est  pafr  4es  applications  «Mimériqnes  que  Ton  fait  bim 
«ai«ir  aux ^èvc-s  l'intérêt  deti  théories  que  Ion  a  développées  «n  «ours  et 
surtout  lorsque  Ton  a  soin  de  choisir,  dans  les  exercices  que  l'on  propose 
aux  élèves,  des  nombres  réels,  et  non  pas  dos  diilTres  pris  au  lias  rd. 

£n  résomé,  ooirs  dirons  que  MM.  Mondiet  et  Tbaboarhi  ont  rendu  semrire 

&  renseignement  praiiq^ie  en  publiant  leur  ouvrage,  et  nous  nlavons-i^u'iMi 

vœu   à  exprimer,  c'est  qu3,   dans  une  seconde  édition,    ils  veuillent  bien 

fraircliir  «n  fN>ti  A»  Hmires  ^i  programme  offliciel,  surtout  dans  la  ^partie 

-ëdut  mous  nous  occupons  aujourd'hui,  et  donner  plus  de  détails  aur  ia 

mécanique  appliquée. 

A.  n. 

fikBRCices  m  mobiAkes  d'Aix^èh»,  rwHêsU  'gradué  far 
MU.  Mmf  st  TzAinr,  maîtres  à  XÈcok  inèustrielk  canto^e,  i 
Laïusanne.  —  Première  ^érie,  —  Sœemws  «t  irépmms.  — 
Paris,  librairie  Delagrave. 

Nous  JMTons  le  jplsiêir  ^^  signaler  un  ouvrage  fort  utile  aux  maîtres  et 
aux  élèves  studieux  cesi  un  recueil  de  problèmes  et  exercices  d'algèbre, 
dû  à  deux  inaltr».  Ae  1  Ecole  iodustrielle  de  Lausanne.  —  Les  recueils  de 
Y^oblënies  d  a/g^h  franÇ*'*  "®  manquent  pas,  il  est  vrai,  mais  ils  ont  un 
4neeBrémeD(  :  J^^  L,t  ^mi  «hwuffisattU  ou  trop  complets.  InsuffisanU, 
Jowqu'iis  ne  c^^^  '^^ttl  que  •*«  énoncés,  «ans  indlGaition  de  solutions,  et 
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trop  complets  lorsqu'ils  renferment  sealemeot  des  problèmes  résolus.  Sui- 
vant  ici  l'exemple  qae  leur  ont  donné  les  ouvrages  anglais  dont  ib  dédi- 
rent eux-mêmes  s'être  inspirés,  les  auteurs  ont  eu  soin  d'indiquer  seuiesaii 
lés  énoncés  et  les  résultats.  Les  prolfesseurs  peuvent  donc  yéri6er  iadleBai 
les  résultats  numériques,  en  même  temps  qu'ils  corrigent  le  devoir  au  pom 
de  vue  du  raisonnement  et  les  élèves  sont  obligés  de  travailler  pour  obtenir 
le  résultat  indiqué.  —  Une  divergence  entre  leur  résoltat  et  celui  qot  ot 
donné  leur  signale  immédiatement  une  faute,  et  rappelle  leur  aUentioa  su- 
ie travail  qu'ils  ont  fait  ;  quelques  exercices  de  cette  nature  suffisent  posr 
habituer  les  élèves  au  calcul  algébrique. 

Signalons,  dans  l'ouvrage  qui  nous  occupe,  des  indications  historiqno 
fréquentes  et  nous  aurons  montré  les  divers  services  que  peut  rendre  a 
petit  volume;  nous  désirons  que  les  auteurs  fassent  paraître  procbaineBieit 
la  seconde  série,  qui  doit,  disent-ils,  conduire  au  delà  du  second  degré, 
et  nous  espérons  aussi  qu'ils  donneront  la  troisième  série  qn* ils  prometteo^ 
et  qui  complétera  un  bon  recueil  de  problèmes  et  exercices  d'algèbre. 

▲.  H. 


QUESTIONS    PROPOSÉES 

(Toutes  ces  questions  sont  extraites  de  Tke  EdwxUianal  Time$.] 


131.  —  Si,  dans  un  quadrilatère  quelconque,  on  considère 
les  quatre  cercles  tangents  à  un  côté  et  au  prolongement 
des  deux  côtés  adjacents,  les  centres  de  ces  cercles  sont 
sur  une  même  circonférence. 

132.  —  Démontrer  que  le  produit  de  cinq  nombres  entiers 
consécutifs  ne   peut  pas  être  le  carré  d'un  nombre  entier. 

133.  —  ABCD  et  AB'G'D'  sont  deux  carrés  tels  que  BAff, 
DAD'  sont  des  lignes  droites.  B'G  coupe  AD  en  E,  et  CD 
coupe  AB'  en  F.  Prouver  que  Â£  et  AF  sont  des  lignes 
égales. 

134.  —  Construire  un  triangle  semblable  à  un  triangle 
donné,  ayant  un  de  ses  sommets  en  un  point  donné,  et 
les  deux  autres  sur  deux  droites  données. 

I  Rédacteui^jérant, 

I  J.  BOURGET. 

i  ■       ■■  i      »ii         I  .     I.     .  Il 

[  IMPàlHBlIK  CRlITftALB  DBS  CHBMIH8  DB  FBB.  ^  A.  CHAIX  BT  C*«, 

BOB  BBBGÈBB,  SO.  A  PABIS.  ^  ITVTS-S. 

i 
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THEORIE  DES  AXES  RADICAUX 

Par  A.  MoMl. 

[Suite,  voir  pages  257,  289  et  321.) 


§  VI.  De  rinve)*sion  des  systèmes  de  cercles. 

XXVIII.  On  appelle  figure  anallagmatiqtie  une  figure  qui  se 
transforme  en  elle-même  par  inversion.  Nous  appellerons 
cercle  de  reproduction  le  cercle  d'inversion  particulier  qui  rend 
la  figure  anallagmatique.  Il  y  a  lieu  de  rechercher  dans  quels 
cas  la  figure  formée  par  un  ou  plusieurs  cercles  est  anal- 
lagmatique. 

!*•  Un  cercle  est  une  figure  anallagmatique  en  prenant 
pour  pôle  un  point  quelconque  et  pour  module  d'inversion 
la  puissance  de  ce  point.  Donc,  si  le  pôle  est  extérieur,  le 
cercle  de  reproduction  est  un  cercle  orthogonal  au  cercle 
donné  ;  si  le  pôle  est  intérieur,  le  cercle  de  reproduction 
devient  imaginaire. 

2^  La  figure  formée  par  un  système  de  cercles  ayant 
môme  axe  radical,  est  anallagmatique  en  prenant  pour 
cercle  de  reproduction  un  cercle  orthogonal  quelconque,  et 
par  conséquent  le  cercle  de  reproduction  est  un  point  quel- 
conque de  Taxe  radical  commun. 

3**  La  figure  formée  par  un  système  de  trois  cercles  quel- 
conques est  anallagmatique  en  prenant  pour  pôle  le  centre 
radical,  et  pour  module  la  puissance  commune  de  ce  point 
par  rapport  aux  trois  cercles.  Le  cercle  de  reproduction  est 
donc  le  cercle  radical. 

XXIX.  Bané  |gg  exemples  précédents,  nous  avons  supposé 
que  chaque  Ce^^/jje  se  transforme  en  lui-même.  Dans  un 
sysihme  de  d^.  cercles,  chacun  des  cercles  peut  se  trans- 
former dans  J>  'f^e,  ^^  ^^^^^  ^^  ^^^*  prendre  pour  pôle  d'in- 
version Vuix  .^^^V, autres  de  similitude   et  pour  cercle  de 


roproduc«0|j  \0   ^^g  cercles  bissecteurs. 


0- 
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XXX.  De  Cinversion  d'un  système  de  cercles  ayant  même  axe 
radical  pour  un  pôle  qtielconque,  —  Lorsque  tous  les  cercles 
passent  par  deux  points  réels^  il  est  clair  que  tous  les  cer- 
cles réciproques  passent  par  deux  points  réels  qui,  sont  les 
réciproques  des  premiers.  —  Lorsque  les  cercles  n'ont  au- 
cun point  commun,  la  figure  inverse  est  encore  un  systèmp 
de  cercles  ayant  même  axe  radical,  comme  nous  allons  le 
démontrer. 

En  effet,  si  Ton  considère  le  système  conjugué  de  cercles 
orthogonaux  aux  cercles  donnés,  tous  les  cercles  de  ce  nou- 
Teau  système  passant  par  deux  points  fixes  réels.  Dans 
Tin  version,  ce  second  système  se  transforme  en  un  troisième 
passant  par  deux  points  fixes  réels,  et  d'après  le  principe 
de  la  conservation  des  angles,  un  cercle  quelconque  du 
premier  système  se  transformera  en  un  cercle  orthogonal  à 
ce  troisième  système.  Donc,  les  cercles  du  premier  système 
se  transformeront  en  un  système  de  cercles  orthogonaux  aux 
cercles  du  troisième  système.  Il  ont  donc  même  axe  radical. 

XXXI.  Dans  l'inversion  de  deux  cercles,  il  y  a  lieu  de  re- 
chercher d'autres  transformations  en  figures   plus  simples. 

Si  les  cercles  se  coupent  en  deux  points  réels,  on  les 
transforme  en  deux  droites  en  prenant  pour  pôle  l'un  des 
points  réels  communs.  On  voit  ainsi,  par  exemple,  que  le 
problème  de  mener  un  cercle  tangent  à  trois  cercles,  doul 
deux  se  coupent,  revient  à  mener  un  cercle  tangent  à  une 
circonférence  et  à  deux  droites.  —  D'ailleurs,  le  problème 
général  du  cercle  tangent  à  trois  cercles  quelconques  peut 
toujours  se  ramener  au  cas  précédent,  puisque  le  centre 
du  cercle  cherché  ne  change  pas  si  l'on  augmente  les  trois 
rayons  d'une  même  quantité. 

XXXII.  On  peut  encore  transformer  la  figure  formée  par 
deux  cercles  qui  ne  se  coupent  pas,  ou  plus  généralement 
la  figure  formée  par  un  système  de  cercles  ayant  môme  axe 
radical,  mais  n'ayant  aucun  point  commun,  en  une  figure 
formée  de  cercles  concentriques. 

En  effet,  si  l'on  prend  pour  pôle  l'un  des  points  limites  L 
du  système,  tous  les  cercles  du  système   conjugué  passent 
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par  le  pôle  et  par  le  second  point  limite  L'.  Donc,  la  ifigure 
donnée  a  pour  inverse  une  série  de  circonférences  coupant 
orthogonalement  un  faisceau  de  droites  concourantes  au  point 
r,  conjugué  de  L'.  Donc  cette  figure  est  formée  par  un  sys- 
tème de  circonférences  concentriques  ayant  pour  centre  l\ 

XXXIII.  Lorsqu'un  cercle  se  transforme  en  un  autre  cercle, 
les  centres  des  deux  cercles  réciproques  ne  sont  pas  des  points 
correspondants.  En  effet,  si  par  le  centre  0  d'inversion,  je 
mène  des  tangentes  au  premier  cercle  G,  le  second  cercle  G' 
est  tangent  aux  mêmes  droites;  par  conséquent,  le  cercle 
décrit  sur  OG  comme  diamètre  passe  par  le  point  de  contact 
des  tangentes  communes.  Mais  ce  cercle,  passant  par  le 
pôle,  se  transforme  en  une  droite  perpendiculaire  à  OG,  et 
passant  par  les  points  de  contact  des  tangentes  menées 
de  O  au  cercle  G'  Donc  :  Vinverse  du  centre  de  Vun  des  cer- 
cles est  le  pied  de  la  polaire  du  centre  dHnversion  par  rapport 
à  Vautre  cercle. 

Si  Ton  considère  le  système  formé  par  les  deux  cercles, 
on  voit  que  le  pied  de  la  polaire  se  confond  avec  le  point 
limite  du  système  des  deux  cercles.  Donc,  les  inverses  des 
centres  de  deux  cercles  réciproques  sont  les  points  limites  du 
système  des  deux  cercles. 

XXXIV.  Théorème.  —  Si  un  cercle  mobile  coupe  sous  deux 
angles  fixes  deux  cercles  d*un  système  ayant  même  axe  radical^ 
il  coupe  sous  un  angle  fixe  chacun  des  cercles  du  système^  et  en 
particulier  il  est  constamment  tangent  à  deux  cercles  du  système. 

En  effet,  si  Ton  transforme  le  système  en  un  système  de 
cercles  concentriques,  et  si  Ton  considère  un  cercle  quel- 
conque qui  les  coupe,  ce  cercle  coupera  encore  sous  les 
mêmes  angles  tous  les  cercles  concentriques  lorsqu'on  le 
fera  tourner  autour  du  centre  commun  sans  changer  son 
rayon.  En  particulier,  il  sera  tangent  à  deux  cercles  fixes 
de  ce  système  àe  cercles  concentriques. 

Si  les  cer(»jg5  passent  par  deux  points  fixes  réels,  on  trans-^ 
forme  le  SwAme  Q^  ^^  faisceau  de  droites  passant  par  un 
même  poiV .       q\x  !•'•  Si  l'on  considère  un  cercle  quelconque* 
et  tous  l^   ^P  /jjes  homothé tiques  par  rapport  au  point  Lj 
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tous  ces  cercles  couperont  chacune  des  droites  du  faisceau 
sous  le  même  angle,  et  en  particulier  seront  tangents  à 
deux  droites  fixes  du  système. 

On  Toit  ainsi  comment  une  propriété  peut  se  simplifier  par 
la  transformation  d'un  système  de  cercles  en  un  système 
plus  simple. 

XXXV.  Il  y  a  lieu  de  chercher  dans  quel  cas  la  figure 
formée  par  un  système  de  deux  cercles  peut  être  transformée 
en  un  système  de  deux  cercles  égaux. 

1.  Lorsque  les  cercles  se  coupent,  il  est  éyident  que  si 
Ton  prend  pour  pôle  un  point  quelconque  du  cercle  bissecteur, 
ce  cercle  devient  une  droite  ;  les  deux  autres  cercles  Tiennent 
couper  cette  droite  aux  mêmes  points  sous  des  angles  égaux. 
Donc  les  rayons  des  cercles  transformés  sont  égaux. 

2.  Lorsque  les  deux  cercles  ne  se  coupent  pas,  l'un  des 
cercles  bissecteurs^est  toujours  réel.  En  désignant  par  r  etr' 
les  rayons  des  deux  cercles,  parp  et  p'  les  puissances  du  pôle 
par  rapport  &  chacun  d'eux,  les  rayons  des  cercles  réciproques 

seront  -^-— ,        ,   ,  |a  étant  le  module  d'inversion.  Pour  que 
P         P 

ces  cercles  soient  égaux,  il  faut  que  Ton  ait  -^  =  db  -^. 

Donc  le  lieu  des  pôles  donnant  lieu  à  une  transformation  en 
deux  cercles  égaux  est  le  lieu  des  points  dont  les*  distances 
circulaires  aux  deux  cercles  donnés  sont  égales.  C'est  l'un 
ou  l'autre  des  cercles  bissecteurs. 

Dans  ce  cas,  en  prenant  pour  pôle  un  point  du  cercle 
bissecteur  qui  est  toujours  réel,  les  deux  cercles  se  trans- 
forment en  deux  cercles  égaux,  et  le  cercle  bissecteur  en 
leur  axe  radical  qui  passe  par  le  milieu  de  la  ligne  des 
centres. 

XXXVI.  Corollaire  I.  —  Tous  les  cercles  tangents  à  deux 
cercles  coupent  à  angle  droit  Fun  des  cercles  bissecteurs. 

Corollaire  II.  —  Si  deux  cercles  sont  tangents  entre  eux 
^et  à  deux  autres  cercles ,  le  point  de  contact  des  premiers  est 
sur  le  cercle  bissecteur. 
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Corollaire  III.  —  Tout  cercle  qui  coupe  sous  des  angles 
égaux  deux  cercles  donnés^  est  orthogonal  au  cercle  bissecteur. 

En  effet,  ces  trois  propriétés  deviennent  évidentes  dans 
le  cas  de  deux  cercles  égaux. 

XXXVII.  Nous  avons  vu  que  la  figure  formée  par  trois 
cercles  quelconques  était  anallagmatique,  en  prenant  pour 
cercle  d'inversion  le  centre  radical.  —  Si  Ton  considère  un 
cercle  tangent  aux  trois  cercles  donnés,  il  se  transformera 
en  un  autre  cercle  tangent  aux  trois  cercles  donnés.  Donc  : 
Les  points  de  contact  de  deux  cercles  tangents  d*un  même  couple 
par  rapport  à  trois  cercles  donnés  avec  un  même  cercle^  sont 
réciproques  par  rapport  au  cercle  radicaly  et  par  suite  en  ligne 
droite  avec  le  centre  radical. 

D'autre  part,  puisque  les  trois  cercles  se  transforment  en 
eux-mêmes,  il  en  est  de  même  de  chacun  des  cercles  bis- 
secteurs de  ces  cercles  pris  deux  à  deux  qui  se  transforment 
en  eux-mêmes.  Par  conséquent  ces  cercles  bissecteurs  cou- 
pent à  angle  droit  le  cercle  radical. 

Ainsi,  en  résumé  :  La  figure  formée  par  les  trois  cercles, 
leurs  six  cercles  bissecteurs  et  leurs  huit  cercles  tangents  y  est 
anallagmatique  par  rapport  au  centre  radical. 

XXXVIII.  Théorème.  —  Les  cercles  bissecteurs  de  trois 
cercles  pris  deux  à  deux  passent  par  les  deux  mêmes  points. 

En  effet,  si  Ton  prend  pour  pôle  l'un  des  points  d'inter- 
section de  deux  cercles  bissecteurs,  ces  trois  cercles  se  trans- 
forment en  un  système  de  trois  cercles  de  rayons  égaux. 
Donc  le  pôle  appartient  au  troisième  cercle  bissecteur. 

Ces  deux  points  sont  à  égale  distance  citcviVaire  des  trois 
cercles. 

Corollaire.  —  Ces  trois  cercles  passaTiV.  ^^t  ôl^^wx^  mêmes 
points,  ont  leurs  centres  en  ligne  iroit®»  ^"^  ç^omme  ^^^^^ 
centres  sont  les  centres  de  sini\\x\,Y.A        o*».  t^V^^'^'^^^^  ^ 
prié  té  de  Taxe  de  similitude.  '  ^^  ^ou<i 

La  figure  formée  par  trois  cercl,^  t  O^^"^^^  T^tcX^^  ^"^ 

être  transformée   en  la  figure   f ^^^  ^^^  ^^  ^^'''!«.0.^^^^«'''^ 
rayons  ég^      p^^,  ce  cas,  la  Oo^^^M^  f  ^    ^"^  VK  ^^^^^ 
'  '""  '^5  est  immédiate.    ^^S'^^ 
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NOTE  D'ALGEBRE 

par  M.  Fajon,  professeur  de  rUniversité. 


ÉtiAde  des  variations  de  la  fonction  y  =  ,  ,  .  , , — ^ — r- 
X  croissant  depuis  —  oo  jusqu'à  -[-  «> . 

Nous  supposons  que  les  deux  trinômes  aoc^  +  bx  -{-  Ct 
a'x*  -f-  b'x  -f-  c'  n'ont  pas  de  racines  communes. 

i.  Continuité  de  la  fonction.  —  La  fonction  y  est  continue, 
lorsqu'elle  n'est  pas  infinie. 

On  démontre  dans  quelques  traités  d'algèbre  éléntientaire 
que  le  trinôme  du  second  degré  ax*  -}-  ^^  +  c  est  une 
fonction  continue.  Il  est  facile  d'en  conclure  la  continuité 
de  la  fonction  y,  lorsque  y  n'est  pas  infini. 

Soit  -— -  la    valeur  déterminée    que   prend  y^  lorsqu'on 

donne  à  x  une  valeur  réelle  autre  que  les  racines  du  déno- 
minateur a'x^  4~  ^'^  4"  ^'9  ^^  P>  ^  ^^3  accroissements  positifs 
ou  négatifs  de  À,  de  B  et  d'j/,  lorsque  cette  valeur  de  x  croit 
d'une  quantité  positive  h  aussi  petite  qu'on  voudra.  On  a  : 

_    A  +  g A^  _    B«  —  Ap 

-     B  +  p  B-(B  +  p)B 

h  étant  infiniment  petit,  il  en  est  de  même  de  a  et  de  p. 
Donc  le  numérateur  Ba  -^  A^  tend  vers  zéro,  tandis  que  le 
dénominateur  tend  vers  B*.  Donc  E  tend  vers  zéro. 

Remarque.  Si  les  racines  du  trinôme  ax*  +  ^'^  +  ^* 
sont  réelles  et  inégales,  ce  trinôme  s'annule  deux  fois  en 
changeant  de  signe,  le  numérateur  conservant  alors  le  sien. 
Donc  y  passe  deux  fois  par  l'infini  en  changeant  de  signe 
à  chaque  passage. 

Si  les  racines  du  dénominateur  sont  réelles  et  égales,  ce 
trinôme  ne  s'annule  qu'une  fois  et  conserve  son  signe.  Donc 
y  ne  passe  qu'une  fois  à  l'infini  et  ne  change  pas  de  signe 
à  ce  passage. 


*£.  La  (onction  donnée  commence  par  croUre  ou  p 
selon  que  ab'  —  ba'  est  positif  ou  négatif. 

Pour  X  =  ±  oo   on  a  y   =  — ~.  Soit  K  l'acc 

de  y  lorsque  x  croit  de  —  oo  à  une  valeur  nég 
grande  numériquement  qu'on  voudra.  On  aura 

ax*  +  (tàî  +  c  "    _  {^"^  —  "^')  ^  H 

o'y}'  +  *'*^  4-  C  a  c'(o'a;'  -|-  i 

.13  élant  suffisamment  grand  en  valeur  absolue, 
K  est  le  mente  que  celui  du  terme  (6a'  —  ab')x 
ab'  —  6a',  puisque  x  est  négatif. 

Si  ab'  —  6a'  ^  o,  K  a  môme  signe  que  ca'  - 

3.  Maximum  et  minimum  de  y.  —  La  fonction  n 
plus  d'un  maximum  ni  plus  d'un  minimum. 

En  discutant  la  condition  de  réalité  i'x 
Ay'  +  aBi,  +  C  >  o 
on   trouve  immédiatement  les  caraclëres  suivant! 

1"  La  fonction  y  a  des  limites  si  les  racines  du 
sont  réelles  et  inégales  (y    <  y"). 

En  particulier,  la  fonction  est  extérieure  aux  d( 
si  A  est  positif,  intérieure  à  ces  racines  si  A  f 
supérieure  ou  inférieure  à  la  seule  racine  finie  si 
l'autre  racine  étant  infinie  dans  ce  dernier  cas. 

Or,  la  fonction  y  est  continue  lorsqu'elle  n'est 
Donc  y'  et  y"  sont  respectivement  maximum  e 
dans  le  premier  cas,  minimum  el  maximum  dan: 
et  dans  le  troisième  cas  y'  est  minimum  ou  ma 

La  fonction  ne  peut  avoir  d'autre  maximum 
minimum.  Car  si  une  valeur  de  y  autre  que  les 
triuâme  (1}  était  maximum  ou  minimum,  la  îonc 
deux  fois  par  cette  valeur,  devrait  passer  que 
une  valeur  voisine  m.  En  d'autres  leimes,  ^  'i' 
de  y  répondrfljeiit  quatre  valeurs  réelW  de  o^i 
être. 

raines  ^^  V^         ,,^,  égales    ^^  ^^  ^1*3 
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numérateur  et  le  dénoiDinateur  de  la  fonction  y  ont,  dans 

V 

ce  cas,  une  racine  commune  œ  = r-« 

2a 

4.  Lois  générales  des  variations  de  la  fonction. 

Des  principes  précédents  résultent  immédiatement  les  lois 
qui  régissent  la  marche  de  la  fonction  dans  tous  les  cas, 
indépendamment  des  valeurs  de  la  variable. 

!•  La  fonction  n'a  pas  de  limites.  Caractères  B*  —  AC 
^  G,  A  >  G.  —  La  fonction  y  varie  toujours  dans  le  même 
sens,  tant  qu'elle  n'est  pas  infinie,  mais  passe  deux  fois  à 
l'infini  en  changeant  de  signe  à  chaque  passage,  puisque 

A  est  positif. 

a 
Si  donc  ab'  —  ba  >  o,  y  croit  depuis  —  ,  jusqu'à  -f-  *» 

passe  brusquement  à  —  oo  et  croît  depuis  —  oo  jusqu'à 
+  00 ,  passe  de  nouveau  brusquement  à  —  oo  et  croît  enfin 

jusquà  -T. 

Si  ofe'  —  ba'  <  G,  les  variations  ont  lieu  dans  l'ordre  et 
le  sens  inverses. 

^  La  fonction  a  des  limites.  Caractère  général  B*  —  AC  >  o. 
—  Les  variations  changent  de  sens  à  chaque  limite.  Si 
A  <  G,  la  fonction  n'est  jamais  infinie.  Si  A  >  o,  la  fonc- 
tion passe  par  l'infini  avant  et  après  l'une  des  limites  en 
changeant  de  signe  à  chacun  des  deux  passages.  Si  A  =  o, 
elle  passe  une  seule  fois  à  l'infini  en  conservant  son  signe 
et,  par  suite,  en  changeant  de  sens  dans  ses  variations. 

Soit,  par  exemple,  A  >  g,  a6'  —  fta'  >  o,  -;  <  y'  <  y'- 

a 

La  fonction  y  croît  depuis  -r  jusqu'à    son    maximum  y    et 

a 

décroît  ensuite  jusqu'à  —  oo ,  passe  alors   brusquement  à 

+  00  pour  décroître  jusqu'à  son  minimum  y*,  croît  ensuite 

jusqu'à  -f-  00,  passe   brusquement  à  —  oo  et  croît   enfin 

,^    a 
jusqu  a  —  . 
a 

Si  on  veut  le  tableau  des  variations  correspondantes  de 

la  fonction  et  de  la  variable,  il  faut  calculer  les  racines 
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réelles  du  trinôme  ù'œ"^  4"  ^'^  +  ^'y  ainsi  que  les  valeurs 
de  X  correspondantes  à  y  et  y"  au  moyen  de  l'équation 

^^j^zïy       (2). 

2  (ai/  — a) 
Soit  x'  <  x"  ces  deux  valeurs  de  la  variable  x,  a  <  p  les 
racines  réelles  du  trinôme  dx^  -j-  Vx  -f-  c'.  On  aura  ainsi  : 
rr  =  —  00    ...  ic' ,   .   .  a    .    .    .    .     a?"  .   .   .  p     .   .     -f-oo 

y  =•         — r  •••  !/'•••  —  00  I  +^  •••  y"  •••  +  «>  I  — 00  ... — 

CL  (maximum)  (MlNlilUM)  O. 

La  courbe  de  la  fonction  a,  dans  ce  cas,  six  branches  in- 
finies asymptotes  deux  à  deux  à  une  parallèle  à  l'axe  des 

oî,  y  =  — 7  ,  et  à  deux  parallèles  à  Taxe  des  y,  a:  =  a,  ce  =  g. 

Cw 

Elle  est  extérieure  à  deux  tangentes  parallèles  à  Taxe  des 
œ  menées  aux  points  où  l'ordonnée  est  maximum  ou  mini- 
mum. 

Il  est  très-facile  de  définir  dans  les  autres  cas  la  courbe 
de  la  fonction  au  moyen  du  tableau  des  variations  de  la 

fonction  et  de  la  variable. 

d 
Soit,  par  exemple,  A  =  o,  oft'  —  ba'  >  o,  -7  >  y',  y  est 

...  a  ...     ce'     ...      -|-  00 

...    -f-    00  I  +  00    ...    y'     ...         — T- 

(MniHCM)  (1 

La  courbe  a  quatre  branches  infinies  asymptotes  deux  à 

deux  à  une  parallèle  à  Taxe  des  o?,  y  =  — r ,  et  à  une  parai- 

a 

lèle  à  Taxe  des  y^  x  =  a.  Elle  est  tout  entière  au-dessus 

de  la  tangente  parallèle  à  l'axe  des  x  au  point  de  la  courbe 

dont  l'ordonnée  est  y'. 

5.  Cakul  direct  des  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles  la 
fonction  est  maximum  ou  minimum. 

Il  peut  être  utile  d'avoir  l'équation  qui  détermine  direc- 
tement X  et  a?"  sans  connaître  y'  et  y".  Ot^  oblvenl  évi- 
demment cette  équation  en  éliIIxi^^^^^^  y  euV.TeYfcc\ualion  (i^i 
et  l'équation  proposée,  ce  qui  dox^^x^ 


minimum. 

œ  — 

—  00 

y  = 

a 
a 

•^^.j^zKoc^ca)^^^ 


\ 


\ 
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équation  dont  la  loi  de  formation  est  très-simple.  Ses  racines 
X  et  œ"  étant  calculées,  on  aura  y  et  y"  valeurs  compo- 
santes de  y  au  moyen  de  Téquation 

200;  +  6 

2ax  4"  0 
qui  se  déduit  de  l'équation  (2). 

Soit  X  <  x".  y ,  valeur  de  y  correspondante  à  x\  sera 
maximum  ou  minimum  suivant  que  ab'  —  ha'  est  positif  oa 
négatif. 

Si  M  —  hd  =  0,  réquation  (3)  a  pour  racines 

cV  —  6c  _. 

X  =  — — ', TT,    oc  =  ±  00  . 

2  (oc  —  ca) 

les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  «'=  — 7-,  y*  =  —  ,    et 

c  a 

Ton  reconnaît  que  -7  est  maximum  ou  minimum  selon  que 

ça  ^  ac  est  positif  ou  négatif.  C'est  le  cas  de  la  fonction 

Œ*  -J-  c 

^  ~  a'x*  +  c'  ' 
La  courbe  de  cettte  fonction  a  deux  branches   infinies 

asymptotes  à  la  droite  y  =  -^  et  une  tangente  parallèle  à 

c* 

Taxe  des  x  au  point  dont  Tordonnée  est  — r  • 

c 

Bnfin  si  Ton  remarque  que  lorsque  la  fonction  y  est  cons- 
tante, X  est  indéterminé  dans  l'équation  (3),  on  conclut, 
pour  les  différents  cas  que  présente  la  fonction,  les  carac- 
tères suivants: 

1^  La  fonction  a  des  limites  si  les  racines  de  l'équation  (3) 
sont  réelles  et  inégales; 

2^  Elle  varie  sans  limites  si  les  racines  sont  égales  ou 
imaginaires  ; 

3^  Elle  est  constante  si  x  est  indéterminé. 


—  368  — 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 


SUR    UNE  NOUVELLE  MANIÈRE  DE  MENER    LA    TANOENTB    A  L'ELLIPSB 

PAR  UN  POINT  PRIS  SUR  CETTE  COURBE, 

Par  Slaariee  d'Ilcairne,  élève  au  Collège  Cbaptal. 


I.  La  propriété  énoncée  dans  la  question  n®  114  du  jour* 
nal  nous  a  amené  à  trouver  une  nouvelle  manière  de  cons» 
truire  la  tangente  à  Vellipse,  en  un  point  pris  sur  cette 
courbe. 

Dans  la  méthode  ordinaire,  comme  dans  celle  qui  se 
déduit  de  la  question  n^  106^,  on  a  besoin,  pour  résoudre 
le  problème,  de  connaître  les  foyers  de  Tellipse.  Dans  la 
méthode  que  nous  allons  exposer,  nous  ne  nous  servirons 
que  du  grand  axe  et  même,  dans  la  seconde  partie  de  la 
note,  nous  faisons  voir  comment  on  peut  très-facilement 

appliquer  cette  nou- 
velle construction  de 
la  tangente  à  la  dé- 
A  termination    des 
foyers. 
CSonsidérons  en  un 
^  Fig  I^  point  M  de  l'ellipse, 

a  tangente  MT,  Tor- 
donnée  MH,  et  la  ligne  MO  qui  joint  le  point  M  au 
centre  0  (fig.  4). 

Dans  le  triangle  EMP'"*^*,  MT  est  bissectrice  extérieure, 
MH  hauteur,  MO  médiane  ;  nous  avons  donc  d'après  le  pro- 
blème n«  114.     ^^  +  ^^    —  /ÔhToT 


ou  a  =  /ÔhTÔT 

par  suite       o*  =  OH.OT  et       OT  = 


a* 


OH  ' 


*  Voir  le  numéro  8.  —  Août  1878. 

**  Nous  nons  servons  des  foyers  uniquement  dans  la  démonstration. 


—  sel- 
on tire  de  là  la  construction  suivante  :  après  avoir  mené 
l'ordonnée  MH  du  point  M,  on  porte  sur  une  ligne  quel- 
conque OX  passant  par  0,  et  à  partir  de  ce  point,  une  lon- 
gueur OL  égale  à  a  ;  on  joint  LH,  et  par  le  point  A'  on  mène 
la  parallèle  AT  à  LH  ;  on  a  ainsi  OP,  qui  est  la  troisiënip 
proportionnelle  cherchée;  on  rabat  cette  ligne  sur  le  granil 
axe,  ce  qui  donne  le  point  T;  on  n'a  plus  alors  qu'a 
joindre  MT. 

Remarque.  —  Si  M  est  assez  près  du  sommet  correspondant 
au  petit  axe  pour  que  la  ligne  OT  soit  trop  grande  et  qu'elle 
sorte  des  limites  du  dessin,  on  construit  la  moitié  de  celte 

droite,  ==  —  .    ^^  ,  on  rabat  la  ligne  ainsi  obtenue 

2  2  OH  ° 

sur  AA';  on  a  alors  le  point  T  qu'on  joint  au  milieu  I  de 

MH;  on  n'a  plus  qu'à  mener  par  M  une  parallèle  à  TI. 

II.  Cette  nouvelle  construction  de  la  tangente  à  l'ellipse 
nous  permettra  à  son  tour  de  résoudre  une  autre  question, 
non  moins  intéressante,  et  que  voici  :  Étant  donnés  le  grand 
axe  d'une  ellipse  et  un  point  qt^lconqv^  de  cette  ellipse,  en 
dehors  du  grand  aa?e,  construire  géométriquement  celle  courbe 
ifig.f). 

La  question  revient  à  la  détermination  géométrique  des 
deux  foyers. 
Soient  le  grand  axe  AA  et  le  point  M  dont  la  distance 

au  centre  O  esl 
moindre  que  a.  Il 
nous  faut  cons- 
truire le  triangle 
FMF.  Or,  déter- 
minons par  la  mé- 
thode ci-dessus  ex- 
posée la  tangente 
MT,  et  menons  au  point  M  la»  perpendiculaire  MX  à  celle 
droite.  MN  est  la  normale  à  la  courbe  au  point  M  et,  par 
suite,  la  bissectrice  intérieure  issue  du  sommet  M. 

Gela  fait,  cherchons  à  construire  la  circonférence  circons- 
crite au  triangle  FMF  ;  le  point  0  étant  le  milieu  de  la  base 
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cherchée,  le  centre  de  cette  circonférence  est  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  en  0  à  ÂA'. 

Déplus,  prolongeons  cette  perpendiculaire  et  la  droite  MN 
jusqu'à  leur  rencontre  en  L;  ces  deux  droites  qui  sont, 
l'une  la  perpendiculaire  à  la  base  en  son  milieu,  l'autre  la 
bissectrice  de  Tangle  opposé,  doivent  se  rencontrer  sur 
la  circonférence  circonscrite,  au  milieu  de  Tare  que  sous- 
tend  FF. 

Le  point  L  appartenant  à  la  circonférence  cherchée,  la  ; 

droite  ML  en  est  une  corde.  J'aurai  donc  un  second  lieu 
du  centre  en  élevant  à  la  droite  ML  une  perpendiculaire  en  j 

son  milieu.  L'intersection  des  deux  lieux  me  donne  le  point 
C.  De  ce  point  comme  Qentre,  avec  CM  pour  rayon,  je  décris 
la  circonférence  cherchée  qui  coupe  AA.'  aux  points  F   et  j 

F',  foyers  de  l'ellipse.  Connaissant  le  grand  axe  et  les  foyers,  j 

il  m'est  alors  facile  de  construire  la  courbe.  j 


ETUDE 

SUR 

LES  LIGNES  D'ÉGALE  TEINTE  ET  LE  LAYIS  A  TEINTES  PLATES  1 

Par  M.  CotUloa.  | 

1 
{Suite.  Voir  page  S96.)  , 


Données  admises  (suite).  \ 

Nous  avons  admis,  en  outre,  dans  nos  épures,  les*con-  j 

ditions  suivantes  :  I 

«  Le  corps  à  représenter  est  projeté  orthogonalement  sur  1 

un    plan  vertical;  il  est  éclairé  :  !•  par  des  rayons  directs  \ 

parallèles  dirigés   de  haut  en  bas  et  de   gOiMche  à  droite,  \ 
suivant  la  diagonale  d'un  cube  s'appuyant  car  deux  de  ses 
faces  sur  les  pjgns  de  projection  ;  ^o  ^^^  ^^^  raxjons  de  rejlet 


\ 
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Dans  le  type  poli,  les  effets  des  rayons  directs  se  calcu- 
leront et  se  dessineront  par  la  règle  du  produit  des  eosinas. 
ainsi  que  nous  Payons  yu  plus  haut. 

Les  rayons  de  reflet  produiront  dans  l'ombre  du  corjis 
des  effets  analogues  à  ceux  des  rayons  directs,  mais  rezH 
yersés;  ils  détermineront  un  point  plus  éclairé  que  les  autres 
parties  de  l'ombre  et  analogue  au  point  brillant;  autour  de 
ce  point  brillant  s'étendront  des  courbes  d*égale  teinte 
Jusqu'à  la  limite  de  Tombre.  On  remarquera  qu'aucun  point 
de  la  surface  n'est  éclairé  à  la  fois  par  la  lumière  directe 
et  par  la  lumière  reflétée;  cette  remarque  simplifie  les 
constructions  et  permet  d'étudier,  indépendamment  les 
unes  des  autres,  les  parties  éclairées  directement  et  celles 
éclairées  par  reflet;  la  limite  est  éyidemment  la  ligue 
d'ombre. 

Quant  à  la  lumière  diffuse,  l'expérience  prouye  qu'une 
surface  éclairée  par  une  lumière  uniforme  dans  toutes  \e< 
directions  prend  une  intensité  lumineuse  uniforme,  et  que 
son  modelé  disparaît  complètement. 

C'est  ce  que  l'on  obserye  quelquefois  à  la  campagne  par 
un  ciel  gris  et  chargé  de  nuages;  les  objets  perdent  alors 
leur  relief,  et  s'ils  étaient  éclairés  en  dessous  autant  que 
par  le  ciel,  leurs  formes  deyiendraient  indiscernables. 

La  lumière  diffuse  aura  donc  pour  effet  de  jeter  sur 
l'ensemble  de  la  surface  à  représenter  un  éclairage  uni- 
forme qui  yiendra  se  superposer  à  celui  des  rayons  direcU 
et  des  rayons  de  reflets;  il  est  éyident  que  les  courbes 
d'égale  tointO)  tant  dans  la  lumière  que  dans  l'ombre,  ne 
seront  pas  altérées  dans  leur  forme;  mais  les  intensités 
apparentes  de  toutes  ces  courbes  seront  augmentées  d'une 
môme  quantité  ;  le  point  brillant  sera  plus  éclairé  ;  les  lignes 
d'ombre  et  de  contour  seront  grises  au  lieu  d'être  noires. 

Choix  (f  uri  étalon  du  modeUi 

Il  nous  a  parti  convenable,  pour  la  simplicité  de  l'exécu- 
tion de  nos  épures,  d'adopter  un  étalon  du  modelé.  Nous 
ayons  choisi  la  sphère,  et  nous  nous  sommes   proposé  de 
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tracer  sur  la  projection   de  sa  surface  les  lignes  douées 
d'un  égal  éclat  apparent,  lignes  dites  d'égale  teinte. 

Dans  le  type  poli  ou  type  abstrait,  le  problème  est  des 
plus  faciles  à  résoudre,  et  il  comporte  deux  solutions  prin- 
cipales. 

Nous  ne  décrirons  que  celle  de  ces  solutions  qui  sera 
applicable  aux  types  rugueux  et  trës-rugueux. 

Cette  solution  repose  sur  le  tracé  d'hyperboles  formant 
la  seconde  des  projections  orthogonales  des  courbes  d'égale 
teinte. 

L'on  détermine  ces  dernières  h  l'aide  de  la  méthode  bien 
connue  des  relèvements. 

Dans  l'épure,  on  a  dû  faire  subir  aux  projections  de  la  sphère 
étalon  une  rotation  capable  de  rendre  horizontal  le  rayon 
lumineux  sans  que,  pour  cela,  le  rayon  visuel  cessât  d'être 
perpendiculaire  au  plan  vertical. 

Le  point  brillant  B  se  trouve,  conformément  à  la  théorie 
de  la  réflexion  spéculaire,  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
formé  par  les  rayons  de  la  sphère  respectivement  parallèles 
aux  rayons  lumineux  et  aux  rayons  visuels. 

Les  hyperboles,  projections  horizontales  des  courbes 
d'égale  teinte  de  la  partie  éclairée,  ont  pour  asymptotes 
communes  les  droites  0,  V,  représentant,  l'une,  la  limite 
de  la  partie  éclairée,  Tautre,  la  limite  de  la  partie  visible. 

Pour  la  régularité  de  l'épure  initiale  et  de  celles  qui  en 
dériveront,  nous  avons  réparti  ces  courbes  d'une  manière 
uniforme. 

La  partie  éclairée  par  reflet  est  représentée  par  les  hyper- 
boles  XII  R  et  XI  R,  dont  la  position  se  lie  aux  positions  J 

précédentes  parla  loi  du  rapport  entre  les  valeurs  de  lumière  I 

reflétée  et  de  lumière  directe,  rapport  que  nous  avons  fixé  -     ^ 

arbitrairement  à  0,78.  \ 

Gomme  chacun  sait  tracer  riiyp^T\jQ\e  doti\.\vm  àea^ovnVs 
et  les  asymptotes  sont  connus /,iXo\xsae  dowuetous  î^a  celle 
construciioj^ 

""""'  ^'Ù.rder    les  épures    ^.,  ^.^^0    ^Zu^-S^ 
gueuse,^  ^bor  définir  le  x^^^^y^^é»^^^^^"'^^^" 


—  368  — 

Si  on  admettait  que  la  surface  de  la  sphère  fût  revêtue 
de  stries,  d'inclinaison  constante  et  connue,  dont  la  direction 
se  confondit  avec  celle  de  cercles  méridiens  ayant  pour  équa- 
teur  un  plan  parallèle  aux  rayons  lumineux  et  aux  rayons 
visuels,  ne  serait-il  pas  évident  que  le  point  brillant  du  type 
poli  aurait  subi  un  déplacement  égal  à  l'inclinaison  des 
faces  des  stries  sur  la  surface  générale? 

Et  si,  au  contraire,  on  supposait  les  stries  dirigées  sui- 
vant des  plan€  parallèles  au  plan  équatorial  précité,  un  résul- 
tat singulier  ne  se  produiraiMl  pas?  N'obtiendrait-on  pas 
deux  points  brillants  situés  de  part  et  d'autre  de  Téquateur? 

Cela  étant  admis,  ne  peuiron  pas  conclure  que,  dans  le 
cas  oh  ces  deux  directions  de  stries  coexisteraient  sur  la 
sphère  considérée,  le  point  brillant  résultant  de  cette  dispo- 
sition occuperait  un  espace  intermédiaire  entre  les  positions 
précédentes,  autrement  dit,  il  serait  unique,  mais  élargi,  et 
il  se  rapprocherait  du  point  assigné  à  la  réflexion  spéculaire 
sans  cependant  l'atteindre? 

En  émoussant  légèrement,  au  tiers  de  la  hauteur,  par 
exemple,  les  sommets  des  pyramides  ainsi  obtenues,  en  com- 
blant, de  la  môme  manière,  les  angles  rentrants,  nous  nous 
éloignerions  moins  encore  du  caractère  propre  aux  rugosités 
naturelles.  Le  point  brillant  coïnciderait  alors  avec  celui 
que  nos  épures  vont  déterminer. 

Les  expériences  décrites  plus  haut  ont  eu  pour  but  de 
rechercher,  parmi  quelques  surfaces  rugueuses  usuelles, 
l'expression  de  la  rugosité,  c'est-à-dire  l'angle  d'inclinai- 
son sur  la  surface  générale  qu'il  faudrait  donner  à  des  stries 
appartenant  à  la  série  des  méridiens,  pour  que  l'angle  de 
rotation  capable  de  faire  surgir  le  point  brillant  fût  d'une 
valeur  égale  dans  les  deux  hypothèses,  naturelle  et  fictive. 

Cet  exposé  étant  fait,  nous  ajouterons  que,  dans  l'épure 
des  lignes  d'égale  teinte  de  la  sphère  étalon,  type  rugueux 
ou  type  moyen,  adopté  dans  le  lavis  de  colonne  torse  exposé, 
le  point  brillant  B' a  subi  un  déplacement  de  i3®  41'  égal 
précisément  à  l'expression  de  rugosité  de  la  surface  consi- 
dérée. L'asymptote  0',  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  ne  subit 
aucun  déplacement. 
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Quant  à  Tasymptote  V  et  à  sa  correspondante  V'R,  elles 
ont   glissé  aussi  de  i3^  41'. 

Les  points  de  division  à  établir  sur  la  circonférence  formant 
projection  horizontale  de  la  sphère  obéissent,  dans  leur 
déplacement,  à  une  loi  très-simple  des  progressions  arithmé- 
tiques, loi  qu'il  est  superflu  de  rappeler  ici. 

L'on  connaîtra  donc  deux  des  points  de  chacune  deshyper- 
I>oles  ;  mais  comme  ces  points  seront  inégalement  distants 
des  asymptotes  fondamentales,  il  conviendra  de  faire  glisser 
celles-ci  d'une  quantité  convenable  pour  ramener  ces  distan- 
ces à  l'égalité  sans  changer  l'angle  d'ouverture  des  asymp- 
totes. 

Dans  l'épure  de  la  sphère  étalon,  type  très-rugueux  ou 
type  extrême,  le  déplacement  du  point  brillant  B"  a  été  de 
27**  22'  égal  à  l'expression  de  rugosité. 

Des  opérations  analogues  aux  précédentes  ont  permis 
d'efTectuer  la  construction  des  lignes  d'égale  teinte. 

Nous  avons  obtenu,  en  procédant  ainsi,  trois  étalons  per- 
mettant le  tracé  rapide  des  courbes  d'égale  teinte  et  l'appli- 
cation rationnelle  du  lavis  sur  une  surface  géométrique  quel- 
conque. 

A  cet  effet,  nous  remarquerons  que  l'éclairage  apparent 
des  surfaces  est  le  même  dans  les  points  oh  les  normales 
sont  parallèles. 
Par  conséquent: 

«  Pour  trouver  l'éclairage  apparent  en  un  point  d'une  sur- 
face donnée,  il  suffit  de  mener  à  cette  surface  la  normale  au 
point  considéré  et  un  rayon  de  la  sphère  étalon,  parallèle 
à  cette  normale;  l'éclairage  apparent  de  la  sphère  étalon,  à 
Textrémité  de  ce  rayon,  sera  le  même  que  celui  de  la  sur- 
face, au  point  considéré.  » 

En  détermiQgiit  et  numérotant  par  ce  procédé  l'éclairage 
apparent  etx  (Jj/f^rents  points  de  la  surface  proposée,  il  devient 
facile  de  tr^        j^g   courbes  d'égale  teinte  et  d'achever  le 
modelé.        ^^^^  ^ 

On  ^'ai^  reste,  des  remarques  suivantes,  évidentes 

or  ^'^0|^^^  /  0rent (abstraction  faite  des  ombres  portées 


ir 


X"' 


—  370  — 

et  des  effets  de  perspective  aérienne,  négligeables  lorsque 
rétendue  du  corps  à  représenter  est  limitée  aux  dimensions 
ordinaires)  est  uniforme  dans  toute  retendue  d'un  plan. 

»  Les  génératrices  rectilignes  d'un  cône,  d'un  cylindre, 
et,  en  général,  d'une  surface  développable,  sont  des  lignes 

d'égale  teinte,  b 

Le  cône  et  le  cylindre,  une  fois  construits,  peuvent,  à 
leur  tour,  servir  d'étalons  dans  beaucoup  de  cas. 

Lorsque  la  surface  donnée  est  telle  qu'on  puisse  y  ins- 
crire une  série  de  sphères,  la  construction  des  courbes 
d'égale  teinte  est  fort  commode  ;  on  trace  la  ligne  de  con- 
tact de  la  sphère  étalon,  réduite  par  une  proportion  ara 
dimensions  convenables,  et,  sur  cette  ligne,  on  pointe  le 
passage  des  courbes  d'égale  teinte  ;  cette  opération,  répétée 
suffisamment,  donnera  autant  de  points  que  l'on  voudra  de 
chacune  des  courbes  d'égale  teinte.  Cette  méthode  est  applica- 
ble aux  surfaces  de  révolution,  aux  surfaces  enveloppes,  etc. 

Lorsque  les  sphères  inscrites  sont  toutes  de  même  rayon 
(tore,  poulie,  anneau,  serpentin,  etc.),  cette  méthode  devient 
très-rapide,  si  l'on  se  sert  d'un  papier  transparent  qu'on 
promène  sur  la  sphère  étalon;  Tépure  se  fait  en  quelques 

instants. 

Il  est  important  de  remarquer  que  les  courbes  d'égale 
teinte  ne  sont  continues  que  lorsque  les  surfaces  sur  les- 
quelles elles  s'appliquent  sont  elles-mêmes  continues  dans 
le  sens  mathématique  du  mot,  et  il  ne  suffit  pas,  pour  cela, 
que  ces  surfaces  se  composent  de  parties  se  raccordant  tan- 
gentiellement  ;  il  faut  encore  que  la  loi  de  variation  des 
rayons  de  courbure  successifs  soit  la  même  de  part  et 
d'autre  de  la  ligne  de  raccordement.  Ainsi,  une  demi-sphëre 
raccordée  à  un  cylindre  circulaire  de  même  diamètre  ne 
constitue  pas  une  surface  géométriquement  continue  ;  aussi 
le  long  de  cette  ligne,  les  courbes  d'égale  teinte  sont 
brisées. 

Pour  terminer  le  lavis,  il  s'agit  maintenant  d'appliquer  les 
teintes  d'encre  de  Chine.  Il  se  présente  ici  une  sérieuse 
difficulté  pratique  :  l'intensité  de  la  teinte  n'est  pas  rigou- 
reusement proportionnelle  à  la  quantité,  en  poids,  d'encre 
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de  Chine  sèche  étendue  par  unité  de  surface.  Le  i 
obtenu  avec  une  même  teinte  varie,  non-3eulement  i 
manlëre  de  l'étendre,  mais  encore,  et  dans  une  large  ii 
avec  la  qualité  du  papier,  et  avec  un  même  papier,  s 
qu'on  lave  sur  une  face  ou  sur  l'autre.  La  même  q 
d'encre  de  Chine  ne  donnera  pas  le  même  résultat  î 
que  vous  l'appliquerez  en  une  fois  ou  par  teintes 
posées. 

Mais,  ce  qui  est  plus  grave,  la  mesure  de  l'imp 
éprouvée  par  la  rétine  est  loin,  comme  on  sait,  d'être  ï 
Vîon  définie  avec  l'intensité  de  le  teinte  observée.  C 
en  outre,  la  gamme  comprise  entre  le  blanc  rel 
papier  et  le  noir  relatif  aussi  do  l'encre,  n'a  pas,  à  be: 
près,  l'étendue  de  celle  que  nous  offre  la  nature,  1' 
liou  des  rapports  entre  les  teintes  n'est  pas  identii 
part  et  d'autre. 

En  outre,  l'état  de  rugosité  de  la  surface  ayan 
eil'et  de  soustraire  partiellement  le  fond  des  anfract 
%  l'action  additive  des  rayons  lumineux  dlITusés  par  1 
phère,  la  gamme  des  teintes  d'une  surface  rugueus< 
en  subir  l'inQuence  et  perdre  son  éclat. 

Ces  résultats  d'espcrience,  d'une  coordination  d 
nous  ont  longtemps  dérouté.  Pour  arriver  à  donnei 
teintes  les  intensités  indiquées  par  le  calcul,  nous  av 
recourir  à  des  méthodes  exactes,  mais  longues  à  apj 
qu'il  serait  hors  de  propos  de  décrire  ici  ;  ce  travail 
de  tâtonnements  étant  fait  une  fois  pour  toutes,  il  c< 
dra  de  le  prendre  comme  point  de  départ  et  de  se  se: 
teintes  de  notre  sphëre  étalon  comme  d'une  gamm 
leur  identifier,  par  comparaison,  les  teintes  deslavi 
aura  à  exécuter,  ce  qui  peut  se  faire  avec  rapidité 
titude. 

Nos  sphères  étalons  présentent  iouie  Vela^* 
lumière  ;  ce  nombre  est  généraletïiÇin\.  tr'es-a'^^* 
pour  de  gr^^jes  surfaces;  pour  A.,  a^r^^'^*'* 
serait  trop  .    et,il  conviea^^  J^^  '     ^^^^ 

iaème5;u  «>«^   a'habileté   perJ    .^"i^"^  V« 
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On  a  quelquefois  à  étudier  les  effets  produits  par  de§ 
rayons  non  parallèles  ou  émanant  de  plusieurs  foyers  lumi- 
neux; la  solution,  théoriquement  facile  au  moyen  des  con- 
sidérations qui  précèdent,  entraîne,  en  application,  à  de> 
tracés  fort  compliqués;  ces  conditions,  du  reste,  se  présen- 
tent rarement,  si  ce  n'est  dans  les  reflets,  oîi  il  faut  souvent 
avoir  égard  à  des  rayons  lumineux  arrivant  dans  diverse> 
directions;  mais  les  reflets  n'agissant  guère  que  dans  les 
parties  obscures,  là  où  les  variations  de  teintes  se  font  le 
moins  sentir,  le  sentiment  de  l'artiste,  guidé  par  les  règles 
qui  précèdent,  suffira  généralement  pour  arriver  à  Teffet 
voulu.  Il  en  sera  de  même  pour  les  contrastes  sur  un  fond 
obscur  ou  vivement  éclairé,  et  pour  l'affaiblissement  des 
rayons  lumineux  dû  à  l'interposition  de  l'atmosphère. 

Dans  le  lavis  de  machines,  on  a  souvent  affaire  à  des 
surfaces  présentant  un  degré  de  poli  intermédiaire  entre  le 
poli  mat  et  le  poli  brillant;  toutes  les  pièces  métalliques 
rabotées,  limées,  tournées,  sont  dans  ce  cas.  Il  est  facile  de 
tenir  compte  de  cette  circonstance. 

Le  rayon  lumineux,  arrivant  sur  un  point  d'une  surface 
de  cette  nature,  se  divise  en  deux  parties  ;  une  partie  est 
diffusée  comme  sur  une  surface  mate,  l'autre  partie  est  réflé- 
chie spéculairement  ;  la  première  partie  donnera  les  effets 
d'une  surface  mate  éclairée  par  des  rayons  directs  d'une 
intensité  moindre  que  les  rayons  arrivant  sur  la  surface 
proposée,  la  seconde  partie  échappera  presque  complètement 
è  l'œil  de  l'observateur,  si  ce  n'est  au  point  brillant,  oii 
elle  s'ajoutera  avec  la  lumière  diffusée.  L'éclat  apparent 
sera  donc,  au  point  brillant,  d'une  intensité  plus  vive,  et 
partout  ailleurs  d'une  intensité  plus  faible  que  dans  le  cas 
d'une  surface  mate.  Pour  rendre  cet  effet,  il  suffira  donc  ; 

«  De  traiter  la  surface  comme  une  surface  mate  et  de 
réduire,  d'une  même  quantité,  l'éclairage  de  toutes  les  parties, 
sauf  le  point  brillant  dont  l'éclat  devra  être  augmenté.  » 

Nous  ne  terminerons  pas  sans  dire  un  mot  des  épreuves 
photographiques,  auxquelles  on  a  quelquefois  attribué,  à 
tort,  selon  nous,  une  exactitude  complète  comme  modelé, 
pour  en  faire  une  objection  contre  les  règles  rationnelles  du 


—  373  — 

lavis.  Les  lois  de  la  réduction  des  sels  d'argent  par  la  lumière 
et  celles  de  la  transparence  des  négatifs  qui  en  proviennent 
sont  trop  peu  connues  pour  qu'on  puisse  affirmer,  à  priori, 
l'exactitude  de  la  reproduction  ;  en  serait-il  même  ainsi, 
que  le  tirage  sur  papier  de  Timage  positive  peut  modifier 
du  tout  au  tout  le  résultat;  de  sorte  que  le  modelé  obtenu 
dépend  avant  tout  de  l'habileté  du  photographe  et  des  réac- 
tifs qu'il  emploie.  Aussi  les  bons  artistes  empruntent-ils  à 
la  photographie  ce  qu'elle  a  d'exact ,  c'est-à-dire  les 
silhouettes  et  les  contours,  et  refusent-ils  de  se  servir  du 
modelé  incorrect  qu'elle  fournit. 

Enfin,  nous  rappellerons  une  fois  de  plus  que  les  solutions 
que  nous  proposons  ne  s'appliquent  qu'à  un  éclairage  déter- 
miné et  aux  trois  natures  de  surfaces,  soit  polies  (o**  oo';, 
soit  rugueuses  (iS**  41'),  soit  très-rugueuses  (27**  22');  les 
résultats  auxquels  elles  conduisent  devront  être  modifiés 
plus  ou  moins  quand  les  circonstances  seront  différentes; 
c'est  alors  qu'interviendront  utilement  le  goût  et  le  sentiment 
de  l'artiste. 


ECOLE  NORMALE  1878. 


On  donne  une  conique  et  deux  points  Gies  A  et  B  sur  cette  conique. 
Sur  AB  comme  corde  on  décrit  une  circonférence  qui  rencontre  la  conique 
en  deux  nouveaux  points  C  et  D;  on  joint  AC,  BD  qui  se  coupent  en  M; 
AD,  BG  qui  se  coupent  ^n  N  : 

!•  Trouver  le  lieu  des  points  M  et  N; 

2*»  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  MN  avec  le  cercle  variable  AB; 

3*  Construire  et  discuter  ce  dernier  lieu. 


GOMPOSlTlOiMS  DE  L'ÉCOLE  POLl[T'ËGHSVQ?i^  ^^'^^' 

PREMIEa    D^Q^ 


*~*^'^Ort     ,^   Newton  (ondée  sur  Va       '^'^^Xtt^V    *«»-»*'*  ^x>5«<* 
M/Ke. /.<>„<%  de  ^J  ^e  limite  sudaI*  'i^Y.       A*-    écr^"^^ 


cessi\ 
équatioa 
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2.  —  Gonstraire.  la  courbe  représentée  en  coordonnées  rectangalùres  pu 

kes  deux  équations. 

t  t  \i   —  2<') 

SECOND  DBGRÉ. 

Matliè]nati<iaes  • 

On  donne  une  droite  D  dont  Téquation,  par  rapport  à  deux  aies  reetas- 

X           y 
ffulaires  Ox  et  Oy.  est 1 =  i. 

P  q  ^        n 

On  considère  les  différentes  coniques  qui,  ayant  pour  axes  Ox  et  Oy  soot 

normales  à  la  droite  D.   Chacune  d'elles  rencontre    cette  droite  en  deai 

points  ;  en  ces  points,  on  mène  les  tangentes  à  la  conique.  Trouver  l'équa- 

lion  du  lieu  du  pointée  rencontre  de  ces  tangentes.  Démontrer  :  que  ee 

lieu  est  une  parabole;  que  la  distance   du  foyer  de  cette  paralwlc  à  son 

sommet  est  le  quart  de  la  distance  du  point  0  à  la  droite  D. 

On  construira  géométriquement  l'axe  et  le  sommet  de  la  parabole. 

'  Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  losange  ABCD  dont  la  diagonale  AOG  est  égaie  è  20  centi- 
mètres, et  la  diagonale  BOD  à  1 2  centimètres.  Le  plan  du  losaoge  est 
horizontal  et  situé  &  3  centimètres  au-dessus  du  plan  horizontal  de  pro- 
jection. Le  côté  AB  est  situé  dans  le  plan  vertical  de  projection.  Le 
losange,  en  tournant  autour  de  la  diagonale  AC,  engendre  un  double  côd^ 
Le  cercle  circonscrit  au  triangle  COD,  en  tournant  autour  de  AB,  engeiMlit 
un  tort*.  On  demande  de  représenter  le  double  cône,  supposé  plein  et  eii!»t«ut 
seul,  en  supprimant  la  partie  de  ce  corps  située  au-dessous  du  plan  hori- 
zontal de  projection,  ai>isi  que  la  partie  comprise  dans  le  tore.  —  Oa 
indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  relatives  à  la  recherche  d'un 
point*  quelconque  de  la  ligne  commune  au  tore  et  à  l'un  des  cônes,  et  àt 
la  tangente  à  cette  ligne. 

Calcul  noxnériqae. 

Étant  donnés,  dans  un  triangle  ABC,  deux  côtés  et  l'angle  compris,  sivoir- 

a  =s  35960,18 
b  =  98712,97 
C  =  35-  18'  57",  17 
trouver  les  deux  angles  A  et  B,  le  troisième  côté  c  et  la  surface  S. 


CONCOURS  GÉNÉRAUX 


CONCOURS  DE  1868 

Classe  de  troisième. 

Étant  donnés  un  cercle  et  deux  tangentes  à  ce  cercle,  mener  à  ce  même 
cercle  une  troisième  tangente,  telle  que  la  partie  interceptée  entre  les  deai 
premières  tangentes  soit  égale  à  une  longueur  donnée. 
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Classe  de  seconde. 

£tant  donné  un  tronc  de  prisme  oblique  à  base  triangulaire,  mener  par 
l'une  des  arêtes  ialérales  un  plan  qui  divise  le  tronc  de  prisme  en  deux 
parties  équivalentes. 

Classe  de  rhétorique. 

Étant  donnée  une  sphère  OA,  déterminer  une  seconde  sphère  O'À  tan- 
gente intérieurement  à  la  première  et  telle  que  si  on  lui  mène  un  plan 
tangent  BC  et  que,  suivant  le  cercle  d'intersection  de  ce  plan  et  de  la  sphère 
donnée,  on  circonscrive  un  cône  à  cette  sphère,  le  volume  compris  entre 
la  surface  latérale  du  cône  et  celle  de  la  zone  BAC,  soit  m  fois  le  volume 
de   la  sphère  cherchée  (VA. 

Classe  de  philosophie. 

On  fait  tourner  un  triangle  équilatéral  autour  d'un  de  ses  côtés  et  on 
observe  que  la  surface  engendrée  vaut  la  surface  totale  d'un  cylindre  de 
Cyô  de  rayon  et  de  CyS  de  hauteur.  On  demande  la  longueur  du  côté  de 
ce  triangle. 

Eiposer  la  série  des  propositions  qu'il  faut  établir  pour  arriver  à  la 
mesure  de  la  surface  d'une  sphère. 

Mathématiques  élémentaires. 

Étant  donnés  une  circonférence  de  cercle  et  un  diamètre  AB  de  cette 
circonférence,  on  mène  par  le  point  A  une  corde  AG  que  l'on  prolonge 
d'une  quantité  CD  égale  à  la  n—  partie  de  AG.  On  tire  GB  et  1  on  joint  le 
point  D  au  centre.  Ces  deux  lignes  se  coupent  en  M.  Lieu  des  points  M. 


CONCOURS    DE  1869 

Classe  de  troisième. 

Étant  données  deui  [circonférences  concentriques,  tracer  un  rectangle 
semblable  &  un  rectangle  donné,  tel  que  deux  deses  sommets  soient  sur  une 
des  circonférences  et  les  deux  autres  sommets  sur  la  seconde  circonférence. 

2.  Fractions  périodiques. 

Classe  de  seconde. 

1 .  Trouver  deux  nombres  connaissant  leur  différence  et  la  différence  de  leurs 
racines  carrées. 

2.  Soit  un  tétraèdre  quelconque  SABC.  On  joint  les  milieux  des  arêtes  SA, 
SB,  AG,  GB. 

Démontrer  que  tous  ces  milieux  sont  dans  un  mâme  plan  et  que  ce  plan 
divise  le  tétraèdre  en  deux  parties  équivalentes. 

Classe  de  rliétoriqae. 

Circonscrire  ^  une  sphère  donnée  un   tronc  de  c6ûe  Aonl  \e  volume  aoU 
à  celui  de  Ja  shhère  dans  un  rapport  donn4  .      a  ^   -^v.kT«. 

Trouver  le  r^^^rt  de  la  surface  totale XlTOUC  l.\%^x^^^^«^^^^^*^^'""- 

et  enme^^ly  80 J^^     droites  D  et  l\^^tyv,nt  9^t^r%!^'^'' 
dans  r^p^^y^^t  deu*  li,^  ^J^Ht  ^  1^ 
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Vers  quelle  direction  tend-elle  à  mesure  qu'elle  s'éloigne  indéfiniment  du 
plan  P  ? 

2.  Étant  donnés  deux  parallélépipèdes,  rectangles  placés  dans  l'espace  comme 
on  voudra,  trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  de» 
distances  de  chacun  d'eux  aux  sommets  du  premier  soit  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  distances  du  même  point  aux  sommets  du  second  parallélé- 
pipède. 


ÉCOLE  CENTRALE 


CONCOURS  DE  1878 

2^  Session. 

Cfréométxie  analyticfae. 

I.  On  donne,  dans  un  plan,  une  droite  P  et  un  point  F  pris  en  dehors 
et  à  une  distance  a  de  cette  droite;  on  demande  d'écrire  l'équation  géné- 
rale des  hyperboles  admettant  le  point  F  pour  un  de  leurs  foyers  et  ia 
droite  P  pour  une  de  leurs  asymptotes. 

II.  Du  centre  de  chacune  de  ces  hyperboles,  on  mène  à  la  droite  P  une 
perpendiculaire  qu'on  prolonge  jusqu'à  son  intersection  M  avec  la  direc- 
trice correspondant  au  foyer  F  :  on  propose  de  trouver  l'équation  de  la 
courbe,  lieu  des  points  M  et  d'indiquer  la  position  de  cette  courbe. 

III.  On  propose  enfin  de  former  l'équation  du  lieu  des  projections  du 
foyer  F  sur  la  seconde  asymptote  de  chacune  des  hyperboles. 

Épure. 

On  donne,  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  deux  cercles  C,  Q,  dont 
la  corde  commune  ssi  est  perpendiculaire  k  la  ligne  de  terre  xy. 

Ces  cercles  servent  de  bases  à  deux  cônes  dont  les  sommets  respectifs  se 
projettent  aux  points  [s,s'),  («t,s\). 

On  demande  :  1*  de  représenter  par  ses  projections  le  solide  commun  aux 
deux  cônes  donnés,  en  limitant  ces  deux  cônes,  supposés  pleins  et  opaques, 
d'une  part  aux  sommets,  d'autre  part  au  plan  des  bases;  2*  de  représenter 
en  pointillé,  jusqu'aux  bords  du  cadre,  les  projections  de  la  ligne  de  ren- 
contre des  nappes  inférieures  des  surfaces  coniques  supposées  alors  prolon- 
gées. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  déter- 
miner un  point  quelconque  de  l'intersection,  et  la  tangente  en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Solide  commun  à  deux  cônes  circulaires. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèleineut  aux  petits  côtés  du  cadre. 

Trigonométrie. 

Étant  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle  : 

a  =  ii49i",32 

b  =  I4364",i5 

c  =     86i8-,4g 
Calculer  les  angles  et  la  surface  de  ce  triangle. 


Pltyslqua  «t  Chlinle. 

I.  Un  tube  cj'lindrique  en  verre,  d'une  longueur  de  t',27,  muni  de 
deux  robinets,  est  disposé  Tettiulemeiit. 

Le  robinet  intérieur  âtanL  fermé,  on  inlroduil  dans  ce  tube  une  colonae 
d'eau  de  o'.Bg,  el,  au-dessus,  une  Cûucbe  d'huile  de  o",  20  de  hauteur;  la 
densité  de  ihuile  est  égale  è  0,75.  I.e  reste  du  tutie  est  plein  d'air  sous 
la  pression  atmosphérique  de  o-,75o. 

Ou  ferme  le  robinet  supérieur  el  on  ouvre  partiellement  le  robinet  inté- 
rieur, de  fsfon  à  laisser  couler  l'eau  goutte  &  goutte,  jusqu'à  ce  que  l'équi- 
libre n'établisse. 

On  demande  de  quelle  hauteur  s'abaissera  le  nivea'i  de  l'huile. 

Deusitë  du  mercure  :  i3,6. 

II.  Préparation  et  propriétés  chimiques  de  l'ammoniaque. 

formules  relatives  é  l'acliou  du  chlore  et  du  carbone  sur  le  gaz  ammoniac. 
On  calculera  la  densité  théorique  du  gai  ammouiac. 
Densité  de  l'azote  d  =  o,97^ 
rf,  =  0.0692 


QUESTIONS  A  L'USAGE- DES  CANDIDATS 
A  l'École  saint-cyr 

iSuiU,  voit  page  Ï49,  379  et  305.) 


—  Étant  donnée  une  circonférence  et  deu»  perpendiculaires  aux  eitré- 
milés  d  un  diamètre,  on  propose  de  mener  une  troisième  tangente  telle  que 
le  volume  engendré  par  le  trapèze  ainsi  formé  tournant  autour  du  diamètre 
soit  équivalent  i  une  sphère  donnée. 

—  Calculer  les  arêtes  d'un  parallélipipitle  rectangle,  connaissant  sa  sur- 
Taee,  sa  diaganale,  et  Hachant  que  l'une  des  arétea  est  la  moyenne  arithmé- 
tique [ou  géométrique)  des  deux  autres. 

—  Trouver  la  largeur  dune  malle  formée  par  uu  parallélipipède  rec- 
laiigle  surmonté  d'un  demi-cylindre,  connaissant  la  hauteur  totale  de  cette 
nialle,  sa  longueur  et  sa  capacité. 

—  Que  devient  la  fraction  ; —  quand  on  j  tait  o  =  6Î 

ig  o  —  Ig  b 

—  Par  un  point  C  pris  sur  le  prolongement  d'an  ù»»mfe\M,  mener  une 
sécante  telle  que  la  partie  intérieure  ait  une  longttftW  donnée.  On  çtendï» 
pour  inconnu  l'angle  en  C.  .  , 

—  Ëtant  donné  un  angle  et  un  poinl  s^  .,  Ae  -^  "^^^  '^tÏLC°- 
01.  nbai«e  une  perpendiculaire  sur  1  autre  J,f  iX  ï^**^' '*'*  T^^v 
Uire  sur  le  pr^oj^r  CÛté,  et  ainsi  de  9uU«  ^*^i  ^'\„*'\^W*^*  4.î  w*  ç^ 
pendiculaires.  '  ^IttlllB  ^  «   te  V»" 

-^""'^ry^séc-nl».  ont  pour  ray^^^  ,  -     "V^'^^Ux^*- 
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base  un  cercle  dont  la  surface  est  le  quart ^de  celle  de  la  zone.  Calculer  la 
hauteur  de  la  zone  et  l'angle  au  centre. 

—  Un  cône  équilatéral  est  inscrit  dans  une  sphère  ;  on  coupe  les  deux 
corps  par  un  plan  parallèle  à  la  hase  du  cône.  Trouyer  la  yariation  de  U 
surface  de  la  couronne  comprise  entre  les  deux  cercles  de  section. 

—  Résoudre  cotg  x  —  tg  ^  =  sin  a;  4-  cos  a?. 

—  Résoudre  cos  â;  =s  4  cos  (6o»  —  x), 

X 

—  Résoudre  3  sin  a?  =4  cos'  — . 

2 

sin  jx 

—  Limite  de  — : pour  a?  =  o. 

SIU    IX 

—  Résoudre  sin  x  sin  3j?  =  m. 

—  Démontrer  la  relation 

«   /  A.  B  C  \ 

4S  (cotg  —  H-  cotg h  cotg  — )  =  (a  -f  6  -h  c)» 

\  2  2  2  / 

—  Ëtant  donné  un  triangle  rectangle,  mener  dans  l'intérieur  de  Tangie 
droit  une  ligne,  telle  que  la  somme  des  projections  des  côtés  sur  cette  ligne 
soit  égale  à  une  ligne  donnée. 

—  Rendre  calculable  par  logarithmes  i  —  tg^  a. 

—  Résoudre  Ig  x  (tg  45»  +  a?)  =  2. 

a  X  —  I 

—  Résoudre  —  = 


X  X  —  a 

—  Construire  un  triangle  connaissant  6,  c  et  sachant  que  C  :=  3B. 

—  Résoudre  tg^  a:  +  4C0s^  a?  =  K. 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  la  hauteur  et  les  angles  à   la  base. 

—  Étant  donnés  une  droite  et  deux  points,  trouver  sur  la  droite  un 
point  tel,  qu'en  le  joignant  aux  deux  points  donnés,  les  droites  ainsi  me- 
nées forment  avec  la  droite  deux  angles  x  et  p,  tels  que  «x  =  2^. 

—  Étant  données  deux  circonférences  de  rayon  R  et  R'  et  la  distance  d 
de  leurs  centres,  trouver  sur  la  ligne  des  centres  un  point  M,  tel  que  si  on 
le  joint  aux  points  A  et  À',  où  une  sécante  perpendiculaire  à  OCV  rencontre 
les  deux  circonférences,  le  rapport  des  deux  lignes  soit  constant,  quelle  que 
soit  la  sécante  .MO  =  a?,  OB  =  y). 

—  Si  deux  nombres  a  et  &  sont  premiers  entre  eux,  si  on  forme  les  6  —  i 
premiers  multiples  de  a  et  qu'on  les  divise  par  6,  ils  donnent  des  restes 
différents. 

—  Mener  par  un  point  pris  sur  la  bissectrice  d'un  angle  droit  une  droite, 
telle  que  la  portion  comprise  dans  l'angle  droit  ait  une  longueur  donnée. 

•—  Mener  par  un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle  droit  une  sécante, 
telle  que  la  surface  soit  donnée. 

—  Etant  donnée  une  demi-circonférence,  mener  par  l'extrémité  du  dia- 
mètre une  corde,  telle  que  le  segment  qu'elle  détache  engendre  la  moitié 
du  volume  de  la  sphère.  [Prendre  l'angle  pour  inconnu). 

—  Dans  un  triangle,  on  donne  A,  B,  C;  calculer  :  !•  le  rayon  du  cercle 
inscrit;  2*  la  distance  du  sommet  A  au  centre  de  ce  cercle;  3*  le  rayon  d'une 
circonférence  touchant  ce  cercle  et  les  côtés  de  l'angle. 

—  Résoudre  — ;  H ; ;  =  tt  • 

x^       a;»  —  o»        6^ 

—  Étant  donnés  deux  points  P,  F  sur  un  diamètre,  l'un  intérieur,  l'autre 
extérieur,  mener  par  le  point  P  extérieur  une  sécante  PCD,  telle  que  sur- 
face FCD  =  m^ 


—  379  — 

(OP*  =3  a,  OF  =  6,  a:  et  y  distances  du  centre  aux  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  des  points  inconnus  sur  le  diamètre  CfP'  =  a). 

—  Mener  par  un  point  0  pris  sur  la  bissectrice  d'un  angle  quelconque 
une  droite,  telle  que  la  somme  des  segments  détachés  soit  égale  à  une  lon- 
gueur donnée. 

—  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  côtés  d'un  triangle  pour 
qu'il  y  ait  un  angle  double  de  l'autre. 

—  Démontrer  qu'un  nombre  impair  non  premier  est  la  somme  d'un 
nombre  impair  de  nombres  entiers  consécutifs. 

^  Tout  nombre  pair  non  divisible  par  4  ne  peut  pas  être  la  différence 
de  deux  carrés.  Tout  nombre  pair  divisible  par  4  est  la  différence  de  deux 
carrés. 

—  On  propose  de  retrancher  d'un  carré  un  triangle  isoscële  ayant  pour 
base  le  côté  a,  de  telle  sorte  que  le  centre  de  gravité  de  la  figure  restante 
soit  au  sommet  du  triangle. 

—  Un  nombre  est  divisible  par  Sy  lorsque,  en  le  divisant  en  tranches 
de  trois  chiffres  h  partir  de  la  droite,  la  somme  des  tranches  est  un  mul- 
tiple de  37. 

—  On  donne  une  circonférence  0;  par  le  centre  on  mène  un  rayon  hori- 
zontal sur  le  prolongement  duquel  on  prend  un  point  À;  à  une  dislance 
OA  =ss  a;  on  demande  à  quelle  distance  OM  =  rc  du  centre  il  faut  mener 
une  perpendiculaire  au  rayon  OA  pour  que,  si  l'on  mène  une  sécante  ren- 
contrant en  M  et  M'  la  circonférence,  la  somme  des  inverses  des  perpendi- 
culaires menées  de  M  et  M'  sur  cette  perpendiculaire  soit  constante  quelle 
que  soit  la  sécante. 

(Prendre  AM  =  x  et  y'  y"  les  deux  distances.) 

—  Dans  une  circonférence,  on  donne  un  diamètre  AB  et  un  rayon  OC 
perpendiculaire  à  ce  diamètre,  on  joint  le  point  C  au  milieu  M  de  AO.  De 
M  comme  centre  avec  MC  comme  rayon,  on  décrit  l'arc  CD  occupant  eu  D 
le  diamètre  AB.  Démontrer  que  la  corde  CD  est  le  côté  du  pentagone 
régulier  inscrit  dans  la  circonférence. 

—  Trouver  sur  la  base  d'un  triangle  que  l'on  suppose  égale  à  6,  un  point 
tel  que  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés 
AB,  BC  soit  égale  à  m,  connaissant  les  hauteurs  abaissées  de  A  et  de  C  sur 
les  deux  autres  côtés. 

—  Un  trapèze  birectangle  a  pour  hauteur  A,  la  somme  des  trois  autres 
côtés  est  constante.  Trouver  le  maximum  de  la  surface  totale  et  le  maximum 
dfi  volume  du  tronc  de  cône  engendré  par  ce  trapèze  tournant  autour  de  sa 
hauteur. 

—  Trouver  le  maximum  du  volume  du  segment  sphérique  à  deux  bases 
de  hauteur  H  dans  une  sphère  de  rayon  R. 

.   . —  Trouver   le  maximum  du  triangle  formé  dans  une  circonférence  en 

joignant  ies  extrémités  de  la  corde  au  cenire.  • 

A  T  A'    ^^^e  des  surfaces  latérales  de  deux  cylindres  ayant  pour  hauteur 

)        // *'  ^^ftie  à  ^*  surface  dune  sphère  dont  le  rayon  est  a.  Trouver  les 

est  mal'     ^^>  n  des  bases  pour  lesquelles  la  somme  des  volumes  des  cylindres 

à  la  sph  •^'^^K  "      rtiiniïo^"^  de  la  surface  ou  du  velume  d'un  cône  circonscrit 

C  tel  Q. j  Mr.  *  ^  jemi-circonfépence.  trouver  sur  le  diamètre  un  point 

^     h   e  ^      e^^  ^'**  perpendiculaire  sur  le  diamètre,  et  que  aveeCH 


J 
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comme  rayon,  on  décriTe   un   quart  de   cercle,   la   somme  des   surfaces 
engendrées  par  ce  quart  de  cercle  et  l'arc  AB  soit  donnée. 

—  On  donne  deux  parallèles,  leur  distance  commune  en  grandeur  et  en 
position  et  sur  l'une  d'elles  une  longueur  AC  s  d;  mener  par  le  point  C 
une  sécante  CDE  telle  que 

cône  âDC  +  cône  DBE  =  m, 

—  Deux  circonférences  concentriques  étant  données,  inscrire  oo  carré 
ayant  deux  sommets  sur  l'une  et  deux  sommets  sur  l'autre. 

-*  Etant  donné  un  segment  de  cercle,  trou?er  sur  ce  segment  un  point 
dont  les  distances  aux  deux  extrémités  de  la  corde  soient  dans  le  rapport 
de  1  A  2. 

m 

—  Résoudre  oos  a;  +  3  sin  —  =  o 

2  ^ 

»  On  donne  un  triangle  ABC  ;  mener  une  ligne  DE  parallèle  à  DC  de 
manière  que  AD  =  EG. 

—  Deux  parallèles  étant  coupées  par  une  droite  à  45*,  mener  par  an  point 
pris  sur  Tune  d'elles  une  autre  sécante  qui  forme  avec  les  droites  données 
deux  triangles  dont  la  somme  des  surfaces  soit  donnée. 

—  Etant  donnée  une  circonférence  Uingente  en  A  à  une  droite  donnée^ 
déterminer  la  portion  d'un  diamètre  BC  de  telle  sorte  que  la  surface  totale 
engendrée  par  le  trapèze  BCB'C  tournant  autour  de  la  tangente  soil  dans 
un  rapport  donné  avec  la  surface  du  cercle. 

~  Inscrire  dans  une  circonférence  un  trapèze  isoscèle,  connaissant  la 
surface  et  les  côtés  non  parallèles. 

—  Etant  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle,  trouver  le  rayon 
de  la  circonférence  tangente  à  la  hauteur  à  un  segment  de  l'hypoténuse  et 
au  cercle  circonscrit  au  triangle. 

—  Etant  donné  un  demi-cercle,  déterminer  un  point  M  tel  que  si  l'on 
mène  les  cordes  MA  et  MB  la  somme  des  volumes  engendrés  par  les  deux 
segments  soit  au  volume  du  triangle  dans  un  rappo  rt  donné. 

—  On  donne  une  circonférence  et  une  droite  distante  du  centre  d'une 
quantité  a.  Mener  une  corde  DG  parallèle  à  la  droite,  de  telle  sorte  que 
DG  +  DA  =  m,  DH  étant  la  distance  des  deux  parallèles. 

—  Trouver  le  minimum  du  volume  engendré  par  un  losange  circonscrit 
Aune  circonférence  de  rayon  r  tournant  autour  de  ses  diagonales.  Démontrer 
que  le  produit  de  ce  volume  par  celui  qu'engendre  le  rectangle  dont  les 
sommets  sont  aux  points  de  contact  du  losange^  est  constant  et  en  déduire 
le  maximum  du  volume  de  ce  rectangle. 

—  Une  chaudière  a  la  forme  d'un  cylindre  terminé  par  un  hémisphère 
de  même  rayon.  On  donne  la  somme  a  de  la  surface  du  cylindre  et  do  rayon 
et  Ton  demande  de  calculer  les  dimensions  du  cylindre  de  manière  que 
la  capacité  de  la  chaudière  soit  maxima. 

—  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  la  distance  de  deux  cordes 
parallèles  dans  une  circonférence,  leur  différence  étant  constante  et  égale 
à  d. 

—  Ghercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  surface  latérale  du  cône 
circonscrit  à  une  sphère  donnée. 

-^  Démontrer  que  la  somme  des  carrés  de  a;'  —  y'  et  2xy  est  tovgours 
un  carré  parfait. 

—  Résoudre  l'équation  x*  -i-  a  (b  +  c)  ^  (o  4-  a?)  (*  +  fl?) r— • 
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—  Résoudre  le  système  hx  +  ay  =:  206 

ax  +  by  =  à'  +  b^. 

—  On  donne  un  point  M  dans  un  cercle;  mener  par  ce  point  une  sécante 
partagée  par  le  point  en  deux  parties  qui  soient  dans  un  rapport  donné. 

—  Minimum  du  volume  du  tronc  de  cône  circonscrit  à  la  sphère. 

—  Un  cône  droit  étant  inscrit  dans  une  demi-sphère,  on  demande  de 
mener  un  plan  parallèle  à  la  base,  de  telle  sorte  que  les  sections  faites 
dans  le  cône  droit  et  dans  la  sphère  soient  dans  un  rapport  donné. 

—  Les  données  étant  les  mêmes  que  précédemment,  mener  le  plan  de 
manière  que  la  somme  des  deux  cercles  de  section  soit  égale  h  la  surface 
de  la  calotte  formée  par  le  plan. 

—  On  donne  une  circonférence  de  rayon  R  et  un  point  A  distant  de  a 

du  centre.  Trouver  sur  la  circonférence  un  point  B,  tel  que  si  l'on  mène 

AB 
BG  parallèle  À  OA,  le  rapport   -^pr  soit  égal  à  une  quantité  donnée  m. 

Bti 

—  Étant  donnée  une  circonférence  et  deux  points  extérieurs  distants  entre 
eux  de  d  et  distants  du  centre  des  quantités  a  et  6.  Trouver  sur  la  cir- 
conférence un  point  M  tel  que  la  somme  des  carrés  des  distances  aux  deux 
points  A  et  B  soit  égale  à  un  carré  donné.  Discussion. 

—  On  donne  deux  circonférences  de  rayons  r  et  r*.  Par  le  centre  de  Tune 
d'elles,  on  mène  une  sécante  faisant  avec  la  ligne  des  centres,  un  angle  0. 
Trouver  sur  cette  sécante  un  point  M,  tel  que  le  rapport  des  tangentes 
menées  de  M  aux  deux  circonférences  soit  égal  à  un  rapport  donné. 

—  Maximum  ou  minimum  du  trapèze  inscrit  à  une  demi-circonférence 
donnée. 

—  Inscrire  dans  une  circonférence  donnée  un  trapèze  dont  on  donne  la 
hauteur  et  la  surface. 

—  Résoudre  les  équations  sin  [x  -f  o)  +  ^^^  \x—  a)+  2mcos'  —  =  K, 

2 

a^  +  y  =  —- 

—  On  donne  un  cercle  et  un  point  A  distant  du  centre  de  a.  Mener  par 
ee  point  une  sécante  BG,  telle  que  sa  longueur  soit  b.  Trouver  l'angle  « 
qu'elle  forme  avec  OA. 

—  Résoudre  tg  a?  =  cos  x. 

Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de 

tg  (o  -f  a:)  —  tg  X, 

—  Résoudre  l'équation 

5 

3sin'  X  —  2cos'  x sin  2*  =  o. 

2 

—  On  donne  deux  points  A  et  B,  dont  la  distance  est  2a  et  une  parallèle 
à  AB  menée  à  une  distance  h.  On  demande  de  trouver  sur  cette  parallèle  un 
point  M,  tel  que  le  rapport  des  distances  aux  points  A  et  B  soit  maximum 
ou  minimum. 

—  Trouver  le  maximum  de  la  surface  totale  du  tronc  de  cône  inscrit 
dans  un  hémisphère  de  rayon  R. 

—  On  donne  une  circonférence  de  rayon  K,  un  point  a  à  une  distance  'tt 
du  centre  et  un  point  A  situé  sur  la  perpendiculaire  au  plan  du  cercle 
passant  par  ic  point  a  et  à  une  hauteur  h  au.(iessvLS  de  ee  pVan.  Trouver  \e 
maximum  ou  j^  minimum  de  l'angle  que  forme  une  Wga^  ^^^^^  ^^  P^^^^  ^ 
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à  un  point  quelconque  du  cercle  arec  la  tangente  en  ce  point.  Dans  Téqua- 
tlon  ax^  -\-bx  +  ac^=  o  déterminer  les  coefficients  de  manière  que  Tune 
des  racines  soit  le  cube  de  l'autre. 


CONCOURS  ACADÉMIQUE  DE  TOULOUSE. 

par  M.  GoHBEBUC  (l*"'  prix). 


Problème. 


1 .  —  On  donne  dans  un  même  plany  une  droite  indéfinie  AB 
et  deux  points  M  et  N,  situés  hors  de  cette  droite  et  Von  de- 
mande  de  trouver  sur  AB  un  point  tel  que  la  somme  de  ses 
distances  aux  deux  points  M  e^  N  soit  égale  à  une  longuenr 
donnée  K. 

Parmi  toutes  les  valeurs  qui  sont  attribuées  à  K,  quelle  est 
celle  qui  est  minimum? 

On  résoudra  le  problème  soit  en  y  appliquant  le  caUml  algé- 
briqt^y  soit  par  la  géométrie  pure. 

2.  —  On  considère  en  second  lieu  le  cas  où  la  droite  AB  et 
les  points  M  e/  N  ne  seraient  pas  situés  dans  le  même  plan.  On 
montrera  comment  on  peut  résoudre  le  même  problème  en  rame- 
nant le  nouveau  cas  au  premier. 

Nous  savons  que  le  lieu  géométrique  des  poiuts  dont  la 
somme  des  distances  à  deux  points  fixes  est  constante  et 
égale  à  K  est  une  ellipse  dont  ces  deux  points  sont  les 
foyers  et  dont  le  grand  axe  est  égal  à  K.  Si  nous  savons 
trouver  le  point  de  rencontre  de  cette  ellipse  et  de  la  droite 
donnée  AB,  ce  point  de  rencontre  sera  évidemment  le  point 
P  cherché.  Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant,  traité 
dans  le  cours  de  mathématiques  élémentaires. 

Trouver  le  point  de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  ellipse 
donnée  par  son  foyer  et  son  grand  axe. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  ce  nouveau  problème  admet 
deux  solutions  P  et  P'.  Il  est  évident  que  le  minimum  de 
E  a  liea,  lorsque  la  droite  est  tangente  à  l'ellipse.  On  obtien- 
dra donc  le  point  de  la  droite  répondant  à  ce  minimum  de 
E  comme  point  de  contact  d'une  ellipse  tangente  à  la  droite 


K' 
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donnée  et  ayant  pour  foyers  les  deux  points  M  et  N  (problëme 
ducours).  La  valeur  de  ce  minimum  est  donnée  par  le  trian- 
gle MNM'.  En  efTet,  si  nous  désignons  par  a  rang:le  que 
font  les  deux  droites  AB  et  MN,  par  2C  la  longueur  focale 
MN,  par  2d  la  longueur  MM',  le  triangle  MNM'  donne  : 

:«  =  WW  =4C«  +  4d>  —  8cd  cos  (—  +  a^  =  4c» 

-|-  4^*  +  8cd  sin  a 

K  =  2  v^c*  +  d'  +  2^^  sin  o. 
Considérons  maintenant  le  cas  où  la  droite  AB  et  les  points 
M  et  N  ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan.  Menons  le 
plan  passant  par  la  droite  donnée  et  le  point  N  par  exemple. 
Soit  Q  ce  plan.  Du  point  M  menons  une  perpendiculaire  MG 
sur  AB,  et  du  point  G  dans  le  plan  Q  une  autre  perpendi- 
culaire sur  AB.  Prenons  sur  cette  perpendiculaire  une  lon- 
gueur UM'  =  CM.  Je  dis  que  I  étant  un  point  quelconque 
de  AB  j'ai  toujours  MI  =  MI.   Pour  le  prouver,  -je  joins 

MI,  M'I.  Les  deux  trian- 
gles   GIM',    GIM    sont 
égaux  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  en- 
tre deux   côlés    égaux 
chacun   à   chacun.    De 
leur  égalité  résulte  Ml 
==  MI.  Gela  posé,  P  étant  un  point  pris  sur  AB  tel  que  M'P 
-f-  MP  =  K,  on  a  d'après  ce  que  nous  «renoiis  de  dire  :  MP 
+  NP  =  MT  +  NP  =  K. 

Et  le  problème  est  ainsi  ramené  au  premier  cas. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


135.  —  Prouver  que  la  portion  du  diamètre  du  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  ABC  comprise  entre  le  sommet  A 
et  le  côté  opposé  BG  est  égale  à 

a  cos  A  +  6  cos  B  +  c  cos  G 
sin  2B  +  sin  2G 
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136.  —  Mener  un  cercle  tangent  à  deux  droites  données 
de  position,  de  telle  sorte  que  si  l'on  mène  une  tangente 
parallèle  à  une  direction  donnée  et  terminée  aux  lignes 
données,  le  rectangle  des  segments  déterminés  par  le  point 
de  contact  soit  égal  à  un  carré  donné. 

137.  —  On  inscrit  un  triangle  ABC  dans  un  cercle;  la 
tangente  en  A  rencontre  BC  en  Q.  Par  le  point  Q,  on  mène 
une  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  Tangle  en  A,  per- 
pendiculaire qui  coupe  le  cercle  en  des  points  X,  Y; 
démontrer  que  la  distance  de  Tun  de  ces  points  au  point  A 
est  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  du  même 
point  aux  points  B  et  G. 

138.  —  Si  /,  m,  n  sont  les  médianes  d'un  triangle, 
démontrer  que  sa  surface  a  pour  expression 

cos  —  A  cos B  cos  C,  ou 


a  -\-  b  -\-  c 
-y"  \^2  l*  m*  -}-  2  l^  n^  -\-  2  w"  n"  —  Z*  —  m*  —  n*. 

130.  —  Dumilieude  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
on  élève  une  perpendiculaire  sur  cette  hypoténuse.  Démon- 
trer que  les  segments  qu'elle  détermine  sur  la  ligne  joignant 
les  centres  des  carrés  construits  sur  les  autres  côtés  sont 
proportionnels  aux  côtés  du  triangle. 

140.  —  Prouver  que  dans  un  triangle  on  a  : 

R    _  a^  b  +  c 

r  a  cos  A  -|-  6  cos  B  -f-  c  cos  G 
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